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depuse pentru a înțelege noţiunile, ideile şi spiritul către care îl 
conduce lectura ei vor fi din plin răsplătite de satisfacțiile intelec- 
tuale pe care le va avea în final. 

Poate, la prima vedere, lucrarea de fată pare greu de abordat. 
De aceea, recomandăm cititorului mai puţin avizat să nu înceapă cu 
primul capitol, ci direct cu capitolul II sau chiar cu capitolul III, 
ca ulterior să revină la primul capitol, dacă nu în întregime, cel 
puţin la acele paragrafe al căror studiu capătă acum o semnificaţie. 
Astfel, după parcurgerea capitolelor II si IJJ, pentru o deplină în- 
ţelegere a paragrafului 8 din capitolul III este necesară cunoaşterea 
paragrafului 6 din capitolul I (şi, implicit, a paragrafelor 3, 4, 5 
din același capitol). De asemenea, capitolul IV nu poate fi abordat 
fără eunoaşterea, temeinică a paragratelor 3, 4, 5, 6 din capitolul I. 

Cititorului care dorește aprofundarea EE a metodelor 
teoriei algebrice a numerelor (în special teoria locală şi globală a 


Index. e i a e dar ae Sa a aa a E că Sat ăla aa me te eta a 520 
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corpului claselor) îi sînt, pentru început, suficiente capitolele II, 
IIE şi primele cinci paragrafe din capitolul IV. Pe de altă parte, 
cititorul interesat în teoria analitică a numerelor, pe lîngă capitolele 
II și III trebuie să cunoască temeinic capitolul V. În fine, cei intere- 
saţi în teoria locală a numerelor trebuie să stăpânească bine capi- 
tolele I şi IV. 

Fiecare paragrat se încheie cu o serie de exerciţii a căror rezol- 
vare este indicată pentru aprofundarea rezultatelor şi, mai ales, pen- 
tru dezvăluireu unor fațete ale acestora mai greu de observat din 
lectura directă. 

Toate problemele expuse în carte sint comentate cu o deosebită 
competență. Aceste comentarii deschid cu generozitate poarta spre 
profunde cercetări ulterioare. 

Prin publicarea acestei monografii se aduce un imens serviciu 
şcolii româneşti de matematică. De aceea, în încheiere, se cuvine 
a aduce mulțumiri călduroase tuturor factorilor care au contribuit, 
uneori esenţial, la apariţia acestei cărţi : conducerii Secţiei de Mate- 
matică a I.N.C.R.E.S. T., Consiliului Culturii şi Educatiei speia ai 
preouni şi Editurii Ştiinţifice şi Eneielopedice. 


aprilie 1984 Nicolae Popescu 
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i PREFAŢĂ ut 


Teoria numerelor a evoluat prin îmbinarea a două tendinţe. 
Prima, dintre acestea este cea a creării de concepte și teorii generale 
ca, de exemplu, noţiunea de ideal sau teoria corpului claselor. A doua, 
tendinţă constă în reducerea la situaţii numerice conerete. Influenţa 
sa este ilustrată şi de multiplele rezultate din teoria numerelor care 
au fost prefigurate: şi stimulate de observaţii empirice, de studiul 
tabelelor. Toemai unificarea a două puncte de vedere atit de diferite 
determină poziţia pe care teoria numerelor o are în matematică : 
„lumea numerelor” împreună cu lumea fizică este terenul pe care au 
apărut majoritatea -teoriilor matematice. 

În cartea noastră am vrut să prezentăm un tablou al apariţiei 
teoriei numerelor din sinteza acestor două tendințe. Din această 
cauză am optat pentru o expunere mai liberă, în care problemele se 
împletesc strîns cu metodele lor de rezolvare, față de o tratare în 
care dezvoltarea sistematică a aparatului teoretic precede orice 
aplicaţie. Punctul de plecare va fi de obicei constituit din probleme 
concrete despre numere întregi. Teoriile generale vor apare ea un 
instrument pentru rezolvarea acestor probleme. De regulă aceste 
teorii vor fi dezvoltate într-o asemenea, măsură încît cititorul să- şi 
poată forma o imagine asupra frumuseţii și armoniei lor, precum și 
să-si însușească deprinderea de a le folosi. 

Problemele tratate în carte se referă în principal la teoria ecua- 
țiilor nedefinite* ), adică la teoria rezolvării în numere întregi a ecua- 
țiilor cu mai multe necunoscute. Sînt abordate însă şi probleme avind 
un alt caracter, de exemplu teorema lui Dirichlet despre numerele 
prime dintr-o progresie aritmetică sau teorema despre creşterea 
numărului soluţiilor unei ecuații. 

Metodele utilizate sint de preferinţă algebrice. Mai precis, este 
vorba, despre teoria extinderilor finite ale corpurilor și cea a nor- 


*) Un polinom F(x, ...> &a) cu coeficienți reali (întregi, raţionali) se spune că 
este nedefinit, dacă în cazul cînd qzy...» 2a parcurg independent mulțimea numerelor 
reale poate lua, atit valori pozitive cît și valori negative (N.7.). 
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melor definite pe acestea. Un loc remareabil este acordat totodată 
şi metodelor analitice, cărora le este dedicat capitolul V, la, acestea 
referindu-se și metoda funcţiilor analitice p-adice expusă în capitolul 
IV. La rindul lor, considerentele geometrice sint de mai multe ori 
larg utilizate. 

Cartea nu pretinde din partea cititorului un volum mare de cu- 
noştinţe. Pentru a înţelege majoritatea conţinutului său sînt întru 
totul suficiente cunoștințele din primii doi ani de universitate cât 
şi cele mai generale noţiuni din teoria numerelor : teoria generală, 
a congruenţelor și teoria generală a resturilor pătratice pînă la legea, 
reciprocității pătratice. Numai în ultimul capitol se utilizează, 
citeva chestiuni din teoria funcțiilor analitice. 

Noţiunile pur algebrice a căror cunoaştere este indispensabilă 
sînt date în capitolul „Complemente algebrice” situat la sfîrşitul 
cărţii. Aici sint expuse definițiile exacte, formulările, iar uneori 
şi demonstrațiile întregului material folosit în carte şi care nu poate 
îi întilnit în cursul universitar de algebră superioară. 

A doua ediţie se deosebeşte de prima prin simplificarea unor 
demonstraţii cit şi prin faptul că prezintă citeva rezultate noi obţi- 
nute în ultimii ani. i 

Sîntem adine recunoscători lui Dmitri Konstantinovici Faddeev 
pentru nenumăratele și foarte utilele discuţii, cît şi pentru o serie 
de sugestii şi observaţii preţioase. 


Autorii 


CAPITOLUL I 
CONGRUENŢE 


Acest capitol este dedicat teoriei congruențelor şi aplicaţiilor 
sale la ecuaţiile nedefinite. Legătura între ecuaţiile nedefinite şi 
congruenţe se bazează pe observaţia simplă că dacă ecuaţia nedefinită 


F(E- e a) =0, (1) 


unde F este un polinom cu coeficienţi întregi, admite cel puţin o 
soluţie în numere întregi, atunci congruența 


Flo o €a) = 0 (mod m) (2) 


este rezolubilă oricare ar fi modulul m. Deoarece rezolubilitatea unei 
congruenţe poate fi decisă cel puţin prin metoda verificării, avind în 
vedere numărul finit al claselor de resturi, aceasta ne furnizează 
o serie de condiţii efective necesare pentru ca ecuaţia (1) să fie rezo- 
lubilă în numere întregi. 

Mult mai complicată este problema, suficienței acestori condiţii. 
Afirmația : „o ecuație nedefinită este rezolubilă, dacă şi numai dacă 
este.rezolubilă ca o congruenţă pentru orice modul” nu este în general 
adevărată (v., de exemplu, problema 4), însă este adevărată pentru 
anumite clase particulare de ecuaţii. În acest capitol afirmația va 
îi demonstrată pentru cazul cînd F este o formă de gradul al doilea, 
adăugind în acest caz încă o condiţie evident necesară: rezolubili- 
tatea ecuaţiei (1) în numere reale. (Se observă că dacă F este o formă, 
prin rezolubilitatea ecuaţiei F = 0 se înţelege existenţa unei soluţii 
nenule.) | 

Noţiunea fundamentală, al cărei studiu este iniţiat în acest ca- 
pitoi, iar ulterior va îi aplicată la teoria congruenţelor şi ecuațiilor 
nedefinite, este cea de număr p-adic. Rolul său în problema exami- 
nată constă în următoarele. Se cunoaşte din teoria elementară a 
numerelor că pentru modulul m = př... pr (unde pi, ..., Pe Sînt 
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numere prime distincte) rezolubilitatea congruenţei (2) este echi- 
valentă cu rezolubilitatea congruenţelor 


F(E., Pa) = 0 (mod ph) 


pentru i=l, ...,?. Astfel rezolubilitatea congruenţei (2) pentru toate 
modulele m este echivalentă cu rezolubilitatea acestor congruențe 
numai pentru modulele care sînt puteri de numere prime. Să fixăm 
numărul prim p; se pune problema rezolubilităţii eongruenţei 


P(a, -3 £p) = 0 (mod p*) (3) 


pentru toţi exponenţii k numere naturale. În legătură cu această 
problemă Hensel a construit pentru fiecare număr prim p un nou 
tip de numere, numite p-adice, şi a demonstrat că rezolubilitatea 
congruenței (3) pentru orice k este echivalentă cu rezolubilitatea 
ecuaţiei (1) în numere p-adice. În felul acesta, legătura pusă în evi- 
denţă mai sus între congruenţele (2) şi (3) permite să se afirme că 
rezolubilitatea congruenţei (2) pentru toate modulele m este echi- 
valentă cu rezolubilitatea ecuaţiei (1) în numere p-adice pentru toate 
numerele prime p. 

Folosind noţiunea de număr p-adic, teorema de mai sus despre 
formele de gradul al doilea, a cărei demonstraţie reprezintă însuşi 
scopul acestui capitol, poate fi formulată astfel: dacă F(a, ..., 2) 
este o tormă pătratică cu coeficienţi întregi, atunci ecuaţia (1) este 
rezolubilă în numere întregi, dacă şi numai dacă este rezolubilă 
atit în numere p-adice, oricare ar fi p, cît şi în numere reale. 

În formularea acestei teoreme, numită teorema Minkovski- 
Hasse, ca de altfel în multe alte probleme, numerele p-adice apar 
în aceeași măsură ca şi cele reale. Dacă numerele reale sînt necesare 
pentru studiul numerelor raţionale din punct de vedere al mărimii 
lor, numerele p-adice joacă un rol întru totul analog în problemele 
privind divizibilitatea la puteri a numărului prim p. Analogia 
între numerele p-adice şi cele reale apare şi în alte privinţe. Mai 
mult, numerele p-adice se pot construi pornind de la cele raţionale 
cu ajutorul aceleiaşi construcţii care a condus la numere reale: 
prin adăugarea limitelor şirurilor fundamentale. Faptul că în aeest 
mod se ajunge la două tipuri diferite de numere se explică prin fun- 
dameniarea diferită a noţiunii de convergenţă. 

Să mai facem o observaţie. Dacă F este o formă*), rezolubili- 
tatea, ecuaţiei (1) în numere întregi este evident echivalentă cu rezo- 
lubilitatea sa în numere raţionale. Din această cauză în teorema; 
Minkovski-Hasse se poate vorbi despre rezolubilitate în numere 


*) Prin formă autorii înţeleg un polinom omogen (de mai mulie nedeterminate), 
de obicei cu coeficienţi raționali. (N.7.) 5 
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raționale în loc de rezotubilitate în numere întregi. Acest m T 
dent devine important deoarece În cazul cînd F este un po on 
arbitrar de gradul al doilea, teorema analoagă se, păstrează, n a 
cu condiţia ca să se refere la rezolubilitatea ecuaţiei în numere rat “i 
nale. Aşadar în studiul ecuațiilor nedefinite de gradul al doilea vo 
examina nu numai soluțiile întregi, ci şi pe cele raționale. 


PROBLEME 
1. Să se demonstreze că ecuația 15x? — 7y? = 9 nu are soluții în numerele intregi. 
2, Să se demonstreze că ecuaţia 5g? + 11y? -+ 1373 = nu are alte soluții în 
numere întregi in afară de x = 0, y = 0, z = 9. 


3, Să sc demonstreze că un număr întreg de forma 8n + 7 nu se poate reprezenta 
ca o sumă de trei pătrate de numere întregi. 

4. Folosind proprietăţile simbolului lui Legendre să se demonstreze că congrui- 
ența (x? —13)(a2 —17)(x* — 221) = 0 (mod m) este rezolubilă oricare ar fi modulul 
m. Evident, ecuaţia (të —13)(x? — 17)? — 221) = 0 nu este rezolubilă în numere 
iti Să se arate că ecuaţia nedefinită art -.. + ant = b, unde Agr- - -s An şi b 
sint numere întregi este rezolubilă în numere intregi, dacă şi numai dacă congruența 


corespunzătoare este rezolubilă pentru oricare modul m. zu, | 
6. Să se demonstreze afirmaţia analoagă pentru sistemele de ecuații liniare cu coefi- 


cienţi întregi. 


ŞI. CONGRUENȚE MODULO NUMĂR PRIM 


1. Sume de puteri de resturi. Vom începe prin a examina, con- 
gruenţele modulo număr prim. După cum se ştie, clasele de resturi 
modulo p formează un corp finit cu p elemente (care va îi notat Z,) 
şi orice congruenţă modulo p poate fi privită ca o egalitate în acest 
corp. Rezolvarea congruenţelor modulo p este deci echivalentă cu 
rezolvarea, ecuaţiilor în corpul Z,. Corpul Z, reprezintă doar un 
exemplu de corp finit. Toate raţionamentele din acest paragraf. se 
transpun întocmai pentru cazul unui corp finit oarecare (v. pro- 
blemele 5 şi 6). Ne vom märgini totuşi la studiul corpului Ze şi în 
locul egalităţilor vom serie numai congruenţe. La alte corpuri finite 
vom recurge numai pentru a construi un exemplu la teorema 3. 

În studiul problemei numărului de soluţii ale unei congruenţe 
modulo număr prim un rol important îl joacă următorul fapt simplu. 


TEOREMA 1. Fie m un număr natural. Suma 


S = $i g”, 


x mod $ 


unde æ parcurge un sistem complet de resturi modulo p este congruentă 
cu —1 modulo p, dacă m este divizibil cu p — 1 şi congruentă cu 0, 
dacă m nu se divide cu p — i. 
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Demonstraţie. Valoarea w = 0 (mod p) poate fi evident omisă 
în suma S. Presupunem că p — 1 divide pe m. Deoarece a-l = 
(mod p) pentru orice 2 care nu se divide la p, se deduce în acest caz 
că g” = 1 (mod p) și prin urmare S = p — 1 = — 1 (mod p). Ad- 
mitem acum că p — 1 nu divide pe m. Există atunci un număr a 
care nu se divide la p şi astfel ca a” 1 (mod p) (a poate fi, de exemplu, 
o rădăcină primitivă modulo p). Cum împreună cu œ şi produsull 
ag parcurge un sistem complet de resturi modulo p, rezultă că 


"8 = Y, (az = 8 (mod p), 


x mod p 


de unde (a” — 1) S = 0 (mod p) şi prin urmare S = 0 (mod p). 


CONSECINȚĂ. Fie P(X, ..., a) un polinom cu coeficienţi întregi 
al cărui grad este mai mic decît n(p — 1). Atunci 


E Di... 2) = 0 (mod p), (1) 


Šis 


unde în suma din membrul stîng Cı,..., 2 parcurg independent un 
sistem complet de resturi modulo p. 

Demonstraţie. Este suficientă examinarea cazului cînd Ọ este 
monomul 4... an. Avem 


, akh... gër = (X at)... ($ an). 
foie zi xn 


Conform condiţiei din enunţ kit ... +- ka < n(p — 1) şi deci ce 
puţin pentru un t este îndeplinită dubla inegalitate 0 < k< p — i. În 
consecinţă cel puţin una din sumele din membrul drept va fi congruentă, 
cu zero modulo p (în cazul k= 0 toţi termenii 2%, inclusiv æ = 0, 
sînt egali cu 1, de aceea 3, æ? = 0 (mod p)). 

$ LA 


OBSERVAȚIE. Grupul multiplicativ al corpului Z, este un grup 
ciclie de ordinul p — 1 (elementul său generator este orice clasă de 
resturi care conține o rădăcină primitivă modulo p). De aceea suma, 
din teorema 1 poate fi interpretată ca suma puterilor de exponent 
m ale tuturor rădăcinilor de ordin p — 1 din 1 cuprinse în Z,. 
Dacă (p — 1, m) = d, o astfel de sumă se descompune în d sume, 
fiecare dintre ele fiind egală cu suma tuturor rădăcinilor de ordin 
p= din 1. Enunţul teoremei i este o consecinţă a faptului că 
suma tuturor rădăcinilor de ordin r din 1 este 1 cînd r = 1 şi este 
nulă cînd rè 2. 
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2. Teorema asupra numărului soluţiilor unei congruențe. Vom 
aplica rezultatele din ŞI la demonstrarea următoarei afirmaţii. 


TEOREMA 2 (teorema lui Warning). Dacă gradul r al polino- 
mului F(a, ..., a) cu coeficienţi întregi este mai mic decît numărul 
n al variabilelor, atunci numărul soluţiilor congruenței F(a, ..., Zy) = 
= 0 (mod p) se divide la p. 

Demonstraţie. Fie N numărul soluţiilor congruenţei F=0 (mod p). 
Se consideră polinomul 


D(a, -ee En) = 1 — F(t, eso. Dat, 
de grad mai mic decit n(p — 1). Dacă F(a,, .-., @a) = 0 (mod p), 
atunci 


b(a,, ...,4,) = 1 (mod p). 


Dacă însă F(a,- --, Gu) £ 0 (mod p), atunci P(a,,..., a) = 0 (mod p) 
şi însumind toate valorile (æ, ..., Zu) Cind Si, .. -3 parcurg 
independent un sistem complet de resturi modulo p obținem con- 
grucnța 
Y Dl, en.) = N (mod p). 
Xis... N 


În final teorema 2 rezultă din congruența (1). 


TEOREMA 3 (teorema lui Chevalley). Dacă F(®,, ..., 8p) este 
o formă de grad r <n, atunci congruenja 


Pl, o Za) = 0 (mod p), 
admite şi soluţii nebanale. 


Demonstraţie. Deoarece în cazul unui polinom omogen F de grad 
r> 1 există totdeauna soluţia banală z,; = 0 (mod p), numărul N 
de soluţii ale congruenței F = 0 (mod p) verifică inegalitatea N> 1. 
Pe de altă parte, din teorema lui Warning, N =0 (mod p). Prin urmare 
N>p>2. 

Pentru a avea o imagine cît mai completă, vom demonstra că 
în general nu se poate înlocui inegalitatea r < n cu una mai slabă, 
astfel încît teorema lui Chevalley să rămînă valabilă. În acest scop 
vom construi pentru orice n forma F(£, ..., 2) de grad n astfel 
încît congruența 

Pl - 52) = 0 (mod p) (2) 
să aibă numai soluţia nulă. 

Vom folosi în acest caz faptul că pentru orice n > 1 există un 


corp finit; E, cu p” elemente, care conţine Z, drept subeorp (v. Com- 
plemente, $3, teorema 2). Fie o, ..., 0, O bază a corpului X peste 
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2 — e. 796 


Z, Considerăm forma liniară Bot e. H Dan UDE Po Dy 
sînt elemente arbitrare din Z,. Norma sa N sizio tH eee H Pan) = 
= pla, ..., Za) este evident o formà de gradul n în £y, ec. Cu 
coeficienți din corpul Z,. Din definiția normei N(a) a elementului 

= Bo F eo. F EO (V. Complemente, $2, pet. 2), rezultă că 
egalitatea W(a) — 0 este posibilă numai dacă « = 0, adică pentru 
@ = 0, ..., 8 —0. Forma ọ are deci proprietatea că ecuaţia 
Pbi -3 La) = 0 are în corpul Z, numai soluţia banală. inlocuind 
fiecare coeficient al formei g, care este o clasă de resturi modulo p, 
printr-un rest oarecare din această clasă se obţine o formă cu coefi- 
cienţi întregi F(x, ...,%,) de gradul n în n nedeterminate pentru 
care congruenţa (2) va avea evident numai soluţia nulă. 


TEOREMA 4, Fie Pa, ones Lah o noa ml fay -oy 8a) forme cu coefi- 
cienți întregi avînd respectiv gradul Ti, -.., fm. DACĂ TI + e... Hin < h, 
atunci numărul N al solujilor sistemului de congruenje 


Pune e, La) = 0 (mod p), 


Pais -a 2) = 0 (mod p) 


este divizibil cu p. 
Demonstrație. Considerăm polinomul 


baz, s.e} La) zi II (1 dai E; e. Ua)? 1] 
i=l 


de grad (+... HTa) (p — 1) < np — 1). Se arată, ca şi în cazul 


teoremei 2, că 


£ D(a, ii 3%) = N (mod p), 


de unde ţinind seama de (1) rezultă că N = 0 (mod p). 


OBSERVAȚIE. Teorema lui Warning admite următoarea generali- 
zare (AX, J., Zeroes of polynomials over finite fields, Amer. J. Math. 
86. N2 2, 1964, 255-261). Fie F(a,,...,%,) un polinom de grad 
p < mn cu coeficienţi din corpul finit X = GF'(g), q = p”, iar a cel 


i ci n A 3 
mai mare număr natural pentru care a <—. Atunci numărul 
r 


N(F) al soluţiilor ecuaţiei P'(w,, ..., 4) = 0 în corpul È este divizi- 
bil cu g*. Exponentul ma din congruența N(F) = 0 (mod p”*) nu 
poate fi în general mărit. Pe de o parte, pentru cazul cînd r şi n sint 
fixaţi (cu condiţia 7 < n) există polinomul Poe Bij --.; €] de 
grad r astfel ca N(F,) = 0 (mod p"**1), iar pe de altă parte pentru 
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cazul cind ecuaţia P(z,, ..., 8a) = 0 are cel puțin o soluție în corpul 
> se deduce că N(F) > 9". (WARNING, E., Bemerkung gur vorste- 
henden Arbeit von Herrn Chevalley, Abhandl. Math. Semin. Univ. 
Hamburg 11, H. 1—2, 1935, 76—83). 

3. Forme pătratice modulo număr prim. Rezultatele obținute 
mai sus le vom aplica la cazul formelor pătratice. Următorul rezul- 
tat se deduce direct din teorema lui Chevalley. 

TEOREMA 5. Fie f(&, ..-, 8a) 0 formă pătratică cu coeficienţi 
întregi. Dacă n> 3, atunci congruenja 


fit sR Gn) =0 (mod p) 


admite şi o soluţie nenulă. 

Cazul formelor pătratice de o nedeterminată nu prezintă in- 
teres (dacă a 0 (mod p) atunci congruența az? = 0 (nod p) are 
numai soluţia nulă). 

Să examinăm. acum cazul formelor pătratice binare. 

Vom considera că p 4 2 (pentru n = 2, p = 2 se pot trece în 
revistă, uşor toate formele pătratice respective). În acest caz forma, 
poate fi scrisă astfel 


fie, y) = aa? + 2bay + ey’. 


Determinaniul” acesteia ac — b? îl vom nota cu d. 
TEOREMA 6. Congruența 


fie, y) = 0 (mod p) ` (p #2) (3) 


are o soluţie nebanală, dacă si numai dacă determinantul său d este 
divizibil cu p sau este rest pătratic modulo p. - 

Demonstraţie. Este evident că pentru două forme f și fi, echi- 
vaļente peste corpul Z, (v. Complemente, §1, pet. 1), congruențele 
(3) admit sau nu, simultan, o soluție nenulă. Mai mult, fiindcă prin 
trecerea la o formă echivalentă determinantul se înmulţeşte cu 
pătratul unui element nenul al corpului Z,, în demonstraţia teoremei 
6 se poate înlocui forma f cu orice formă echivalentă. Orice formă 
este echivalentă cu o formă diagonală (Complemente, ŞI, teorema 3) ; 
se poate astfel considera că 


f = aa? + cy?, d = ae. 


*) Ulterior acest număr va fi numit discriminant (cap. II, $7, pet. 3) (N.T) >> 
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Dacă a = 0 sau ec = 0 (mod p), teorema este evidentă. Dacă, 
însă ae 0 (mod p) şi congruenţa (3) admite soluţia nenulă (Xy, Yo) 
atunci din congruența, 


aw + eyo = 0 (mod p) 


se obţine 


(tractia w= 2 (mod p) reprezintă rezultatul împărţirii în corpul 
v 

Z, adică soluția congruenței vw = u (mod p)); Astfel, () = 1. 

Pp 
Reciproc, dacă (o) = 1 şi —ae = «u? (mod p), se poate lua 
-P 
(o Yo) = (u, æ). 
PROBLEME 


4 Fie F(z} ..-, £a) un polinom cu coeficienți întregi de grad r < n(p — 1). 


r 
Se ia a=n -| 79 Să se demonstreze că suma 
p— 


X F(x -o In) 
Xirs Xa 


în care £4, ..., Xy parcurg independent un sistem complet de resturi modulo p, se 
divide prin p*. 

2. Fie 1 [n p —1 şi a,,..., ax numere întregi arbitrare. Să se construiască 
polinomul cu coeficienţi întregi f(x... Cp) de grad p —1 pentru care congruența 
f = 0 (mod p) are soluţia unică x; = a; (mod p) 1 sisn. 

3. Să se determine numărul de soluţii ale congruenței x? -p y? -+ z2? + w = 
= 0 (mod 7). 

4, Să se construiască o formă cubică F(T], ta, tg) astfel încît congruenţa 


F(p La £) = 0 (mod 2) 
să admită numai soluţia nulă. 


5. Fie i un corp finit de caracteristică p avind g = p”? elemente. Pentru m> 1 
se notează 


Sím) = $ En. 


EEE 


Să se demonstreze că suma S(m) este egală cu —1 dacă m se divide la ọ—1 și este 
nulă în eaz contrar. i 
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6. Fie F(x,,..., £n) un polinom de grad r < n cu coeficienţi din corpul finit £ 
de caracteristică p. Să se demonstreze că numărul soluțiilor ecuaţiei F(x, <.. Ca) = 0 
în corpul 2 este multiplu de p. Să se arate apoi că numărul soluţiilor sistemului 


Filis e... En) = 0, 


Eml -s Ea) = 0, 


tn: corpul & este multiplu de p dacă gradele r4,- ... rm ale polinoamelor Fi, ..-, Fm (cu 
cceficienți din 3) satisfac condiția ry + ... + Tm < n. 

7. Să se arate că dacă f este o formă pătratică peste corpul Zp avind rangul cel 
puţin doi şi a Æ 0 (mod p), atunci congruența 


f= a (mod j) 


este rezolubilă. 

8. Folosind teoremele 2 și 3 Qin Şi Complemente, să se demonstreze că în corpul 
Zp (P Æ 2) două formo pătratice nesingulare sînt echivalente, dacă şi numai dacă produsul 
determinanţilor acestora este un pătrat. 

5. Să se determine grupul Witt al claselor formelor pătratice din corpul Zp. p Æ 2 
(v. Complemente, $i, problema 5). 

10. Dacă f(x, y) este o formă pătratică de determinant d Æ 0 (mod p), să se arate 


; — a: 
că numărul soluțiilor nenule ale consruenţei fi(z, y)=0 (mod p) este {p— 1) [: ză (3) 
P 
14. Folosind. teorema 7 $1 Complemente, să se demonstreze că fiind dată o formă 


pătratică f(x, -.-, £a) cu determinant d # 0 (mod p), în cazul p # 2 numărul soluțiilor 
nenule ale congruenței f(£i,..., n) = 0 (mod p) este 


{—1)}/2 d 


pi + (p — 1) (= P 


) phi2-1, peniru n par, 


pi — i, pentru n impar. 
2. În condiţiiie problemei (11) să se determine numărul soluţiilor congrucnței 


Fise = Ta) = a (mod p). 


$2. SUME TRIGONOMETRICE 


1. Congruenţele și sumele trigonometrice. În acest paragraf (ca 
de altfel şi în cele precedente) se vor examina congruenţele modulo 
un număr prim p dintr-un punct de vedere puţin modificat.. Din 
teoremele prezentate în ŞI au fost deduse anumite concluzii asupra 
numărului de soluţii. al unei congruenţe în funcţie de gradul poli- 
nomului și numărul nedeterminatelor sale. Rolul principal îl va in- 
deplini acum mărimea modulului prim p. 

La începutul capitolului am menţionat că pentru rezolubili- 
tatea; ecuaţiei nedefinite P(x, .. ., Va} = 0 este necesar ca congruența 
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F = 0 (mod m) să fie rezolubilă pentru orice modul m. Chiar: dacă, 
ne limităm la cazul modulelor prime tot vor apare o infinitate: de 
condiţii necesare. Este evident că aceste condiţii se vor dovedi utile 
numai dacă vom avea un procedeu finit (cu un număr finit de paşi) 
pentru verificarea lor. Vom arăta că există un asemenea procedeu 
(chiar foarte simplu) pentru o clasă foarte importantă de polinoame, 
și anume : fiind dat un polinom F cu coeficienţi întregi al acestei 
clase, congruențele F = 0 (mod p) sînt automat rezolubile pentru 
orice modul p mai mare decît o anumită margine. Polinoamele res- 
pective sint definite în modul următor. | i 


DerINrpIi. Polinomul F(a, 5 8) cu coeficienți raționali se 
numeşte absolut ireductibil, dacă nu poate fi descompus în factori 
nebamali în nici o extindere a corpului numerelor raţionale. 

Este adevărată următoarea teoremă fundamentală : 


TEOREMA A. Dacă F(&,, ..-, Zu) este un polinom absolut iredue- 
tibil avind coeficienții întregi, atunci congruența 


Fila, -og Ln) = 0 (mod p) (1) 


este rezolubilă pentru orice număr prim p mai mare decît o anumită 
margine care depinde numai de polinomul F. 

Un rezultat analog este valabil şi pentru soluţiile nenule dacă 
se consideră că polinomul F este omogen și, de asemenea, pentru 
sistemele de congruențe (definind în mod corespunzător absolut 
ireductibilitatea,). 

În cazul n = 1 teorema este banală (erice polinom de o nede- 
terminată şi gradul mai mare decit 1 este reductibil în corpul nume- 
relor complexe, iar pentru polinoamele de gradul întîi afirmaţia, 
este evidentă). Pentru n = 2 demonstraţia necesită aplicarea unor 
metode profunde de geometrie algebrică. Prima demonstraţie a 
teoremei A pentru n =2 a fost obţinută de Weil (WEIL, A., Sur 
les courbes algebriques et les variétés qui s'en deduisent, Act. Sei. 
Ind. 1041, Paris, Hermann, 1948). Cele mai bune dintre variantele 
existente ale demonstraţiei acestei teoreme sînt cuprinse în lucrările > 
LANG. S., Abelian varieties, Interscience Tracts. N! 7, New York, 
1959 și MATTUK, A, TATE, J., Despre inegalitatea Castelnuovo- 
Severi, Matematica (culegere de traduceri) 4:2, 1960, 25—28). 
Trecerea de la cazul n = 2 la cazul general este mult mai simplă. 
Aceasta s-a făcut în lucrările: NISNEVIČ, L. B.; Despre numărul 
punctelor unei varietăţi algebrice peste un corp finit prim, Doki. 
A.N. SSSR 99, N? 1, 1954, 17—20 şi LANG, 8., WEIL, A., Number 
of points of varieties in finite fields, Amer. J. Math. 76, N? 4, 1954, 
819—827. 

În lucrările amintite se demonstrează de fapt mult mai mult 
decit cele afirmate de teorema A. Anume, se arată că dacă se fixează 
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polinomul F iar modulul prim p variază, atunci numărul N al solu- 
țiilor congruenței (1) tinde la infinit cînd p creşte nemărginit şi se 
evaluează chiar viteza de creştere a lui N. Formularea riguroasă a 
acestui rezultat este conținută în următoarea teoremă. 


TEOREMA B. Numărul N(F', p) al soluţiilor congruenței (1) veri- 
fică inegalitatea 


Jas 


1 
[N(F, p)— pril < C(F) p i, 


constanta C(F) depinzind numai de polinomul F, nu şi de p. 

Singurul mod cunoscut pînă acum de a demonstra teorema, A 
este de a o deduce din teorema B. Pentru demonstrarea, teoremei B, 
este necesar un aparat algebrice mult mai complicat decit cel folosit 
aici. De aceea nu vom da demonstraţia acestor teoreme, ci namal 
metode prin care se obţin aceste teoreme în cazuri particulare, stu- 
diind în detaliu un astfel de caz. 

Toate rationamentele se vor baza pe faptul că se poate da 
o „formulă explicită” pentru numărul soluţiilor congruenţei (1) 
sau, mai precis, acest număr se poate exprima că sumă a unor rădă- 
cini de ordin p din unitate. Sumele de acest tip se numesc trigono- 
metrice. : . 

Vom conveni asupra următoarelor notații. Pentru funcțiile cu 
valori complexe f(g) sau F(p .-., 7), Valori care depind numai 
de clasele de resturi modulo p ale numerelor întregi 4, Vis» -; Zm 
vom nota prin 


Sfin) si B fän eer a) 


Xi... in 


sumele extinse asupra tuturor valorilor sau a ..-, a dintr-un 
sistem complet de resturi modulo p, iar prin 


L'e) 


se notează suma extinsă asupra tuturor valorilor æ dintr-un sistem 
redus de resturi. l 

Fie £ o rădăcină primitivă de ordinul p a unității, fixată. Atanci, 
aşa cum se constată imediat, 


<o ges 


w 


p, dacă y = 0 (mod p), (2) 
0, dacă y Æ 0 (mod p). 


Aceste egalități dau posibilitatea să se găsească o „formă explicită” 
pentru numărul soluțiilor. congruenței (1). 
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Se consideră suma 


E E grem, 


Xirs IN L 


Dacă valorile z,, ..., 4, reprezintă o soluție a congruenței (1) atunci 
conform relației (2) se deduce 


y, GE (ze e za) = p. 
= 


Suma tuturor acestor termeni conţinuţi în S este Np, N fiind numă- 
rul soluţiilor congruenţei (1). Dacă însă F(s, ....2)£0(modp), 
atunei din cea de a doua parte a formulei (2) se deduce 


y Va (Ziea es zu) = 0. 


x 


Suma tuturor acestor termeni din § este evident nulă şi găsim în 
acest mod că S = Np. A fost astfel demonstrată : 

TEOREMA 1. Pentru numărul N al soluţiilor congruenjei (1) 
este valabilă formula 


N = l £ glr». n), 


P? Xs Xp ana XR 


Să separăm în suma (3) toţi termenii pentru care e = 0 (mod p). 
Deoarece fiecare din aceşti termeni este 1, iar numărul acestora este 
p” (fiecare din argumentele 4, ..., Za ia în mod independent p 
valori), obţinem 


1 , 
N = pl + p >, £ CaF lros 20), (4) 


Să observăm că această formulă pentru W sugerează teorema B. 
Mai mult, p”-! apare ca un termen al lui N. Este necesar să se de- 
monstreze doar (tocmai în aceasta constă însă dificultatea) că atunci 
cînd p creşte, suma tuturor celorlalți termeni crește în modulmai 
lent decit termenul principal. 


2. Sume de puteri. Vom aplica consideraţiile generale care au 


fost expuse la punctul i în cazul cînd polinomul F este o sumă de 
puteri ale nedeterminatelor, adică 


Pi -ooy a) = a eee apar, a 0 (mod p). 
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Putem presupune că n > 3, deoarece pentru n = 1 şi n = 2 numărul 
soluţiilor congruenţei F = 0 (mod py se deduce în mod evident. 
Conform formulei (4) numărul N al soluţiilor congruenței 
Mi t -o F ara = 0 (mod p) 

se exprimă prin 


Ty 4 r. 
Rica +... Hanz, ™) 


el 
N = pe! Fa 3 X $ 


și poate fi reprezentat sub forma, 


ici ri 


popi yipee. (5) 


æ% i=l 


Formula obținută ne conduce la considerarea sumelor de forma 
T c7 (a 0 (mod p)). 
y 


Se observă uşor că 
3, 3” = È ma)”, (6) 
y x 


unde m(2) este numărul soluțiilor congruenței y” = w (mod p) în 
necunoscuta y. Este de asemenea evident că m(0) == 1. Vom găsi 
torma explicită a lui m(2) pentru æ # 0 (mod p). 

Dacă g este o rădäcină primitivă modulo p, atunci 


æ = g* (mod p), (7) 


exponentul & fiind unic determinat modulo p — 1. Fie y = g“ (mod p). 
Congruenţa y" = æ (mod p) este evident echivalentă cu congruenţa 


ru = k (mod p — 1). (8) 


Din teoria generală a congrnențelor de gradul întîi, congruenţa (8) 
are d = (r, p — 1) soluţii în u sau nici o soluție, după cum d este 
sau nu divizor al lui k. Prin urmare, 


d, cînd k=0(modd), 


A (9) 
0, cînd &zO(modd). 


m(t) = | 
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Vom da pentru m(æ) o formulă analitică mai comodă. Alegem 
în acest scop o rădăcină primitivă de ordin d din 1, notată cu e, şi 
definim funcţiile ,(z)(s = 0, 1,...,d — 1) pentru numerele întregi 
æ relativ prime cu numărul prim p, punind 


Vl) = ek, : (10) 
unde k este determinat de congruenta (7) (În baza egalității e2-1 = 1, 


numărul s* nu depinde de alegerea lui k). În cazul cînd k=0 (mod d), 
atunci sf — 1 pentru toți s == 0, 1,...,d — 1 și deci suma 


d—1 
y, X(® 
A dă 


este egală cu d. Dacă însă k F 0 (mod d), atunci së 4 1 și de aceea 


zl o 
-—- 1 EN 


d—1 sË 
Na 
s =0 i E 


Înlocuind aceasta în egalitătile (9) se obtine (pentru œ nedivizibil 
prin p) formula 


d—1 
mæ) = ŞI x). 
s=0 


Expresia găsită pentru m(æ) permite reprezentarea egalităţii (6) 
sub forma 


d—0 


T =i y E plate, UD) 


Funcţiile y, astfel introduse, care au evident proprietatea 
st) = Xe) 29), (12) 


se numesc caractere multiplicative modulo p. Acestea se extind asu- 
pra tuturor numerelor întregi v punind 7,(2) = 0, dacă p este divi- 
zor al lui æ. Este clar că proprietatea (12) se păstrează prin această 
completare a definiției. Caracterul yo ale cărui'valori yo(2) sint egale 
cu 1 pentru py æ se numeşte caracter unitate. 
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o Mă'separăm în: suma, (11) termenii care corespund caracterului 
unitate xp. Cum 


L + Yee y pee, 


fp + a „XE 


egalitatea (11) se poate reprezenta, sub forma 


-ă Sr yae? (13) 


Fa sal y 


{aici se poate considera că æ parcurge un sistem complet de resturi 
modulo p, deoarece yg) == 0 pentru æ = 0 (mod 2). 
Pie x unul dintre cur acterele Za iat a un număr întreg. Expresia 


"3i xa) i” 


se numeşte sumă gaussiană şi se notează Cu Tal). 
Formulele (5) şi (13) ne permit formularea următoarei teoreme. 


TEOREMA 2. Numărul N al soluţiilor congruenţei 


GP -H a. Fain = 0 (mod p}, a; £0(modp) (14) 


verifică formula 


di- 


N = p" s — 5’ [i 5 Tagul Xi s) (15) 
al 


EA s= 


di 


în care d; = (ru p — 1), iar caracterele yi, sânt determinate de egali- 
tățile (10) pentru d = d,. 

__Se observă că dacă cel puţin unul dintre numerele d, este 1, 
adică r; este relativ prim cu p — 1, în formula (15) suma interioară 
corespunzătoare va fi nulă (ca sumă a unei mulţimi vide de termeni) 
și deci, în acest caz, N == p"—1. Aceasta, reiese şi fără calcule, deoa- 
rece pentru oricare valori Xy, ..., poa Bitis 2-0, Se găseşte o 
unică valoare a lui æ; astfel încît congruenţa (14) să fie satisfăcută. 

Teorema 2 prezintă importanţă datorită faptului că modulul 
unei sume gaussiene poate fi calculat exact. Anume, vom arăta 
în armătorul punct că 


|za(3)] = Vp pentru az 0 (modp) şi 77 xo- 
(v. de asemenea şi problema $8). 
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Să vedem ce se obţine din teorema 2 dacă avem în vedere acest 
fapt. Din formula (15) se deduce 


n Qin n AL 
Xp <A y A F rlt) = (9 DI Dp? = 
Pp TT dal sæl Pp 


z iįi=1 


= (p — Doi" JE (à — 1). 


i=1 


Am obținut în acest fel următorul rezultat. 
TEOREMA 3. Numărul N al soluţiilor congruenţei 


awt t -e + ai = O (mod p) 


oricare ar fi numărul prim p, care nu ditide nici unul dintre numerele 
lr, -- m, Salisface inegalitatea 


IN — pr-1] < Cip — 1) p77}, (16) 


unde O = (h — 1)... (da di Go p— i) 

În virtutea teoremei 3 rezultă (aşa cum s-a presupus) teorema 
B în cazul polinoamelor de forma considerată, pentru n > 3. Într-a- 
devăr, 


n—1— -l 


IN — p"] < p7 < 0p >”, 


ceca ce afirmă şi teorema B. 
Se remarcă, între altele, că inegalitatea dedusă (16) este pentru 
n>3 mult mai exactă decit inegalitatea din enunţul teoremei B. 


OBSERVAȚIE. Pentru demonstrarea teoremei 3 ar fi fost suficient 
ca pe baza formulei (5) să se cunoască o evaluare a modulului sumei 


y [*. O astfel de evaluare poate fi obţinută pe o cale mult mai 


x 

simplă fără a utiliza sumele gaussiene (v. problemele 9—12). Am 
dat o demonstrație fundamentată pe proprietățile acestor sume 
datorită multiplelor aplicații pe care acestea le au în teoria numerelor. 


3. Modulul unei sume gaussiene. Se consideră mulțimea & a 
tuturor funcţiilor cu valori complexe f(2), definită pentru numerele 
æ întregi și satistăcînd. condiția f(x) = fiy) dacă æ = y (mod p). 
Deoarece orice funcție fe & este determinată de valorile sale pe un 
sistem complet de resturi modulo p, & este un spațiu liniar p-dimen- 
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sional peste corpul numerelor complexe. Introducem în & un produs 
scalar hermitic, definind 


CAD a EONA Y, geg) 


O verificare simplă arată că următoarele p funcţii 
fala) = t-* (a — rest mod p) (17) 


formează o bază ortonormată a lui Ẹ față de produsul scalar intro- 
dus. Într-adevăr, pe baza relaţiei (2) deducem 


1 ia) 1, dacă a = a (mod 
(fas fa )= Si y i E = ù š ( P), 
P F 0, dacă a = a’ (mod p). 


Funcţiile (17) avind proprietatea 


VAC -+ y) = Jal@)felY) 


se numesc caractere aditive modulo p. Să determinăm coordonatele 
unui caracter multiplicativ y în baza (17). Fie 


= > Qafas (18) 


Atunci 


a = (of) = È S xla)” = Z ada (19) 


r |m 


Se vede astfel că sumele gaussiene Taly) (determinate pînă la un 


factor A sînt coeficienți în descompunerea caracterului multipli- 
Pp 
cativ y după caracterele aditive fa- 


Pentru a obține o relație importantă între coordonatele a, 
(deci şi între sumele gaussiene ta(%)) să înmulţim egalitatea 


x(2) = > tafal) (20) 


cu x(c), unde c= 0 (mod p) şi să îniocuim indicele de sumare a 
prin ac: 


yhes) ai ` LCE) zac fac) = y MOLAIRE 
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Comparind egalitatea obţinută cu relaţia (20) obţinem 
da = X(C) tac: ai (21) 
Făcind aici a = 1 şi observind că |x(¢)| = 1 găsim 
| æl. = |% | pentru e 0 (mod p). l (22) 


Să presupunem acum că y, Æ Zo Atunci numărul e (relativ prim cu p) 
poate fi ales astfel ca; x(¢) # 1 şi deci egalitatea (21) pentru a = 0 
implică 


Ag == 


Să demonstrăm acum rezultatul amintit relativ la modulul unei 
sume gaussiene. 


TEOREMA 4. Dacă y este un caracter multiplicativ modulo p, diferit 
de caracterul unitate Xo tar a este un număr întreg relativ Prim cu p, 


atunci 
æ)| = Vp. 


Demonstraţie. Se consideră în spaţiul & produsul scalar (3, x). 
Deoarece |x(z)| = 1 pentru s # 0 (mod p), rezultă 


1 —— — 1 
(30) = = Sil) a) = 
P x P 
Pe de altă parte, folosind descompunerea (18) şi ţinînd seama de 
(22) şi (23), găsim 
0o xX) = È | al? = (p — 1) | a 


Ambele rezultate conduc la egalitatea 


(e £0 (mod p)), 


de unde pe baza formulei (19) rezultă afirmația teoremei. 


PROBLEME 
1. Să se demonstreze că polinomul F = <? + y? nu îndeplinește condiţiile teoremei 


A (relativ la soluţiile nenule), iar polinomul F = x? — y? nu îndeplinește pe cele ale teo- 
remei B. Este evident 'că aceste polinoame nu sint absolut ireductibile, 
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2. Fie ọ(x) o funelie definită pentru numerele întregi '&, relativ prime cu p și 
sare ia valori complexe nenule. Să se demonstreze că dacă (x)= e(y) cind r = 

y (mod p) ṣi e(29) = ọ(xjọ(y) pentru orice x ṣi y, atunci această funcţie coincide 
cu AA din funcțiile y(x) == să, £ fiind o rădăcină primitivă de ordin p — 1 din 1. (nu- 
mărul k se determină din congruenţa (7)). 

3. Să se demonstreze că orice funcţie f(x). 0 de argument întreg și luînd valori 
complexe, depinzind numai de clasa de resturi modulo p şi satisfăcind condiţia 


fæ + y) = fl) fU) 


are iorma f(x) = iz, t fiind un număr întreg iar Č o rădăcină fixată de ordin p din 1. 
4. Fie p # 2. Să se arate că acel caracter y = yı determinat de egalitatea (10) 
pentru d=2 (şi s == 1) coincide cu simbolul lui Legendre 


z 
x» = (2). 
p 


(acest caracter y se numește caracier pătralic modulo p). 
5. Fie ab Æ 0 (mod p) şi y un caracter pătratie modulo pP FR 2. 
Să se demonsireze relaţia 


— ab 
TA) Tu) = (=>) 


care lcagă sumele gaussienc. ra(X) ṣi Taly) 
6. Folosind aceleași notații, să se arate că 


Y Tal) = 


ă 


7. Să se rezolve problemele 10, 11 și 32 din paragraful precedent folosind teorema 
2 şi rezultatele problemelor 5 şi 6. 

. Fie x un caracter multiplicativ arbitrar modulo numărul prin p, diferit de Xp 
iar a Æ 0 (mod p). Să se arate că 


sa DE = TalX) Za) = P 
și să sc deducă astfel o nouă demonstrație a teoremei 4, 


9. Fie f(x) un polinom cu valori întregi şi ( o rădăcină primitivă de ordin n 
din 1. Punind Sa = 3, gT să se arate că 


x mo m 


X ISaP=m $ N, 
a mod m c mod m 


unde N (e) este numărul soluțiilor congruenţei f(x) = e (mod m). 
10. Notăm cu (| o rădăcină primitivă de ordin p prim din și punem Ta = 


F 
=R 12%. SĂ se demonstreze că 


P Fe pp Did 1y 


unde d = (r, p —1). 
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11. Să se arate, folosind aceleaşi notații, că sumele Ta, a £ 0 (mod p) se descom- 
p 
pun în d grupe cu cite - 


sume egale între ele. Să se deducă, utilizînd acest rezul- 
tat cât și cel din problema 10, că 


Tal < d Vp. a £ 0 {mod p). 


12. Avind în vedere faptul că y Ta = 0, să se obţină pentru Ta evaluarea 
å a 


mai precisă 
{Tal S (4—1) pP, a0 (mod p). 


(Pe baza formulei (5) această evaluare conduce la o altă demonstrație a teoremei 3). 
13. Să se arate că congruența 


3x + 4y? -+ 528 = 0 (mod p) 


admite o soluţie nebanală oricare ar fi modulul prim p. 


$3. NUMERE p-ADICE 


1. Numere întregi p-adice. Trecem acum la congruențe al căror 
modul este puterea unui număr prim. Începem cu un exemplu. Fie 


congruenţa, 
æ’ = 2 (mod 7”) 


relativ la puterile numărului prim 7. Pentru n = 1 congruenţa, are 
două soluţii: 


S = +3 (mod 7). (1) 
Fie acum n = 2. Din 


g2 


ill 


2 (mod 72) (2) 


rezultă că æ? = 2 (mod 7), deci soluţiile congruenţei (2) trebuie 
căutate sub forma wa + Th, unde v, este unul dintre numerele deter- 
minate de congurența (1). Vom căuta soluţiile de forma a, = 3 + 
+ 7 tu. (Soluţiile de forma — 3 + Tt se examinează în același mod). 
Înlocuind în (2) această expresie a lui æ, obţinem 


(3 + 74)? =2 (mod 72), 
9 + 6-7 + TR = 2 (mod 7?) 
1 + 64 = 0 (mod 7). 

i = 1 (mod 7). 
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Se obține astfel soluția m =3-+7-1 (mod 72). Analog, pentru 
n= 3 se pune V, = V, + 126, şi din congruența 


(3 + T + TH) = 2 (mod 7?) 
se găseşte f, = 2 (mod 7), deci 
a = 3 +17.1 +T. 2 (mod 15). 


Se observă imediat că procesul poate fi prelungit indefinit. Se obține 
astfel şirul 

Dos Day -e3 Epy» (3) 
cu proprietăţile : 

æ = 3 (mod 7), 

Ln = Xy (Mod. T), 


a2 = 2 (mod 7”+1). 


Procesul construirii şirului (3) aminteşte de cel al extragerii 
rădăcinii pătrate din 2. Într-adevăr, calcului lui V2 constă din con- 
struirea unui sir de numere raționale foy, fis oo Pa «e> ale căror 
pătrate sînt oricit de apropiate de 2, de exemplu, 


1 
1ra — 2| <- 
10” 


În cazul de faţă se construieşte șirul de numere întregi £o, i e 
„3 Buy ++. pentru care gh — 2 se divide prin 1? r Această rapit 
devine şi mai pregnantă dacă convenim a numi două numere în să 
apropiate (mai precis p-apropiate, p fiind un număr prim situa e), 
dacă diferența lor se divide la o putere suficient de mare a lui P: 
Înțelegind astfel apropierea se poate spune că păitatele numere or 
din sirul (3) devin oricît de T-apropiate de 2 cind n crește. MI 
Sirul (n) definește numărul real y 2. Se poate l e a 
şirul (3) defineşte de asemenea un număr a avind o anum . 
ură fel încît a? = 2. Can? 
di pei atenţia asupra următoarei situaţii. Dacă şirul de nu- 


1 : 
i i ă — 7, ———, oricare 
mere raţionale {rp} are proprietatea că |7, Tal < T o 
ar fi n, atunci limita sa va fi de asemenea |2. Este natural să se 
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3 — c 196 


presupună că şirul (a) pentru care a, æ, (mod 721) deter- 
mină acelaşi nou număr (pentru șirul nou (x, este evident că 
Va = 2 (mod 7**1) şi a, = oa (mod 7”). 

Aceste observaţii conduc la următoarea, definiţie. 

i: DEFINIȚIE. Fie p un număr prim oarecare. Un șir de numere 
întregi 


eu proprietatea că 
Pa = Ba (mod p") 3 (4) 


pentru orice n > 1 defineşte un nou obiect, numit număr Întreg p-adic. 
Două șiruri (2) și (2) definese unul și același număr întreg p-adic, 
dacă si numai dacă 


Pa = En (mod pat1) 


pentru oricare n >Q. 
„Faptul că șirul (,) defineşte numărul întreg p-adic z poate fi 
scris astfel 


(2) > vu, 


Mulțimea tuturor numerelor întregi p-adice se va nota cu O > Nume- 
rele întregi obişnuite se vor numi intregi raționale, spre deosebire 
de numerele întregi p-adice. 

Fiecărui număr întreg rațional æ i se pune în corespondență, 
numărul întreg p-adic definit de șirul (a, z, ..., æ, ea Acest 
număr întreg p-adic, care corespunde numărului întreg rational a 
va fi notat tot cu litera &. Două numere întregi raţionale distincte 
æ şi y definesc numere întregi p-adice distincte. Într-adevăr, din 
egalitatea lor ca numere întregi p-adice rezultă congruenpele g = 
= y (mod p”) oricare ar fi n, ceea ce nu este posibil decit dacă æ — y. 
In acest fel putem concepe mulțimea Z a numerelor întregi raţionale 
ca o parte a mulţimii 0, a numerelor întregi p-adice. i 

Pentru o mai clară reprezentare a mulţimii 0, vom indica un 
procedeu cu ajutorul căruia să se aleagă un șir standard din mul- 
ţimea tuturor şirurilor care definese un număr întreg p-adic. 

Fie numărul întreg p-adie definit de către şirul (a). Se notează 
cu 4, cel mai mie număr nenegativ congruent cu æ, module petr; 


V, = (mod p+), (5) 
0 < E, < p'tE, (6) 
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Congruenţa (5) ârată că 
n = Op E n-a E Baa (modp”), 


astfel că şirul {%,} defineşte un număr întreg p-adic, acelaşi, în baza 
relației (5), ca și cel definit de șirul (a. Un şir ai cărui termeni 
satisfac condiţiile (4) şi (6) se va numi canonic. Prin urmare am de- 
monstrat că orice număr întreg p-adic este definit de un anumit 
şir canonic. e, 

Se vede uşor că două şiruri canonice distinete definesc numere 
întregi p-adice distincte. Într-adevăr, dacă, şirurile canonice (aj 
şi {Pa} definesc unul şi acelaşi număr întreg p-adic, pe baza con- 
gruenţei 


En = Ya (mod p*+!) 


şi condiţiilor 0 < &, <phtl, Os, < ptt, se obţine că 2, = Ya 
pentru orice n > 0. Astfel numerele intregi p-adice se găsesc în cores- 
pondenţă bijectivă cu şirurile canonice, Din condiţia, (4) rezultă, că 
Bus = Ün — Onu pl Și deoarece Os Za Sp Și O SEa P 


rezultă că 0 < ap, < pP. Prin urmare, orice şir canonic are forma : 
! 2 t 
{tos o MPa Go F AP F aP“ ees 


unde 0 <a; <p. Evident că, reciproc, fiecare şir de acest tip este 
un şir canonic, definind un anumit număr întreg p-adic. Se poate 
arăta, uşor, plecind de la această observaţie, că mulţimea şirurilor 
canonice şi deci mulţimea numerelor întregi p-adice are puterea 
continuumului. 


2. Inelul numerelor întregi p-adice. DEFINIȚIE. Suma, respeche 
produsul a două mumere întregi p-adice „a şi B, definite de sirurile 
{æy Si {Yny este, prin definiție, numărul întreg p-adic definit de şirul 
lO, = respectiv {Lra f 
ie ae ide Ta tai este dată în condiţiile în care şirurile 

La = Yny ȘI (atu) definesc numere întregi p-adice şi aceste numere 
depind numai de « și 5, iar nu de şirurile prin care acestea sînt defi- 
nite. Demonstrarea se face prin verificare directă, pe care o vom 
omite. _ 

De asemenea este evident faptul că pe baza, definiţiilor date nu- 
merele întregi p-adice formează un inel comutativ care conţine ca 
subinel inelul numerelor îniregi raţionale. | 

Divizibilitatea numerelor întregi p-adice se defineşte la fel ca 
în orice inel (v. Complemente, §4, pet. 1): « se divide la f, dacă 
există un număr întreg p-adic y astfel ca « = By. Pentru studiul 
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proprietăţilor divizibilităţii este important de ştiut care sînt acele 
numere întregi p-adice care admit inverse. Astfel de numere, conform 
pet. 1 $4 Complemente, se numesc divizori ai unităţii sau unităţi. 
Vom folosi de asemena denumirea de unităţi p-adice. 


TEOREMA 1. Numărul întreg p-adic a definit de şirul (ini Da Sata 
eee Daye.) este unitate, dacă și numai dacă w, 0 (mod p) 
Demonstraţie. Presupunem că « este unitate. Există atunci 
un număr întreg p-adic $, astfel ca «8 — 1. Dacă B este definit de 
şirul (7) condiţia «B — 1 arată că, 


Pata = 1 (mod p"*1), (7) 


În particular, ay = 1 (mod p), adică z£ 0 (mod p). Reciproc, 
fie. æ, £ 0 (mod p). Din condiţia (4) rezultă imediat că 
Da E Dan E... = y (mod P), 

şi deci z, # 0 (mod p). Prin urmare, pentru orice n se poate găsi 
un Y, astfel încit să fie adevărată congruenţa (7). Deoarece Ua 
= Op- (MOd P”) Şİ ata E doi (Mod p”) rezultă că, Ya = 
=Y,- (mod p”). Aceasta înseamnă că şirul fy,} defineşte un număr 
întreg p-adic p. Congruențele (7) arată că «8 = 1, deci « este unitate. 

Din teorema demonstrată rezultă că numărul întreg raţional a 
considerat ca element al inelului 0, este unitate, dacă şi numai dacă 
a £ 0 (mod p). Dacă această condiţie este satisfăcută, atunci a-!e 0, 
şi deci orice număr întreg raţional b se divide prin ce Op, adică 


; < ; b. ; RE a 
orice. număr raţional de forma —, unde a şi b sînt întregi iar 
& 


a 0 (mod p), aparţine lui 0,. Numerele raţionale de această formă, 
se numesc p-întregi. În mod evident acestea formează, inel. Rezul- 
tatul obţinut se poate formula astfel: 


CONSECINȚĂ. Inelul O, al numerelor întregi p-adice conține un 
subinel izomorf cu inelul numerelor raţionale p-întregi. 


TEOREMA 2. Orice număr întreg p-adic nenul a se reprezintă 
unic sub forma 


a = pe (3) 

unde e este unitatea din inelul O,. 
Demonstraţie. Dacă a este unitate, atunci egalitatea (8) este 
satisfăcută pentru m = 0. Fie (2,) —> a şi să presupunem că « nu 
este unitate. Atunci conform. teoremei 1, a = 0 (mod p). Deoarece 


x 0, congruenţa «, = 0 (mod p”*2) nu este posibilă pentru orice n. 
Fie m cel mai mic indice pentru care 


Ena Z 0 (mod p”+i). (9) 
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Oricare ar fi s > 0 vom avea 


Emys E Cm E 0 (mod p”) 


ms este întreg. Din congruenţă 
m 


şi deei numărul y, = 


pe pmts 
py, — Pusca = Pass — Lms- = 0 (mod p ) 


rezultă 
Ys = s-a (mod p°) 


p n OI = 5 Yy st ace t fel n element € al. 
] l 0 | eoa [! =s £ 0 od P onform eoremel 1, E€ este 


unitate. În fine, din congruența 
P”Ys = m+s E Ds (mod p++) 


rezultă că p”s = a, deci existența reprezentării (8). Caan 
Să presupunem acum că « are o altă reprezentare « = pr 
unde k 30, iar m este unitate. Dacă {2} —> n atunci 
pu, = pa, (mod p°?) (10) 

mei 1 atît y, cât şi æ nu se 


z i form teore 
pentru orice s > 0, unde con Tand a eon aeria 10) 


divide la p deoarece s și 7 sînt unităţi. 
s = m deducem 


Dom = Pm F 0 (mod p”*?), 


Î a simetriei deducem că și 
< m. În baza simetriei deduce $ 


de unde rezultă inegalitatea k ma 1 în congruențe, 


m <k, adică k =m. Înlocuind apoi pe $ cu 
(10) şi simplificîind cu p” obţinem 

ms E maus (mod p+?) 

i J mstt i Pi 
şi deoarece Ym+s = Ys (mod p5*l) Și Zmes E 2 (mod p**?), în baza 
condiţiei (4) deducem 
Ys = zs (mod p'?). 

> 0, 


ă Ape ă p P} 8 
Deoarece această congruență este adevărată gazul dela 
rezultă că c= m, şi astfel teorema 2 este demonstrată. 
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CONSECINŢA 1. Numărul întreg p-adic a, definit de șirul {apr 
se divide la pt, dacă și numai dacă % = 0 (mod p"*1) pentru orice 
n= Q, 1,..., k — i. 

Într-adevăr, 


indicele m din descompunerea (8) a fost definit ca 
cel ma 


i mic dintre indicii m pentru care este valabilă relația (9). 
CONSECINȚA 2. Inelul 0, nu conține divizori ai lui zero. 


ntr-adevăr, dacă « + 0 şi p #0, atunci ele admit reprezen- 
tările 


g = p”s, = 2%, 

în care e şi y sint unităţi. (În inelul 0, există prin urmare elementele 
inverse e-i şi 7-1). Dacă ap = 0, atunci, înmulţind egalitatea 
pen =0 eu s-1x-1, obţinem p"** = 0, ceea ce nu este posibi). 

Derinrpo. Numărul m din reprezeniar 
Întreg p-adic nenul a se numes 
cu vla). 

În cazul cînd nu există ambiguități asupr 
vom folosi pe scurt termenul exponent pe care 
Pentru ca funcţia v(a) să fie definită, pentru to 
p-adice, vom completa definiția sa luînd 
acestei egalități formale rezidă în faptul că 
oricît de mari ale lui p). 

O verificare direct 
ale exponentulvi : 


ca (8) a unui număr 
te p-exponeni al lui a şi se notează 


a numărului prim p 
îl vom nota cu v(a). 
ate numerele întregi 
x0) = co. (Justificarea, 
zero se divide la puteri 


ă pune în evidenţă următoarele proprietăţi 


va) = va) + 48). | (11) 
va + B) > min (v(a), v(6)), (12) 
v(a + B) = min (x(x), 48), dacă v(a) # 46). (13) 


Proprictatea de divizibilitate a numerelor întregi p-adice se 
obține foarte simplu cu ajutorul exponentului. În particular, din 
teorema 2 rezultă imediat următorul rezultat, 

CONSECINTA 3. Numărul 
numai dacă va) > v(B). 

Prin urmare, aritmetica inelului O, este foar 


tă un unic (pînă la o asociere) element prim 
Toate celelalte el 


lui p şi unităţi. 

În încheiere ne vom îndrepta aten 
inelul 0,. Congruenţa elementelor 
numerele întregi şi, în general, ca 


întreg p-adic a se divide la B, dacă şi 


te simplă, : în el exis- 
și acesta este numărul p. 
emente nenule din 0, se exprimă prin puteri ale 


ţia asupra congruențelor în 
este definită la fel ca şi pentru 
şi pentru elementele oricărui inel 
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S «= ă y) înseamnă că æ — p 
e e . ai a e agil eat na atunci orice con- 
a a are A echivalent cu aceeași congruență modulo Pa 
ua an d ai la a studia numai congruenţele modulo p ş 
a i î ic este congruent modulo p 
E / rice număr întreg palic este congruent morue g 
cu PE eroina ali uitam. Două numere ate Ada atei i n ot 
uente modulo p” în inelul Op, dacă şi numai dacă ace 
pir 44 dulo p° în inelul Z. a. N ST, 
me nat aie Pentru demonstrarea primei afirmaţii i Ton 
că dacă ui este an număr întreg p-adie şi (2, este un șir de 
întregi raţionale care îl definește, atune 


a = 8r (mod p”). (a) 


A a sapa f pfi- 

i f sirul care de 

í Pg $ Paza Cao X ! e 

Deoarece £,- este ep de şirul (2 pă i i Aaa plecă 
ed pe Kani ERP uta PA tera A a Faur je > observă 

A iată p adie x — Do consecința 1 a teoremei 2. Se o i 
u $ 9 i: 


că congruenţa (14) este echivalentă cu congruenţele : 
ý k=] a 4 
— J braka t 
Er — Va- = 0 (mod pët), k =0,1,...,% À 


î ău din condiţiile (4) de la defi- 

a căror valabilitate rezultă la rîndul său din condiţiile (4) € 
Li i re p ` 

ires » întregi p-adice. l l 
nirea numerelor întreg ; PEE ETT 

ire Vom demonstra acum că pentru două numere întregi si mul 

i CIE rieni modulo p” în inelul 0, este eehivalentă cu cong 

e Şi 4 ţa m A În ae 
îi atata la p” în inelul Z. Fie pentru aceasta 


z — y = p"a, a% 0 (mod p) (15) 


(se consideră æ # y). Congruența 


x= y (mod p”) (26) 


ate echivalentă în inelul Z cu condiţia n < m, Pe aa por 
lia (15) dă reprezentarea (8) pentru Maru, spe a pa 
a este unitate p-adică. Prin urmare, (2 Ra y) Za ta cdi valentă 
poate fi transcrisă sub forma vp(2 — y) > iy A a bi sta l 
eu eongruenţa (16) în O,, deoarece v(p?) = , i 
otemei 2). | | , 
= n Numărul claselor de resturi modulo p° în 0, este p”. 
3. Numere fraeționare p-adice. Deoarece Ren Ea eu 
divizori ai lui zero (consecinţa 2 a Lida ha ACR ea Arie 
fundat într-un corp, folosind construcția corpului vcf 
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domeniu de integritate. În cazul de faţă această construcţie se reduce 


. .. £ & f 
la considerarea fracțiilor de tipul ~p unde a este un număr întreg 
p-adic, k >90. Aici fracția e 


ste considerată doar ca o 
comodă a perechii (a, př) 


scriere mai 


k . % . 
DEFINIȚIE, O fractie de tipul ~ te Op k>0, defineşte un 
număr fracjionar p-adic sau, pe scurt, un număr p-adic, Două fracții, 
pe 
în Op. 
Mulţim 


și ~q definese unul şi același număr p-adic, dacă ap" = ppt 
P 


a tuturor numerelor p-adice se va nota cu R, 


y . vu A - . y {v & a 
Oricărui număr întreg p-adic a i se asociază elementul -*. — pai 


din R, Este evident că numere p-adice întregi distincte deti- 
nesc clemente distincte din Ep Pe această bază vom considera pe 
0, ca o submulțime a mulţimii B,. 

Operaţiile în R, se definesc cu ajutorul regulilor : 


ap _ ap” + 
pp pe i 
x P aB 
p p” ptr 


Se verifică uşor că rezultatul o 
fracţiilor care definese elementele 
aceste operații un corp, 
corpul R, are caracteris 
raţionale, 


TEOREMA 4. Or 
unic sub forma 


peraţiilor nu depinde de alegerea, 
din R, şi că R, formează faţă de 
corpul tuturor numerelor p-adice. Evident, 
tica zero şi deci conţine corpul numerelor 


ice număr p-adic E 20 se reprezinlă în mod 


5 = pe, (17) 


unde m este un număr întreg iar s unitatea din Op. 


yS ae & ; £ 
Demonstraţie. Pie € — —» «e0, Conform teoremei 2, a se 
reprezintă sub forma a = p'e, 1>0, unde e este unitatea din 
inelul 0,. Aşadar, € = pe, unde m = — k. Unicitatea reprezentării 
(17) rezultă din afirmaţia corespunzătoare pentru numerele întregi 
p-adice, demonstrată în cadrul teoremei 2. 
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Noţiunea de exponent introdusă la pet. 2 se generalizează uşor 
asupra tuturor numerelor p-adice. Să definim 


WE = m, 


ii i lin repre rea (| Se observă uşor că pro- 
m fiind exponentul din reprezentarea (17 ). Se o ă ugo pre 
prietăile AD), (12) şi (13) ale exponentului se transpun automat în 
corpul R,. Este evident că numărul p-adic £ este număr întreg 
p-adic, dacă şi numai dacă v,(E) > 0. 


4. Convergenţa în corpul numerelor p-adice. Ea punai 1 
s-a atras atenţia asupra analogiei între Dot ua si ŞI 
numerele reale : şi unele $ altele sint definite cu ajutorul anumitor 
iruri de | ere raționale. MA , 
i Eae număr real este, după cum se știe, imita a acelui 
şir de numere rationale care îl defi neşte, este natural să ie aa 
că o situaţie analoagă apare şi în cazul numerelor e ec pd 
definește pentru ele noţiunea de convergenţă în mo - a A 
nirea limitei unui şi» de numere reale se bazează, în onena; pe i s 
tiunea de apropiere : două numere reale sau a se ea 3 
apropiate dacă modulul diferenței lor este suficient e mic.. p tei 
defini convergenţa în corpul numerelor p-adice este necesar € e 1a 
se clarifice în ce condiții două numere p-adice trebuie considerate 
a, fii apropiate. | ei 
ú p care a, fost dat la începutul paragrafului P pal 
de p-apropierea u două numere intregi raționale £ Și FA î pe eat 
prin aceasta divizibilitatea diferenței 2 —y prin o pa ere S E 
de mare a lui p. Tocmai prin această nouă Taea ep Spier 
apare anälogia între cazul numerelor reale şi cel a E à A i 
p-adice. Dacă se foloseşte noţiunea de p-exponent, 3 = p ar r 
pierea lui & şi y vafi, evident, caracierizată prin v por A (2 A 
Aceasta sugerează că două numere arbitrare pa E Ark nn 
neapărat întregi) trebuie privite ca fiind a e încă a Aula 
valoarea, v,(£ — n) este suficient de mare. Cu a te ua e, meel 
p-adice „mici” trebuie să fie caracterizate printr-o valoare m4 
PAT E e aai preliminare trecem la definiția riguroasă. 


DEFINIȚIE. Șirul 
y N 
{Én =a {Éo ooe Es Ba -j 


de numere p-adice se spune că este convergent către numărul p-adic 
Si pa — a E e, 
E (se notează lim É, =E sau (5,1 >£), dacă 


100 


lim vlč — É) = œ. 
nooo 
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„O particularitate esenţială a acestei definiții (care se deosebeşte 
de definiția convergenţei pentru numerele reale) constă în aceea, că 
în cadrul său convergența (£,) > £ este pusă în legătură cu şirul de 
numere întregi raționale v (č, — £) care trebuie să tindă la infinit. 
Această definiţie capătă accepțiunea obişnuită dacă în corpul R, 
se consideră în locul exponentului o altă funcție cu valori reale nene- 
gaiive, care tinde la zero cind exponentul tinde la infinit. Astfel, 
alegind un anumit număr real p, cu condiția 0 < p < 1, se defineste 
funcția 


pl pentru E #0 


18 
0 pentru £=—0,. Ha 


P(E) =] 


DEVINIȚIE. Functia g Č), Ee R,, definită prin relaţiile (18) se 
numeste metrică p-adică. Valoarea p, (E) se numeşte mărimea număru- 
lui p-adic E în această metrică”). 

Ca și în cazul exponentului, funcţia q, se va numi uneori, pe 
scurt, metrică şi se va nota cu ge. | 

Din proprietăţile (11) şi (12) ale exponentului rezultă evident 
următoarele proprietăți ale metricii : l 


pn) = eE) efn); (19) 


lE + n) < max (gÉ), o(1)). (20) 


Din ultima egalitate se obţine si 
gE + n) < glé) + p(n). (21) 


Proprietățile (19) şi (21) (ca şi proprietatea (E) >0 cînd č #0) 
indică faptul că noțiunea de metrică introdusă pentru numerele 
p-adice este analoagă noțiunii de valoare absolută din corpul numere- 
lor reale sau celei de modul din corpul numerelor complexe. 

Cu ajutorul metricii q, definiţia convergenţei în corpul R, ia 
următoarea formă: şirul {és} bne Rp, converge către numărul 
p-adic £ dacă 

lim (Ëa — E) = 0. 
n= 

Se pot formula şi demonstra pentru corpul R, teoremele bine- 
cunoscute din analiza matematică privind limitele de şiruri. Vom 


arăta, de exemplu, că dacă {E} —> & şi E #0, atunci (2 —> E 


é 


T 


* Vezi consideraţiile de la subsolul p. 49. 
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Mai intti, de la un anumit rang, de exemplu pentru n > ng avem 
vE, — E) >É), de unde, pe baza proprietăţii (13) a exponenţilor, 
se obţine 


v(E) = min (v(E — 5), (E) = v6). 


În particular, v(5,) # 00, deci č 0, ceea ce arată că — are sens 


er 


pentru n> na Apoi, 


VB) ~E) = y(n — E) — 2w(5) —> o - 


pentru z —> 00, ceea ce demonstrează afirmaţia tăcută. 

TEOREMA 5. Dacă numărul întreg p-adic « este definit prin 
sirul de numere întregi {€}, atunci acest șir converge către a. Orice 
număr p-adic & este limită a unui șir de numere raţionale, 

Demonstraţie. Din econgruența (14) rezultă v(2, — e) >n +i. 
Deci v(a, — a) => œ pentru n —> 00, deci (zl tinde către e. Fie 


acum numărul fracționar p-adic £ = —. Deoarece [2 ca: 2) = 
P P? 
SE da = (2, a) — k— co pentru z -> co, & este limită 
k 
p 


E T£ 7 : atë 
a sirului de numere rationale E „ Teorema este demonstrată, 
i p 


Din orice şir mărginit de numere reale se poate extrage, după 
cum se ştie, un subşir convergent. O proprietate analoagă este adevă- 
rată şi pentru numerele p-adice. 

DEFINIȚIE. Nirul de numere p-adice (E) se numește mărginit, 
ducă toate valorile Pplén) sînt mărginite superior sau, altfel spus, 
toate numerele v (Én) sînt mărginite inferior. l 

TEOREMA 6. Din orice gir mărginit de numere p-adice (în par- 
ticular, din orice şir mărginit de numere întregi p-adice) se poale ex- 
trage un subşir convergent. 

Demonstraţie. Teorema va fi demonstrată mai întîi pentru şiruri 
(a, de numere întregi p-adice. Deoarece în inelul 0, numărul clase- 
lor de resturi modulo p este finit (consecință a teoremei 3), în girul 
{æn} există o infinitate de termeni congruenți modulo p cu unul şi 
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acolo RIAA raţional Xo Extrăgind toţi aceşti termeni se obţine 
subşirul (a!) ai cărui termeni verifică congruenţa, 


ai! = £ (mod p). 


In nod aiude, aplicind consecinţa teoremei 3 pentru n = 2, din 
şirul {ap} se extrage subşirul {«®} cu condiţia, i 


a?! = a (mod p?), 


unde &, au un anumit număr întreg rațional; aici, evident, a, = 
= 20 (mo p). Continuind acest proces, se obţine pentru orice k 
şirul (au), care este un subşir al şirului precedent {«f-}} gi ai cărui 
termeni satisfac condiţia i 


ate) = Wu (mod pE) 


pentru un anumit număr întreg raţional s,- Cum toţi termenii 


(k+1) q x i e j 
ați! se găsesc printre alt şi s, = aţt* (mod p*+1), rezultă 


Üg = Pe (mod p*) 


pentru orice k > 1. Prin urmare, şirul {%,} defineşte un anumit număr 
întreg p-adic a. Construim acum şirul „diagonal” {a}. Este clar că 
acesta este un subşir al șirului inițial {«,}. Vom arăta că, (adn) 
Într-adevăr, pe baza relației (14) putem scrie «= a (mot pe). 
pe de altă parte, at = £., (mod p”), prin urmare adi => a oa] f f 
adică wa — a)>n. Rezultă de aici că v(a S 00 iit i 
n —> co şi deci {aP} converge către a. ” a 
Se trece acum la demonstrarea teoremei în cazul general. Dacă 
pentru şirul de numere p-adice (£,) are loc inegalitatea v(£ > — k 
(k este un anumit număr întreg raţional), atunci pentru getii Enp” 
rezultă (an) > 0. Conform celor demonstrate din şirul /a i de A 
ae întregi „p-âdice se poate extrage un subşir convergent {anit 
a unci şirul {Ena} == $ dng p-*) va îi un subşir convergent pentru (E). 
Sosea 6 este demonstrată complet. 
girul entru numerele p-adice este valabil şi criteriul lui Cauchy : 


% 
{En (& E Ep) (22) 
este convergent, dacă si numai dacă 


pn i da a (23) 
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Necesitatea acestei condiţii este evidentă. Pentru a demonstra 
suficiența se observă mai întîi că relaţia (23) implică mărginirea 
şirului (22). Într-adevăr, din condiţiile (23) rezultă că există no 
astfel încât {Em — Én) > 0 pentru orice m > no. Atunei pe baza pro- 
prietăţii (12) pentru orice m> ng are loc inegalitatea 


VEn) = lEn — Em) F Em) > min (0, Y(En)) 


de unde rezultă mărginirea şirului (22). Conform teoremei 6, din 
șirul (22) se poate extrage subşirul convergent {én} avînd limita E. 
Vom arăta că însuşi şirul (22) converge către elementul £. Fie M 
un număr real arbitrar. Pe baza relației (23) şi a definiției conver- 
genței se poate găsi un număr natural N astfel încât y(Em — E) > M 
cînd m, n> N şi VE, —b)> M cînd n; > N. Atunci 


VE — E) > min (Em — En) En — E) > M 
pentru orice n> N. Astfel, lim v(E„ — E) = œ, adică şirul (22) 


este convergent. 
Criteriului de convergenţă care a fost demonstrat în corpul nu- 


merelor p-adice i se poate da o altă formă, mai puternică, Dacă pen- 
tru şirul (22) este îndeplinită condiţia (23), atunci evident că 


lim (Era — Ea) = 00. (24) 


Reciproc, din condiţia (24) rezultă (23). într-adevăr, dacă 
v(Ensa — En) > M oricare ar îi n > N, atunci, pe baza relaţiei (12), 
din egalitatea, . 


a în = (ea) (m> N), 


rezultă 
V( Em MIRE E) > min y( Baza SR. E) > M, 
=A, m Rl 
adică v(m — En) > œ pentru m, n> oo. Astfel, este valabilă : 
TEOREMA T. Pentru ca şirul de numere p-adice (E) să fie con- 
cergeni, este necesar gi suficient ca lim y(r — En) = 00. 


11—00 
Prezenţa noţiunii de convergenţă în corpul E, dă posibilitatea 
de a se vorbi de funcții p-adice continue de argument p-adic. Defi- 
niția lor nu se deosebeşte în esență cu nimic de cea obişnuită, și 
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anume : funcţia F(£) se numeşte continuă în č = čo dacă pentru 
orice şir (£,) convergent la čp, şirul de valori {F(ča)} converge la 
F( éo). Analog se procedează pentru funcțiile de mai multe variabile. 
La fel ca şi în cazul analizei reale se demonstrează, teoremele asupra 
operaţiilor aritmetice cu funcţii continue p-adice. În particular se 
verifică uşor că un polinom cu coeficienţi numere p-adice şi avînd 
oricite variabile este o funcţie p-adică continuă. Acest fapt simplu 
va fi folosit în continuare ($ 5. pet. 1). 

Încheiem acest punct cu citeva observaţii asupra, seriilor cu 
termeni p-adici, 


Ei 
DEEINIȚIE. Dacă şirul sumelor parțiale s, = >, a; ale seriei 
1=0 


00 
Di Cage d a ru a 
i=0 


avind ca termeni numere p-adice, converge către numărul p-adic «, 
se spune că această serie converge și că suma sa este a. 

Din teorema 7 rezultă imediat următorul criteriu de convergenţă 
al seriilor. 


TEOREMA 8. Seria (25) converge, dacă și numai dacă termenul 
său general g, tinde la zero, adică y(x) > co cînd n> oo. 

Seriile p-adice se pot aduna, scădea şi înmulți cu o constantă 
p-adică, termen cu termen. Pentru ele este de asemenea, valabilă, 
proprietatea de permutare a termenilor. 


TEOREMA 9. Fiind dată o serie convergentă de numere p-adice 
seria obținută în urma oricărei permutări a termenilor săi este conter- 
gentă şi are aceeași sumă. i 

Demonstrația acestei teoreme fiind simplă o lăsăm în seama, 
cititorului. 

În cursul de analiză matematică se demonstrează că proprie- 
tatea evidenţiată de teorema 9, aplicată la serii cu termeni reali, 
caracterizează seriile absolut convergente. Toate seriile p-adice con- 
vergente sînt deci și „absolut convergente”. Rezultă de aici că, în 
corpul numerelor p-adice seriile convergente pot ti înmulţite după 
regulile obişnuite ale analizei. 

Dacă numărul întreg p-adic « este definit de şirul canonic 
do to tap, taptap? -..} (v. pet. 1) atunci, conform cu prima 
afirmație din enunţul teoremei 5, acesta va fi egal cu suma seriei 
convergente i 


Ao -F ap + aap? -+H e.. H anp” Han. (26) 
O sa, sp-—l (n=0, Fyah 
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e definesc numere întregi p-adice 
jei (26) este unică. Evident 
converge către un anumit 


Deoarece şiruri canonice diferit 
diferite, reprezentarea lui « sub forma că 
că şi, reciproc, orice serie de forma (26) 
număr întreg p-adic. 


Reprezentarea numerelor întregi p-adice prin serii de tipul (26) 


yețiilor imale 
aminteşte scrierea numerelor reale sub forma fracțiilor zecimă 
infinite. ; 
Dacă se consideră seria 
i 
bot bp ese ba he: (27) 


i i itrar i aceasta va 
cu coeficienţi numere întregi raţionale arbitrare, ea Ta e in 
: A n Ri S 
ti evident convergentă (deoarece v(b„p”) > n) ŞI Aa Na T0) eta 
număr întreg p-adic a. Pentru a obţine reprezentar a on 
acest a, trebuie, cum se vede ușor, să înlocuim x T A ea a 
toți coeficienții cu resturile împărțirii lor la p, au au ppt ea 
câtul obţinut la coeficientul termenului următor. E H a 
are importanţă pentru ua rep oo nan (a mei ied gina 
[SI ne : . . le form g 
ăderea sau înmulţirea șirurilor ae iorma pa tegu e Amici 
ţiilor cu serii de puteri se obţine o serie de tipul (27) în on Aa iT P 
coeficienții nu vor fi cele mai mici resturi D i i Sica 
e a CI) re ar sp A de a operaţiilor cu 

j is :est mo ; ; t ; 
rocedeul descris mai sus. Ac din | i aie 
nai întregi p-adice este analog, aşa cum se AA sg bca 4 ai căt 
nuit de efectuare a operaţiilor cu numere reale Tep 
forma de fracţii zecimale infinite. 

Din teorema 1 rezultă uşor că un num 
sub forma unei serii (26) este unitate în ENA 
d Æ 0. Acest rezultat împreună cu teo 
voarea teoremă. î 

ă i tă unie 

TEOREMA 10. Orice număr p-adic nenul & se reprezintă unic 


sub forma 


ăr întreg p-adic reprezentat 
lul 0,, dacă şi numai dacă 
4 ne conduce la urmă- 


) 
E = plao Hap T o F tap” +e) (28) 


unde m = vé), 1<% <P — 1, 0 <a, <p—i (n=l, a o m 

Ogseryaqm. Construcţia dată inelului numere! ci i tregi p 

li st articular al unei construcții generale to'osita 

netă Eae şi anume construcţia limitei proieciive i 

E aul e pentru spații ana a Ea i 
noţiune apare, de exemplu, în cartea : STEEN Nea 


5 A. 
oieclivă se poate consulta PoPESCU, N., RADU, A. 


fo a ae ei Piczo d. Științifică, București, 1971 (N.7.). 


Teoria categoriilor şi a fascicolelor, I 
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Bazele topologiei algebrice, M., 1958). În felul acesta, inelul 0, se 
poate interpreta ca limita proiectivă a spectrului invers de inele 
factor Q; = Z/p!Z relativ la homomortismele canonice 9,- Q, 
(3 > î). Topologia definită pe 0, de noţiunea de convergenţă (v. 
pet. 4) coincide cu topologia limitei proiective a inelelor finite dacă 
acestea, sînt considerate ca spaţii topologice cu topologia discretă, 


PROBLEME 
1. Tie sa= i+ ph... + Du. Să se arate că în corpul numerelor p-adice şirul 
i 
f&y} converge către — 


1 —p 

2. Fie p Æ 2 şi c rest pătratic modulo p. Să se demonstreze că există două numere 
p-adice distincte avind pătratul c. f 

3. Fic c un număr întreg rațional care nu se divide Ia P. Să se aratecă şirul /c22 N 
converge în corpul Rp, Să se arate apoi că dacă y este limita acestui șir, atunci y= 
= ¢ (mod p) și yet =, 

4. Să se arate, folosind problema precedentă, că polinomul 2-1 — 1 se descompune 
în factori liniari în corpul Rp- 

5. Să se reprezinte numărul —} în corpul numerelor p-adice sub forma unci 
serii de tipul (26). 


6. Să se reprezinte numărul ca în corpul numerelor 5-adice sub forma unei 


scrii de tipul (26). 

7. Să se demonstreze că pentru p 4 2 în corpul numerelor p-adice nu există rădă- 
cini de ordinul p din 1, diferite de 1; 

8. Să se arate că reprezentarea unui număr rațional nenul sub forma unei serii 
de tipul (28) în corpul Rp are coeficienți periodici (începind cu un anumit rang). Heei- 
proc, orice serie de tipul (28) ai cărei coeficienți satisfac relația Cm pentru orice 
k> ko (m> 0) reprezintă un număr rațional. 

9. Să se demonstreze criteriul de iveductibilitate al lui Eisenstein pentru polinoame 
peste corpul numerelor p-adice : polinomul f(x) = apr” aa A. + ap cu coefi- 
cienţi întregi p-adici este ireduetibil în corpul Rp dacă ap nu se divide la p, toţi ceilalți 
coeficienţi a, ..., ay sc divid la P, iar termenul liber ap, care sc divide la p nu se divide 
la p. 

10. Să se arate că există extinderi finite de orice grad ale corpului numerelor 
p-adice, 

11. Să se arate că Ry și Rg nu sint izomorie dacă p Și q sînt numere prime dis- 
iincte şi că nici un corp Rp nu este izomori cu corpul numerelor reale. 

12. Să se demonstreze că corpul numerelor p-adice nu admile nici un alt auto- 
morfism în afara celui identic. (O afirmație analoagă este valabilă pentru corpul nume- 
relor reale.) 


13. Fie © mulţimea numerelor naturale m> 1, parțial ordonată de relaţia de 
divizibilitate (m < n, dacă și numai dacă m este divizor al lui n). Pentru fiecare me O, 
=`, e S = 
se notează cu &m inelul Z/mZ, iar dacă m < n, se notează cu f2: E, > Ea epimor- 
pe X . ma . X . . x $ b Fani e, 
fismul canonic, Fie E limita proiectivă a spectrului invers de inele (Em. f n). Să se 
demonstreze că inelul E este izomorf cu produsul cartezian II Op al inelelor de numere 


întregi p-adice Op pentru toate numerele prime p. (Dacă sc introduce pe È topologia 
limitei proiective prin definirea topologiei discrete pe Em, atunci inelele E şi II Op 
$ 


vor fi topologic izomorfe), 
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mie 


$4. CARACTERIZAREA AXIOMATICĂ A CORPULUI 
NUMERELOR p-ADICE 


Corpul numerelor p-adice este unul dintre instrumentele fun- 
damentale ale teoriei numerelor. Paragrafele 4—7 din acest capitol 
vor avea ca obiect aplicaţiile acestui corp la anumite probleme din 
teoria numerelor. Pentru moment însă ne vom abate atenţia de la 
tema centrată a capitolului pentru a clarifica rolul corpului numere- 
lor p-adiee în teoria generală a corpurilor. 


1. Corpuri metrizate. Am pus de mai multe ori în evidenţă ana- 
logia între numerele p-adice şi cele reale. În acest paragraf vom da 
acestei analogii un sens mai precis, şi anume vom descrie o metodă 
generală de construcţie a unor corpuri, care conţine ca un caz par 
ticular, atît construcţia numerelor reale cit şi a celor p-axlice. Această, 
metodă coincide în cazul numerelor reale cu metoda lui Cantor, 
care recurge la şiruri fundamentale de numere raţionale. ; 

Transpunerea metodei lui Cantor la alte corpuri se bazează pe 
următoarele considerente. Toate construcțiile și noțiunile necesare 
aplicării acestei metode apar prin intermediul noţiunii de conver- 
gență a unui şir de numere raționale. La rindul său, însăși această 
noțiune se bazează pe noţiunea de valoare absolută. (Se spune că 
şirul de numere raţionale (7) converge către numărul rațional r 
dacă valoarea absolută, a diferenţei |r, — +] tinde la zero.) Se observă 
că sînt folosite aici numai cîteva proprietăţi simple ale valorii abso- 
lute. Este deci natural să se presupună că dacă pe un corp arbitrar 
k este definită o funcție cu valori reale și avînd aceleaşi proprietăţi 
fundamentale ca şi valoarea absolută, atunci în X se poate defini 
noţiunea de convergenţă şi plecînd de la acesta se poate construi 
un anumit nou corp prin aplicarea metodei lui Cantor. 

DEFINIȚIE. Pie k un corp arbitrar. Funcţia o definită pe cor- 
pul k şi luând valori reale se numeşte metică*) a corpului k dacă 
are următoarele proprietăţi : 


1. 9(a)>0, pentru «ek, «#0; (0) =0; 
2. o(a + B) < alp) -F (8); 
3. p(«3) = a(a)e(B). 


*) În literatura matematică sermană de la începutul secolului al A X-lea, unde 
apare pentru prima dată, noţiunea de metrică a unui corp (în sensul definiţiei date în 
lucrarea de faţă) este intilnită sub denumirea de Bewertung, care s-ar traduce prin 
termenul „evaluare”. Dacă e este o metrică pe corpul K, se poate defini funcţia v: K — 
-> R, care asociază oricărui clement nenul ae K numărul real v(a) = — log o(a), v(0) == 
= 00. Funcţiei v, denumită Ordnungszahi, îi corespunde în cadrul acestei monografii 
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4 — ce. 796 


Un corp k în care s-a definit o metrică se numește corp metrizat 


se notează uneori (k, e)). | CEE, satul i 
Din definiţie rezultă imediat următoarele proprietăți ale me 


tricii : 


a( +1) =1; o(—0) = (a); o(a — B) < gla) rob); 
o(a) 
gat p> lga — ABl; of) = 5 (p # 0). 


Tată cîteva exemple de metrici: p 
L) valoarea absolută în corpul numerelor raționale ; 
2) valoarea absolută în corpul ea ai reale ; 
z J 3 N k C: 
3) mođulul în corpul numerelor complexe ; | 

i ică finită î > p-adice 
4) metrica p-adică p, definită în corpul R, al numerelor p-a 


în pot. 4 83; 


à. Evident ic i ex : ; incese 
noţiunea de „exponent”, deja utilizată, Evident, metrica o $i exponentul y se define 
bine unul pe celălalt. p ȘI ; 

În dezvoltarea ulterioară a algebrei s-a constatat că cxponenţii se ae oală 
mai comod și de accea au trecut pe primul plan, apărind în teratra i-l seg 
mondială sub diverse denumiri (valualion în limbile franceză Și eng sza or alt 
în limba rusă ctc.). Mai mult, chiar în literatura matemalică germani sanmi ai 
Bewertung este actualmente utilizată pentru exponcați și pag e pace 
actuală prin Bewerlung (== valuation, normirovanie cic.) se înțelege urmă ori ni a Ma 

Fie G un grup ordonat (adică un grup abelian în care s-a definit ore atie la 

N Pi A ~ Ka S P 
“totală compatibilă cu structura de grup). Notăm prin Go mulțimea G căruia îi adăugă 
un simbol co și pe care o structurăm astfel : À N | F =: 

a) cu o relaţie de ordine totală, aceca a lui G, şi în plas astfel încit 00 este 

j ică ice ae G. | 
mai mare element, adică a < 00 pentru ori | i sia eE iile 

b) cu o structură de semigrup: aceea a lui G la care se mai adaugă regulile 
0-4 0 = œ, a + © = © (a€ G). f i | 

Fie K un corp. Numim exponent generelizat (Bewertung, valualion, normirovanie ete.) 
pe K cu valori in G o aplicație PA 

v: K — Gæ care verifică condițiile : 
1) vo(zy) = v(x) + v(y) (e, yE E); 
; 7. 
2) v(x + p)> int (w(x), o) (x, y€ K); 
3) vx(1) = 0, 2(0)= o. 
z F ă Ta 
În literatura românească de specialitate noțiunea de exponent (Sopa i249) apar 
sub denumirea de „valuare” (v.; de exemplu, RADU, N., Inele locale, y9 Se ei A ni 
iei i î rminologi ală, ta 
Academiei R.S.R., 1968), denumire care este în acord cu te gia 
acceptată în prezent. 


ă i strică 1 acestui volum, 

de altă parte, noţiunea de metrică, în sensu ) a ) 

P de narmi (v., de exemplu, Isac, GH., MARINESCU, Gh., Analiza pe corpuri 

metrice, Ed. Academiei R.S.R., 1976, p. 9). ; $ , N 

a inf e lucrării de față am păstrat terminologia autorilor (deşi aceasta ae 

cordă nici cu terminologia similară din literatura rusă de E op ga T za 
i ivă ia istorică a noțiuni și, P 

că aceasta este mai sugestivă, respectă evoluția istori 4 u 

conduce la confuzii cu alte noțiuni care poartă aceeaşi denumire ka fiu tra 
este utilizat pentru a descrie o altă noţiune: v. Complemente, $2, pet. 2) (N.7.). 


apare la noi sub 
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5) funcţia o(«) definită pe un corp oarecare şi satisfäcind con- 
diţiile : (0) = 0, ọ(«) = 1, pentru orice a # 0. O astfel de metrică, 
se spune că este banală. 

Dacă metrica o, a corpului B, Se consideră numai pentru nu- 
mere raționale, se obține o metrică nouă notată tot cu Pp Şi care se 
numeşte metrica p-adică a corpului R. Valoarea sa pentru numărul 


A b ; n A ; 
rațional nenul g = p'2 — (a şi b fiind. numere întregi care nu se 
a 


divid la p) este dată evident de formula 


pala) = p2”, (1) 
unde p este un număr real fixat satisfăcind condiția 0 < ọ < L. 
În continuare vom constata că aplicarea metodei lui Cantor la corpul 
numerelor raționale înzestrat cu metrică p-adică (în loc de valoarea, 
absolută) conduce la corpul numerelor p-adice R, 

In orice corp metrizat (k, q) se poate defini noţiunea de con- 
vergenţă : şirul {«,} de elemente din % se numeşte convergent către 
elementul «ek, dacă q(a, — a)—> 0 cînd n— œ. În acest caz se 
mai spune că « este limita girului fa) şi se serie {anj > a sau 
a = lim {æ}. 

100 

DEFINIŢIE. Șirul {adn} de elemente ale corpului metrizat k avînd 
metrica ọ se numește fundamental, dacă (En — dm) > 0 cînd m, 
# — 00, 


Esteevident că orice şir convergent este fundamental, Într-adev ăr, 


dacă (a) > x, atunci, pe baza inegalităţi 


Plan — dm) = (dn — x F — am) < plan — a) -H plam — a), 

se deduce că ọ(on — ap) —> 0 (deoarece Plan — a) > 0 şi of am — 
— a) > 0). Afirmația reciprocă nu este valabilă în toate corpurile 
metrizate, ci numai într-unele dintre acestea. Astfel, aceasta este 
adevărată în cazul corpului numerelor reale şi în cel al numerelor 
p-adice în virtutea criteriului de convergență al lui Cauchy (v. pet. 
4, $3), nefiind însă adevărată în corpul numerelor raționale KR, în- 
zestrat cu oricare dintre metricile cunoscute: valoarea absolută 
sau metrica p-adică. i 


DEFINIȚIE. Un corp metrizat se numește complet, dacă orice şir 
fundamental de elemente ale sale este convergent. 

Metoda lui Cantor constă în scufundarea corpului necomplet al 
numerelor raționale (avind valoarea absolută ca metri A) în corpul 
complet al numerelor reale. Vom vedea că o astfel de scufundare 
este posibilă pentru orice corp metrizat, demonstraţia acestei afir- 
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maţii reproducînd aproape întocmai pe cea furnizată, de metoda lui 
Cantor. 

Vom conveni asupra următoarei terminologii. Dacă un corp 
metrizat (k, q) este subcorp al corpului metrizat (&,, e) aceasta pe 
lîngă faptul că k c k; se va subinţelege și că metrica q, coincide cu 
e pe subcorpul k. O submulțime a corpului metrizat k se va numi 
peste tot densă în k, dacă orice element din k este limită a unui şir 
convergent de elemente ale acestei submulțimi. 

Este valabil următorul rezultat. 


TEOREMA 1. Oricare ar fi corpul metrizat k există un corp me- 
trizat complet k, care conține pe k în calitate de subeorp peste tot dens. 

Pentru a formula următoarea teoremă ne mai trebuie o defi- 
niţie. 


DEFINIȚIE. Fie (ky, 91) Și (kz, Q2) două corpuri metrizate izomorfe. 
Izomorfismul o: k, — k, se numeşte izomorfism topologie, dacă ori- 
care ar fi şirul {an} de elemente din k, convergent. către elementul a 
în metrica pı, şirul { o(a,)) converge către o(a) în metrica op şi reciproc. 


TEOREMA 2. Corpul k din teorema 1 este determinat pînă la 
un izomorfism topologie care lasă invariate elementele corpului k. 


DEFINIȚIE. Corpul k a cărui existenţă și unicitate sînt stabilite 
prin teoremele 1 şi 2 se numește completare a corpului meirizat k. 

Este limpede acum că în fond corpul numerelor reale este o 
completare a corpului F al numerelor raționale înzestrat cu metrica 
valoare absolută. Dacă însă corpul R al numerelor raționale este 
înzestrat cu metrica p-adică (1), completarea acestui corp metrizat 
va fi corpul R, al numerelor p-adice. Într-adevăr, a doua afirmație 
din teorema 5 $3 arată că R este peste tot densă în R, iar criteriul 
de convergenţă al lui Cauchy ($3, teorema 7) asigură completitudinea, 
lui R, Am obţinut astfel o nouă definiţie axiomatică a corpului 
numerelor p-adice. 


Corpul numerelor p-adice este o completare a corpului numere- 
lor raţionale R înzestrat cu metrica p-adică (1). | 

În continuare vom schița demonstrațiile teoremelor 1 şi 2 omi- 
tind secvențele care reproduc textual raționamentele corespunză- 
toare din analiza reală. 


"Demonstraţie (Teorema, 1). Două şiruri fundamentale {æn} şi 
{Ya} de elemente ale corpului metrizat (k, p) sînt echivalente, dacă 
fæ, — Yn} tinde la zero. Mulțimea formată din toate şirurile funda- 
mentale echivalente cu un şir fa) se numește clasa lui (2), iar mul- 
“ţimea, tuturor claselor se notează prin k. În mulţimea k se definesc 
adunarea și înmulţirea : dacă « şi p sînt două clase, iar (ae a și 
{yn} € B sînt două şiruri fundamentale oarecare conţinute în aceste 
clase, prin sumă (resp. produs) se înţelege clasa care conţine. şirul 
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{En + Ya) (resp. şirul (2). Se constată uşor că aceste din urmă 
şiruri sînt fundamentale, iar clasele la care aparţin nu depind de 
alegerea, şirurilor (&,) şi {Yn} în clasele g și B. 

O verificare imediată arată că mulţimea k este un inel cu iden= 
titate, zero şi identitatea fiind clasele care conţin şirurile 10, ..., 
0,...) şi respectiv (1, ...,1,...). 7 

Demonstrăm că mulțimea k este un corp. Dacă æ este o clasă 
nenulă, iar (2) este un şir fundamental conţinut în aceasta, se arată 
uşor că toţi termenii &, sînt, începînd cu un anumit rang, nenuli 
(de exemplu, pentru n > no). Fie şirul (7) definit astfel : 


Í pentru n < no 


pentru n > no. 
La 


Se verifică imediat că şirul {y,} este fundamental iar clasa căreia 
îi aparţine este clasa inversă clasei «. 

Să introducem acum în corpul k o metrică. Se observă, în acest 
scop, faptul uşor demonstrabil că dacă {æ,} este un şir fundamental 
de elemente din corpul k, (q(2,)! este un şir fundamental de numere 
reale. Corpul numerelor reale fiind complet, acest şir converge către 
un anumit număr real, acelaşi cînd şirul {æ} este înlocuit cu un şir 
echivalent. Se arată fără dificultăți că funcția e(a) = lim ọ(æ,) 


n 00 


(ae a) satisface condiţiile definiţiei metricii şi deci % este un 
corp metrizat,. 

Elementului a din corpul k i se asociază clasa care conţine şirul 
{[a, a, &, ...). Se obţine astfel o aplicaţie a corpului k în & definind, 
cum se constată imediat, un izomorfism între corpul metrizat k 
şi un subcorp al corpului k, care păstrează valoarea metricii. În 
continuare vom identifica fiecare element al corpului & cu clasa cores- 
punzătoare din k şi vom considera k c k. Evident, k este peste tot 
dens în k; într-adevăr, dacă « este clasa care conţine şirul funda- 
mental (2) atunci (a, —> a. 

Rămine de demonstrat ultima proprietate a corpului &, şi anume 
completitudinea sa. Fie (a! un şir fundamental de clemente din 
corpul k. Deoarece a, este limită a unui şir de elemente din corpul k, 


există elementul ze k pentru care (a — £p) PER 


n 
Deoarece sirul 1 a,) este fundamental, rezultă imediat că și şirul 
12) de elemente din corpul & este fundamental. 


Fie a clasa care conține şirul {æ}. O verificare imediată arată 
Că (aj -> a, ceea ce încheie demonstraţia teoremei 1. 
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Demonstraţie (Teorema 2). Fie k şi k, două corpuri complete 
avind pe k drept subcorp peste tot dens. Vom stabili numai cores- 
pondenţa între elementele corpurilor & şi î,, lăsînd în seama cititoru- 
iui dovedirea faptului că această corespondenţă este un izomorfism 
topologice care invariază elementele lui k. 

Fie a un element al corpului k. Conform enunţului, există: u yir 
{Ea} de elemente ale corpului k astfel ca (2, — a. Cum şirul (at 
converge în k rezultă că este șir fundamental. Această propr ietate 
se păstrează ş şi cînd (,) este privit ca aparţinind corpului W. Pe baza 
completitudinii corpului î&,, şirul {æ} converge în acest corp către o 
anumită limită «. Se demonstrează, uşor că, dacă {Yn} este un alt şir 
de elemente din corpul k, convergent către a în k, atunci limita siru- 
lui {y,} în corpul k) va fi acelaşi element g. Elementul «ye k, este 
astfel unic determinat de către elementul «e k. Izomorfismul cerut 
este dat de corespondenţa care se stabilește între elementele a și oy. 


2. Metricile corpului numerelor raționale. În legătură cu cele 
stabilite la punctul anterior se pune în mod natural “problema exis- 
tenței şi a altor completări ale corpului R al numerelor raționale, 
altele decit corpul numerelor reale şi corpurile numerelor p-adice 
(pentru toate numerele prime p). Răspunsul va fi negativ : corpurile 
mai sus enumerate epuizează toate posibilităţile de completare a 
corpului Z. Scopul acestui punct este tocmai demonstrarea acestui 
fapt. 

Evident că această problemă se reduce la enumerarea tuturor 
metricilor corpului R. 

În definiția dată metricii p-adice Pp pe corpul R intervine un 
anumit număr real p asupra căruia se impune numai condiția 0 < 
<p<i (v. egalitile (L) ca şi (18) $3). Astfel, există o infinitate 
de metrici asociate unui număr prim p dat. 'Foate acestea determină 
totuşi una şi aceeasi convergență în F gi deci conduc la una şi acceaşi 
completare, corpul R, al numerelor p-adice. 

Vom arăta că odată cu valoarea absolută læ], funcţia 


ez) = |æ” (2) 


este de asemenea o metrică a corpului F, oricare ar fi numărul real 
a satisfăciînd condiţia 0 < a s 1. Într-adevăr, condiţiile 1 şi 5 din 
definiţia metricii sînt evident verificate. Fie |z| > |y|, x # 0. Atunci 


i j a | 
læ + yë Zoli +2" < jaki + 
i LI & 


| ; lg 
< ler (a HE) < jal (E +2 ) = jel + yP, 
II KA | 
deci gi condiţia 2 este îndeplinită. 
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Convergenţa în R dată de o metrică de forma (2) coincide, evi- 
dent, cu convergența dată de metrica valoare absolută şi deci pro- 
cesul de completare conduce tot la corpul numerelor reale. 

TEOREMA 3 (teorema lui Ostrovski). Metricile de tipul (2) și 
metricile p-adice (1), pentru toate numerele prime p, epuizează toate 
ametricile nebanale ale corpului R al numerelor raționale. 


Demonstraţie. Fie ọ o metrică oarecare nebanală a corpului 
numerelor raționale. Sint posibile două cazuri : sau există un număr 
natural a > 1 pentru care q(a) > 1, sau (n) < 1 oricare ar fi pu- 
mărul natural n. Să examinăm primul caz, Deoarece 


eln) = 91 +... +1) < (1) + 
putem serie 


„+ (1) = f, (3) 


ola) = 8, (4) 


uade numărul real « satisface condiția 0 < « < 1. 

Fie X un număr natural iar N = vot mat... b €r a 
dezvoltarea acestuia după puterile lui a, 0< t; <a(0 <i <k—1) 
iar Or > 1. Prin urmare N verifică inegalitatea 


Datorită proprietăților metricii i din formulele (3) şi (4) se deduce 


P(N) < (2) + e(a)e(a) =... + olar plat < 
ka 
s(a — I1 + a +... + at) = (aq — 1) 2 -4 < 
a — i 
ka >., a a 
< (a — 1) A - = (a i)a g-a g e 1)a* NI — ON”, 
q* — į a =A Be | 
adică 


unde constanta C nu depinde de N. Dacă în inegalitatea obţinută se 
înlocuiește N cu N”, m fiind un număr natural, se obţine 


(NY = p(Nn) < ON, 
de unde 


(N) < VO N”. 
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Făcîind aici pe n să tindă la infinit, se ajunge la inegalitatea, 
(N) < N, (d) 


Punînd apoi N = qi — b, unde 0 < b < aë — a~t cu proprietatea 


2, se obţine 


(N) > gla") — pb) = a — lb). 


Din cele demonstrate deducem 
pb) <d < (aë — ai, 
de aceea 
Il 


P(N) > a — (a — ah 1 = E ę 3 | aE = O a™ > 0N” 
a 


unde constanta C, nu depinde de N. Fie, din nou, m un număr 
natural. înlocuind în ultima egalitate pe N prin N” se obţine 


PN)” = N”) > 0,1, 


de unde 
(N) > yax", 
ceea ce pentru n —> 00 dă 
(N) > X. (6) 


Comparind relațiile (5) şi (6) se obține că pă ) = V” oricare ar fi 


X 7 : iYi x ba mia 
numărul natural N. Fie acum g = 4 Un numar raţional 


i a 
nenul (A, si N, sint numere naturale). Atunci 


N. (N) _ Ne ` 
ata) = o( 3) Ee as > er 


S-a demonstrat astfel că dacă o(a) >1, cel puţin pentru un număr 
natural a, atunci metrica e are forma (2). 
În continuare să examinăm cazul 


p(n) < 1 (7) 
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pentru orice număr natural n. Dacă pentru toate numerele prime p 
ar îi adevărată relația e(p) — 1, din proprietatea 3° se deduce că 

oln) = 1 ar fi îndeplinită pentru toate numerele naturale n şi deci 
o(z) = =] pentru orice număr rațional nenul v. Aceasta ar conirazice 
însă faptul că metrica ọ nu este banală. Prin urmare, pentru un 
anumit număr prim p, e(p) < 1. Se presupune că pentru un alt 
număr prim q # p, are de asemenea loc inegalitatea o(q) < 1. Se 
aleg exponenţii k şi Z astfel încât 


OR. | 
(p) < E 


1 
I 
< BR 
pat! SA 
Cum p” și g sint relativ prime, există două numere întregi u și v 


astfel incit up? + eg = 1. În baza ipotezei (7) avem olw) < 1 şi 
(v) <1, de aceea 


og) = glp) + elel <- I 1. 


i 


= e(1) = (up + 


Contradicția obținută arată că există un singur număr prim p pentru 
care 


P = e<l 


Deoarece (9) = 1 pentru toate celelalte numere prime, evident 
că (a) = 1 pentru toate numerele întregi a, relativ prime cu p. 


; a y z PEE i A 
Fie g = m un număr raţional nenul (e şi ò fiind numere intregi 


relativ prime cu p). Atunci 


Astfel, în acest caz metrica ọ coincide cu metrica p-adică (1), dea 
monbsiraţia teoremei 3 fiind încheiată. 


PROBLEME 


1. Să se arate că pe un corp finit există numai metrica banală. 

2. Două metrici, ọ și t, definite pe același corp k se spune că sint echivalente 
dacă determină pe k aceeaşi convergență, adică în cazul cind condiţiile (£n — x) -> 0 
și Wty — æ) — 0 sint echivalente, Să se demonstreze că metricile ọ și 4 sînt echivalente, 


dacă și numai dacă condiţiile p(a) < 1 şi p(2) < 1 sint echivalente. 


3. Să se Cemonsireze că dacă ọ și Ņ sînt metrici echivalente, definite pe corpul 


k, atunci (2) = TESI oricare ar fi xve (5 este un anumit număr real). 
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4. Metrica ọ dată pe un corp E se numește nearhimediană dacă verifică nu numar 
ndiţia 2, ci și condiţia mult mai restrictivă: 


go oa + 3) < max (q(2), (8) 


lacă această condiţie mai restrictivă nu este satisfăcută, metrica se numește arhime- 
ană). Să se demonstreze că metrica ọ este nearhimediană, dacă şi numai dacă ọ(m) < 1 
care ar fi numărul natural m (mai precis, pentru orice multiplu natural al identi- 
ţii din corpul =). 

5. Să se arate că orice metrică definită pe un corp de caracteristică p este nearhi- 
ediană. 

6. Fie kọ un corp și k = kolt) corpul funcţiilor raționale peste kg. Orice funcție 
aționată nenulă ue k poate fi scrisă sub forma 


FU) 
u= (RO) 0 gO) # 0) 
g0) 
nde f și g sint polinoame, Să se arate că funcţia 
ọ(u) = 920 < p <1) p0) = 0, 8) 


ste o metrică pe corpul K. 

7. Să se arate că prin completarea corpului k = kolt) faţă de metrica (8) se obţine 
m corp izomorf cu corpul kfz} al seriilor formale (meromorfe) de puteri. adică al seriilor 
ie forma 


00 


5 ani” (dn kg) 


n= 


u operaţiile obișnuite între serii de puteri (numărul m poate ti poziliv, negativ sau xul). 


$5. CONGRUENȚELE ȘI NUMERELE ÎNTREGI p-ADICE 


1. Congruenţe şi ecuaţii în inelul 0,. La începutul $3 a iost 
tratată problema rezolubilității congruenței a? = 2 (mod 7”) pen- 
tru n = l, 2,..:, ceea ce a condus la noțiunea de număr întreg 
p-adic. Însăși din definiția numerelor întregi p-adice ($3, pet. 1) 
rezultă legătura lor profundă cu congruențele. Această legătură este 
evidențiată de următoarea teoremă. 

TEOREMA 1. Fie Fl, ..., €) un polinom cu coeficienti întregi 
rationali. Congruenjele 


eN n = k i 
F(a, -3 Za) = 0 (mod p*) (1} 
sînt rezolubile oricare ar fi k > 1, dacă şi numai dacă ecuatia 
Pia sai) =0 (2) 
este rezolubilă în numere întregi p-adice, 
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j Demonstraţie. Fie ( Xis - +3 %) O soluție în numere întregi p- 
i ie ë a ecuației (2). Atunci pentru orice k există numerele rationale 
L, WP, a., EP, astfel încât i 


x = aP (mod pf) ..., a, = a (mod p”). (3) 


Lă 
De aici rezultă că, 

TA aik) (ke = = d 

P(E, aa, OP) = Plog a a) = 0 (mod pi), 


adică (a, .- W) este o soluție a congruențci (1). 

Să presupunem acum că congruența (1) adraite soluția (a, ... 
---> Va) pentru orice X. Din şirul de numere întregi raționale fa 
se alege subşirul convergent {41} ($3, teorema 6), Din şirul (at) 
se alege din nou un subsir convergent. Repetind acest proces de 
: oe se obține un subşir (l, la, -..) de numere naturale, astfel încît 
ie pi şirurile de numere p-adice (az, æ}, ..,} este conver- 


A i 
lim a = a, 


PH 00 


y 2 SINA a PSOR x . a 
Vom eona Că (a, ..., &,) este soluţie a ecuaţiei (2). Cum poli- 
Domul Fig, ..., 2p) este o funcție continuă atunci 


% A iln 
F(a «+ 3) = lim Faj, an, zi m). 


PM 00 
x iu ZA f ; 
Pe de altă parte, şirul (2%, :.., 24) a fost ales astfel încât 
l d 
F(a, aa, 8) = 0 (mod pin), 


deci lim F(a” m) = tă i 
m F(a”, .. at) = 0. Rezultă F(a, -as Xa) = 0, şi teorema 


m=»00 
1 este demonstrată. 

Considerăm a i "( tormaă i 
OR pina vale cazul cînd Fis. - +5 Sa) este o formă cu coefi- 

ien gi raționali. Să presupunem că ecuaţia F(a,, .. La) = 0 
ki | pe deea spere și J. iN 
a mite soluţia nenulă (24, -.+, En) în numere întregi p-adice. Fie 
m = MID (v (Xi) -- > vp(%,)). Atunci toate valorile %, se scriu sub 
forma 
Q; = p” (i = 1, 2,...,n). 

Zi e toate întregi şi eel puțin unul dintre acestea nu se divide 
ia p. ; ste clar că (a, .. -3 dn) este tot o soluție a ecuației F(t... 
a ae La) = 0. Numerele (2®, ..., 2%) satisfăcind condițiile (3) con- 
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stituie, aşa cum s-a văzut, o soluţie a congruenței (1), iar cel puţin 
unul dintre acestea nu este divizibil prin p. 

Reciproc, presupunem că congruenţa (1), unde F este un poli- 
nom omogen, are soluţia (2, ..., 2) pentru orice k, astfel încît 
cel puţin unul dintre numerele să nu fie divizibil prin p. Este 
clar că pentru un anumit indice i = îp există o infinitate de valori 
ale lui m pentru care zi” nu se divide prin p. De aceea şirul (h, ... 
.. -, la) poate fi ales astfel încît nici unul dintre gim să nu se dividă 
prin p. În acest caz egalitatea œ = lim atm atrage după sine că 
«i Du se divide prin p, ceea ce implică a, z 0. A fost astfel de- 
monstrată următoarea teoremă. 


PRORBMA 2. Pie F(a... Za) 0 formă cu coeficienți întregi 
raționali. Pentru ca ecuaţia F(&, .. > 8n) = 0 să aibă în O, o soluție 
nebanală este necesar și suficient ca peniru orice număr natural m 
congruența F(E, -.-, a) = 0 (mod p”) să admită o solutie în care 
mu toate valorile necunoscutelor se divid prin p. 

Este evident că teoremele 1 şi 2 sînt valabile şi cind F este un 
polinom cu coeficienți întregi p-adici.: 


2. Despre rezolubilitatea cîtorva congruente. Teorema 1 demon- 
strată la punctul precedent reduce problema rezolubilităţii ecuației 
(2) în numere întregi p-adice la verificarea rezolubilităţii unei in- 
finităţi de congruenţe de tipul (1). Se pune problema limitării, la 
considerarea doar a unui număr finit dintre aceste congruențe, 
ceea, ce este, în general, destul de complicat. Vom examina aici 
numai un caz particular. 


TEOREMA 3. Pie polinomul Fa, -.-, 8a) cu coeficienți întregi 
p-adici şi numerele întregi p-adice Yı, . . 3 Yn asifel ca pentru un anumit 
ML si <n) să fie satisfăcute conditiile : 


Elyn 5%) = O (mod p+); 


aF 

(Yn <-s Ya) = 0 (mod p°); 
dx; 

5F 

FR (Yi ..3 “ph 7 0 (mod pt) 


è 


(3 este un număr întreg raţional nenegativ). Există atunci numerele 
întregi p-adice 8, ..., On, astfel încît D(0,, ..., 0) = 0 și 
= 3 da 3 
6, = y, (mod pt) cas 0p = Yy (mod p°*1). 


60 


, Caoga Se notează y; =y şi f(æ) == P(Y cc Yi- Dr 
Ti -+ +. Ya). Pentru a demonstra teorema este suficient să se arate: 
că pentru polinomul f(æ) satisfăcînd condițiile 


fir) = 0 (mod pi) gi f(y) = up? 


(u pu unitatea p-adică), există un număr întreg p-adic « astfel 
înci Ă 


flo) =0 şi a = y (mod p°+:) 


(dacă va îi găsit un astfel de a se poate scrie 0; = y; pentra j #i 
si 0; = a). 

| Existenţa, lui « va fi demonstrată printr-o metodă care coin- 
cide, în principiu, cu cunoscuta metodă a lui Newton de aproximare 
a rădăcinilor reale ai unui polinom (0 anumită deosebire în metoda 
de demonstraţie este determinată de deosebirile specifice între corpul 
numerelor p-adice și cel al numerelor reale). 

Plecind de la a = y, construim prin inducție şirul 


Xor Ayy -eg Ony- 
definind 
(a) 
casa 2 a — D%) (4 
F'n) l 


Și bcu demonstra că a, sînt toate numere întregi p-adice, astfel 
INCI 


(a) = 0 (mod p®+1+7), n> O, (4) 
Xn = an (mod pt”), nèl. (47) 


Demonstrarea, congruenţelor (4”) și (4°) se face prin inducţie asu- 
pra lui n. Să presupunem că aceste congruenţe sînt verificate pen- 
tru un anumit n> 0 (pentru n =0 trebuie considerată numai 
(4')). Deoarece 


Xn = Xo (mod p°), 
atunci f'(on) = f'(a9) = up? şi deci 
Shn) = up, 


unde u, este o unitate p-adică. Prin urmare, datorită relației (4”) 
anı; este întreg gi i 


Xas = ay (mod p°+”+1), 
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Mai departe, dezvoltăm polinomul f(s) după puterile lui ® — dp; 
rupind toţi termenii de grad mai mare ca 1: 


fa) = fam) + fam — aa) + (5 — a 


mnde G(s) este un polinom cu coeficienți întregi p-adici. Luind e = 
= n41 Și avind în vedere relaţia (4) se obţine 


— [ham Ya 
Raal a C 


le unde 
Kan) 20 (mod p++), 
zongruențele (4') şi (4”) sînt astfel verificate pentru orice n, 
“Din congruența (47) rezultă că şirul (ap converge. Limita 
a o notăm cu a. Este clar că a = a = (mod psti). Din congru- 
mta (4) rezultă apoi că Ja: fila) = 0; pe de altă parte, din con- 


inuitatea polinomului se "găseşte lim fa) = f(a). Astfel f(a) = 0, 


Ei Aa deeă 


i teorema 3 este demonstrată. 


OBSERVAȚIE. O altă demonstraţie a teoremei 3 (pentru n = 1) 
ste conținută în problemele 16 şi 17. 


CONSECINȚĂ. Considerăm polinomul F(x, ..., tu) cu coeficienţi 
mtregi, p-adici și numerele întregi p-adice +, ..., Yn, Presupunem că 
eniru un anumit i, L <i < n, sînt îndeplinite condiţiile : 


F(Y 1%) = 0 (mod p); 
7 
Fa (Yis -<3 Ya) £ 0 (mod p), 
nunci există numerele întregi p-adice 0, ...., On astfel incit 


F(0,, -3 0) = 0 


9, = y (mod p), ..., 0, = y, @mod p). 

Toate soluțiile (0,, ...,c,) ale congruenței F(a... 2n) =0 
mod p) se pot prelungi la soluții ale ecuației F(x, ..., Zn) = O 
n inelul 0,, cu excepţia, eventual, a acelor soluții care verifică toate 
:ongruienţele 


Fiala - --3 ca) = 0 (mod p), 


F, (Ciy -< -3 ĉa) = 0 (mod p}. 


Ultima afirmație are o importantă aplicație la problema care a fost 
amintită la începutul $2. Am observat acolo că verificarea directă 
a rezolubilităţii congruenţei 


E(t... 2a) = 0 (mod m), 


pentru toate modulele m, este legată de verificarea unei infinități 
de condiții. Pentru cazul cînd modulele sînt numere prime, teoremele 
A şi B formulate la pet. 1 $2 dau posibilitatea realizării efective 
a acestei verificări. S-a arătat că această verificare trebuie făcută 
numai pentru un număr finit de numere prime. Acum se poate spune 
cite ceva şi despre modulele oarecare. După cum s-a observat, este 
suficient a se considera modulele care sint puteri de numere prime, 
iar pentru modulele care au forma p* (k = 1, 2,...) rezolubili- 
tatea congruențelor (1) este, pe baza teoremei 1, echivalentă cu rezo. 
lubilitatea ecuației F = 0 în inelul 0, al numerelor întregi p-adice. 

Pe baza, teoremelor A şi B formulate (dar nu demonstrate) la 
pet. 1 $2, cît şi a teoremei 3 din acest paragraf se va demonstra urmă- 
torul rezultat, 


TEOREMA C. Dacă F(z, ..., 8) este un polinom cu coeficienţi 
întregi raţional, absolut îreductibil, atunci ecuaţia Fa, -.., En) = 0 
este rezolubilă în inelul O, al numerelor întregi p-adice, oricare ar 
fi numărul prim p, mai mare ca o anumită margine care depinde 
numai de polinomul F, 

În consecinţă, pentru orice număr prim p, exceptînd un număr 
tmit, congruența 


P(a e --, a) = 0 (mod pt) (5) 


este rezolubilă pentru orice exponent kẹ, 

Teorema C reduce astfel problema rezolubilităţii tuturor con- 
eruenţelor (5) la problema rezolubilității ecuaţiei F = 0 în inelul 
O, numai pentru un număr finit de numere prime. Nu se expune 
aici cum se rezolvă problema rezolubilităţii ecuaţiei F = 0 în inelul. 
9, în cazul numerelor prime p care au fost excluse. (Pentru cazul 
polinomului de gradul al doilea aceasta se va face în $6, iar pentru 
cazul general, v. observaţia de la sfîrşitul acestui punet.) 

Ideea demonstrării teoremei © este foarte simplă ; folosind eva- 
luarea numărului de soluţii ale congruenţei (1) $2, enunțată în teo- 
rema B, se demonstrează că numărul de soluţii ale acestei congru- 
ențe este, pentru p suficient de mare, mai mare decit numărul de 
soluţii ale sistemului de congruente 


FE( 2i, -03 Za) = 0 (mod p), 
(6) 
Fa (o - +3 n) = 0 (mod p). 
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În acest scop este necesară încă o evaluare a numărului de solu- 
ţii ale unei congruenţe. 

LEMĂ. 
sînt divizibili cu p, numărul N(p) al soluţiilor congruenţei 


Pa -s 2a) = 0 (mod p) (7) 
verifică inegalitatea 
N(p) < Lp (8) 


constania L fiind gradul toial® al polinomului F. 

Vom demonstra lema prin inducţie fată de n. Pentru n = 1 
aceasta rezultă din faptul că numărul rădăcinilor unui polinom în 
corpul Z, nu poate depăşi gradul acestuia. 
| Dacă m> 1, se consideră F(a ..., 2) ca: polinom în nedeiermi- 
natele £i, ..., ti-a avind. coeficienţii polinoame în æ, Fie f(z,) cel 
mai mare divizor comun modulo p al acestor coeficienți. Atunci 

Pe, ooog En) E fEl t e <> 9) (mod p), 
polinomul F(x -< a= 4) nefiind identic congruent modulo p 
cu zero pentru nici un a. Fie l și L, gradele polinomului f, respectiv 
F. Evident că f şi F} pot fi alese aşa încât 1 + L, < L. Să evaluăm 
acum numărul soluţiilor (€,, ...,c€,) ale congruenţei (7) fixîndu-ne 
atenţia asupra valorii lui &, în această soluţie. Se consideră mai intii 
acele soluţii pentru care 


fe) = 0 mod p- (9) 


Fiind satisfăcută congruenţa (9), congruenţa (T) este verificată auto- 
mat pentru orice cy ..., a. Deoarece numărul de valori ale lui 
6, Care verifică condiţia (9) nu depăşeşte pe Z, numărul soluţiilor 
congruenţei (7) pentru care este adevărată (9) nu depăşeşte Ip. 
Fie acum soluţiile (c4, ...,€,) pentru care fie,) £ 0 (mod p). Toate 
aceste soluţii satisfac, evident, congruenţa F(a, ---, 2) = 0 (mod p). 
Deoarece F,(2,, - . 3 noa Ea) nu este identic congruent cu zero modulo 
p, atunci conform ipotezei inductive numărul N(p, c,) al soluţiilor 
congruenței F(a, -.-, n- Ca) = 0 (mod p) verifică inegalitatea, 
N(P, €a) < dup" 2. Deoarece e, nu ia mai mult de p valori, numărul 
total al soluţiilor considerate nu depăşeşte Jp”! Astfel, numărul 


*) Gradul total al unui monom este, prin definiţie. suma gradelor nedeterminate- 
lor pe care le conţine; gracul total al unui polinom este cel mai mare dintre gradele 
totale ale monoamelor sale (N.T.). 
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Dacă nu toji coeficienţii polinomului F(a, -.., 8a) 


tuturor soluțiilor congruenței (7) nu depăşeşte p”! -+ Lip"? < 
< Lp", ceea ce trebuia demonstrat. 


Demonstraţie (Teorema 0). Putem considera, evident, că poli- 
nomul F depinde într-adevăr de variabila ~, Să presupunem P 
ca polinom de v, cu coeficienţi polinoame de Sys ..., Za. Deoarece 
F este complet ireductibil deducem că diseriminantul Deplis - - 
„3 2) al polinomului F, considerat ca polinom de nedetermi- 
nata æ, este un polinom neidentic nul de 4, ..-, n-a, deoarece 
în caz contrar F s-ar divide prin pătratul unui polinom. Să consi- 
derăm numerele prime p care nu divid toţi coeficienţii polinomului 
Dati - 3 Caa) Și să evaluăm pentru acestea numărul X,(p)al 
soluţiilor sistemului de congruenţe (6). Dacă (e, .., €p) este soluţie 
a sistemului (6), atunci c, este rădăcină comună a polinoamelor 
W (Oies sy Cao m) ŞI Fiale - + -3 Caz Za) modulo p şi de aceea 

DeplCis - + -3 Ca) = 0 (mod p). 

Conform lemei, numărul sistemelor (4, ...; ën) care satisfac 
această congruență nu depăşeşte K,pn?, unde K, este o anumită 
constantă care depinde numai de polinomul F. Pentra cy. 
fixate, valoarea lui e, se determină din congrucnia 


e De 


Fleg - 5 Ca La) E 0 (mod p) 


şi de aceea numărul valorilor €, nu depăşeşte gradul m al polinomu- 
lui F faţă de variabila a. Astfel, numărul N,(p) al soluţiilor siste- 
imului (6) nu depăşeşte Kp”-?, unde K = mK. Vom demonstra acum 
că numărul N(p) al soluţiilor congruente (7) este, pentru p suficient 
de mare, mai mare decit numărul N,(p) al soluţiilor sistemului 
(6), Într-adevăr, din teorema B rezultă 


Na) a 


şi recent s-a demonstrat că N,(p) < Kp”. Rezultă de aici că N(p) — 
— Np) > pnl — OQph-1-W2 — Kp”? = p"-2(p — CpY?—K), ceea ce 
înseamnă că N(p) >N, (p) pentru p suficient de mare. Aşadar, pen- 
tru p suficient de mare, congruenţa F = 0 (mod p) are o soluție 
{Yi e 2-3 Ya) pentru care 


2F 

ATF. (Yis «= 3 Ya) E 0 (mod p). 

GE 

Conform consecintei teoremei 3 rezultă de aici rezolubilivatea ecua- 
ției F = 0 în inelul 0, pentru toate valorile p care depăşesc o 
anumită margine. 
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„OBSERVAȚIE. În lucrarea Bom, B. J., Mo Cann, K., A cri- 
terion for the p-adic solubility of diophantine equations, Quart. J. 
Math. 18. N? 69, 1967, 59—63 s-a arătat că pentru orice polinom 
f = flu -- -3 2) cu coeficienți întregi p-adici se poate indica efectiv 
un număr natural d — d(f) încît orice soluţie a congrueniței f = 
=0 (mod p+?) să poată fi „ridicată” la o soluţie a ecuaţiei f = 0. 
Mai exact, aceasta înseamnă că dacă întregii p-adici a, ..., an 
verifică congrnenţa 


Bta, -. 


atunci în O, există elementele a, ..., a, astfel ca fap -..; a) = 0 
Şi o; = a (mod ptt), Deoarece problema rezolubilităţii cungruen- 
tei (10) se rezolvă efectiv, în aceasta şi constă metoda privind rezol- 
varea ecuaţiei p-adice f(t ..., 8a) = 0. 


-1 d) = 0 (mod pitt), (10) 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că dacă numerele m și p sint relativ prime, orice unitate 
p-adică e, verificind congruența e = 1 (mod p) este o putere a m-a in Rp. 


3. Să se arate că pentru p 2 rezolubilitatea congruenței ot? = 2 (mod p%, 
unde şi B sint întregi p-adici care nu se divid la p, este suficientă pentru rezolubili- 
tatea ecuaţiei gz? = B în corpul Rp. Să se demonstreze apoi că ecuaţia 


a+ y = 27 


este rezolubilă în numere întregi 7-adice, &, y, z, care nu se divid simultan la 7 (se folo- 
sește faptul că 17 + 27 = 3? (mod 72)). j 

á Se presupune că forma G = eri + <. + pri are coeficienții e; unităţi 
p-adice (p Æ 2). Să se demonstreze că dacă congruența G = 0 (mod p”) are o soluție 
astfel ca cel puţin una dintre valorile necunoscutelor să nu se dividă la p, atunci în corpul 
Rp cenația G —0 admite o soluţie nenulă. 


5. Fie forma G = art Fa + anth avind coeficienţi întregi p-adici care se divid 
la puteri ale lui p cu exponentul cel mult p — 1. Să se demonstreze că ecuația G = 0 
are o soluție nenulă în corpul Rp, dacă congruența G = 0 (mod pt?) are o soluție în 
care nu toate valorile necunoscutelor se divid la p, (În cazul p zi 2 este suficient să se 
ceară rezolubilitatea congruenţei G = 0 (mod p211)). 

6. Să presupunem că forma pătratică F = că Faas- apa are coeficienţi 
întregi p-adici (p 4 2) care nu se divid la puteri ale lui p avind exponentul mai mare 
ca 1. Să se demonstreze că dacă congruenţa F = 0 (mod p?) admite o soluţie, în care 
nu toate valorile necunoscutelor se divid la p, ecuaţia F = 0 are o soluţie nenulă în Ro. 

7. Pentru forma F = ntr +... + Inta unde g; sint întregi p-adici nenuli, se 
notează r = vp(n), s = Max (Yp(%;) > Ypl&n)) Și N = 2(r + s} 1. Să se demon- 
streze că ecuaţia F == 0 are o soluție nenulă în corpul Rp, Gacă și numai dacă con- 
gruența F = 0 (mod př) are o soluție în care cel puțin valoarea unei necunoscute nu 
se divide la p. 

8. Să se demonstreze că forma 32? + 4y% -b 5:3 == O reprezintă pe zera în corpul 
Rp pentru orice p (v. §2, problema 13). 
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Înainte mm area entre 


9. Fie. polinomul F(x, ---, Sa) CU coeficienți. întregi p-adici. Se notează prin Ca 

(m 0) numărul soluţiilor congruenței F(x. -.-> 2p) = 0 (mod p™) şise consideră seria 
09 

a(f) = >, cmt”. Există ipoteza că seria p(1), numită'seria Ini Poincaré asociată polino- 
mului F reprezintă o funcţie rațională de (. Să se determine seria Poincaré ọ(/). pentru 
polinomul F = eri +.. + Enta, unde e; sînt unităţi p-adice şi să se verifice că funcția 
ọ(i) este raţională, 

10, Să se determine seria Poincaré pentru polinomul F(£; -..> n) avind coeti- 
cienţii numere întregi p-adice, cu proprietatea că oricare ar fi soluţia congruenţei F = 

oF 

= 0 (moi p), există un indice i, 1 £i <n, astfel incit ES Æ 0 (mod p). 

11. Să se calculeze seria Poincaré a polinomului F(x, y) = x? — y’. 

12. Să se demonstreze raționalitatea seriei Poincaré peniru cazul n = 1, adică 
pentru polinoame de o variabilă (cu coeficienți numere întregi p-adice). 

13. Fie flp -.-» m) 0 formă de grad d peste inelul numerelor întregi p-adice, 
m> 0. Să se demonstreze că dacă n> d(1 + p+ ... + p”) congruența 


Nais <- -> Zn) = 0 (mod p™+3) 


admite o soluție în care cel puțin valoarea unei necunpscuie nu se divide la p. 
14. Să se arate că oricare ar fi p ecuaţia q? -p 24 — 1'7z4 =0 are în corpul Rp al 
numerelor p-adice o soluţie cu valori nenule ale necunosentelor (v. $2 problema 14). 
13. Fie f(x) un polinom cu coeficienți numere întregi p-adice ṣi y un întreg p-adic 
astfel ca Ay) = 0 (mod peth, f(y) = p5u, u fiind unitatea p-adică, iar 6> 1. Să se 
demonstreze că ecuația f(x) = 0 are în inelul numerelor întregi p-adicc o singură soluție 
z= o, sntisfăcind congruenţa a = y (mod pôt) (v. demonsirația teoremei 3). 
co 
16. Fic e(x) = £ apx” o serie de puteri formală avind coeficienții intr-un inel 
n=0 > , A f 
comutativ cu identitate D. Să se arate că dacă a, este un element inversabil al inelului, 


0o 
există o serie de puteri formală (2) = >, bpa? fără termen liber (pe D, n> 1) astiel 
n=1 A 
ca 
[2,53 


(42) = >, an(s)" = ag +r 
n=0 


relativ la operația de substituire formală a unei serii într-o serie v. cap. IV, $5, pet. 1). 
17. În condiţiile problemei 15, fie f(y) = p%%a, unde a, £ 0 (mod p). Pentru 
z= y + 25u avem 


fer -+ p8u) = fO) + F'ODp8U + apy + -.. = ppU), 


este un polinom ce coeficienți numere întregi p- 
o9 


unde p(y) = apt uy A ay? +.. 


adice sntistăcind condițiile din problema 16. Fie ẹ(y) = 5 bu o serie de puteri formală 
n= i , 

avind coeficienţii numere întregi p-adice, pentru care e(V(v)) = dt y. Să se demon- 

streze că numărul întreg p-adic a = Y + p5y( — a) satisface condiţiile : 


fa) = 0, a = y (mod p3»). 
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$6. PORME PĂTRATICE CU COEFICIENȚI p-ADICI 


În paragraful de faţă, cît şi în cel următor, vom aplica, teoria, 
care a fost dezvoltată asupra numerelor p-adice la studiul celor mai 
simple ecuaţii nedefinite. Se va considera problema reprezentării 
numerelor p-adice și a celor raţionale prin forme pătratice, Noţiu- 
nile necesare privind formele pătratice într-un corp arbitrar sînt 
expuse în ŞI Complemente. 


I. Pătrate în corpul numerelor p-adice. La studiul formelor 
pătratice într-un corp oarecare este necesar să se ştie care elemente 
ale corpului sint pătrate. Mai întîi vom studia, pătratele dir corpul 
numerelor p-adice R,. 

Se ştie ($3, teorema 4) că orice număr p-adie nenul a are o 
reprezentare unică sub forma a = pe, unde e este unitatea p-adică 
(adică unitatea din inelul numerelor întregi p-adice 0,). Dacă a 
este pătratul numărului p-adic y = přep, atunci m = 2k şi e= e, 
Prin urmare, pentru descrierea tuturor pătratelor corpului K, este 
suficient să se cunoască acele unități din 0, care sint pătrate. 


TEOREMA 1. Fie p + 2. Pentru ca unitatea p-adică 


E = Co + EP -+H esp? +... (0 Sa <p, t #0) (1) 


să fie pătrat, este necesar și suficieni ca numărul Co SĂ fie rest pătra- 
tie modulo p. 

Demonstraţie. Dacă c= n? şi p=b (mod p) (b fiind număr 
întreg raţional), atunci c, = b? (mod p). Reciproc, dacă ca = b2 
(mod p), atunci considerind polinomul F(a) = æ? — e, rezultă F(b) = 
= 0 (mod p) și F'(b)=2b #0 (mod p). Din consecința teoremei 3 $5 
se deduce existența elementului ne 0, asttel ca F(n)=0 şi 
n = b (mod p). Prin urmare e = 2, şi teorema este demonstrată. 

CONSECINȚA 1. Pentru p #2 orice unitate p-adic congruentă 

277 X. + 4. 
cu 1 modulo p este pătrat în Ry 

CONSECINTA 2. Pentru p Æ 2, indicele (E: R3?) al subgrupu- 
lui pătratelor Rž? în grupul multiplicatio al corpului numerelor p- 
adice este 4. 

Într-adevăr, dacă unitatea e nu este pătrat, atunci raportul 
oricăror două dintre numerele 1, e, p, pe nu este pătrat în corpul 
Ry. Pe de altă parte, orice număr nenul p-adic se serie ca fiind pro- 
dusul între unul dintre numerele i, c, p, pe şi un anumit pătrat. 
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Fie p # 2; pentru unitatea (1) se pune 


e +1, dacă s este pătrat în Rp 
(2) ii a în caz contrar. 


Pe baza teoremei 1, 
an 
— j=j) 
P P 
unde | <) este simbolul lui Legendre. Dacă = este un număr întreg 


LD . 
raţional relativ prim cu p, atunci simbolul introdus (= )eoincide 


evident cu simbolul lui Legendre. Se vede uşor că fiind date unităţile 
p-adice s și n, există relaţia 


(= 5 ( =] ( 3). 
p) Np) \ p) 
Să trecem la cazul p = 2. 

TEOREMA 2. Pentru ca unitatea 2-adică e 
Ro) este necesar gi suficient ca e = 1 (mod 8). l 

Demonstraţie. Necesitatea rezultă din faptul că pătratul unui 
număr impar este totdeauna congruent cu i modulo 8. Tenny a 
arăta suficiența condiţiei se consideră polinomul F(%) = 2? — e 
căruia i se aplică teorema 3 $5 luînd 3 =1 şi y Sl Dece 
F(1) = 0 (mod 8), F'(1) = 2 Æ 0 (mod 4), rezultă, pipe ai el Si 
teoreme, că există y = 1 (mod 4) astfel ca F(n) = 0 (adică e = m). 


CONSECINȚĂ. Indicele (RE: R2) al pd aie pătratelor în 
. : . . ; . ; å èk- s ka E S e 3, 
ul muliiplicativ al corpului numerelor 2-udice e 
sili uter a e i, sistemul de resturi modulo 8 
Într-adevăr, conform teoremei, sistemu. aan codul 
dat de 1,3,5,7 este în același timp un Sistem de se prezOL anți 
pentru clasele asociate grupului unităților 2-adice factorizat paa 
subgrupul pătratelor. Adăugind acestora şi produsele 2-1, 2:3, A 
2.7 se obține un sistem complet de reprezentanți ai claselor asociate 
grupului Jež prin subgrupul RE? 


să fie pčirei (în corpul 


SI et ai ais TA 

2. Reprezentarea lui zero prin forme pătratiee p-adice. Ca £ 

orice corp, o formă pătraiică nesingulară peste corpul E, pona 

adusă cu ajutorul unei transformări liniare a neđeterminatelor ia 
forma, 


gti e. F Ara (a 40) 
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(v.. Complemente, ŞI, pet. 1). Dacă a; = pte,sau a = p kti a (e; 
sint unități în 0,), după transformările phiz, = y, se ajunge la o 
formă în care toți coeficienții sînt numere întregi p-adice divizibile 
cel mult ia puterea întîi a lui p. Astfel, orice formă pătratică ne- 
singulară, peste corpul R, este echivalentă cu o formă de tipul 


F= Bi + pF, = si Haese + e, %2 + pleti E greci er?) (2) 


unde e, sint unităţi p-adice. 

Abordiud problema existenţei reprezentărilor lui zero, se poate 
considera că r> n — r. Într-adevăr, forma pF este, evident, echi- 
valentă cu forma F, + pF, Deoarece F şi pF reprezintă simultan 
pe zero, în log de P, -h pF, se poate considera forma F) -- pF. 

Fie mai intii cazul p # 2. 

TEOREMA 3. fie p #2 şi 0O<r<n. Forma (2) reprezintă 
pe zero în corpul Rp, dacă şi numai dacă una din formele Pe sau F, 
reprezintă pe zero. 


Demonstraţie. Presupunem că torma (2) reprezintă pe zero : 


ei E Sf d + pl CĂREI E +a + e, £2) = 0, (3) 


Se poate considera, evident, că toţi E, sînt întregi p-adiei şi cel puţin 
unul dintre aceştia nu se divide la p. Dacă nu toate £,,...,E, se 
divid prin p, de exemplu E£, # 0 (mod p), atunci, considerind cgali- 
tatea (3) modulo p, se obţine 


Fo( Ba ..3 E) = 0 (mod p); 


(EU 
-= (én n 9 Er) = 2e% = 0 (mod p). 
da, 


Conform consecinței 3 $5 forma F, îl reprezintă pe zero. Admitem 
acum că toate valorile £,..., 5, sînt divizibile cu p, astfel că 
sit... + 6? = 0 (mod p?). Trecem în egalitatea (3) la con- 
gruența modulo p?. Simplificînd această congruenţă cu p se găsește 


Pra -e3 En) = 0 (mod p) 


şi cel puţin una dintre valorile č.41; ..., Ča nu se divide la p. Apli- 
cînd încă o dată consecința teoremei 3 $5, rezultă că forma F, repre- 
zintă în acest caz pe zero. Întrucit suficiența, condiţiei este evidentă, 
prin aceasta demonstraţia teoremei 3 este încheiată. Din demon- 
strația făcută rezultă următoarea afirmaţie. 
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CONSECINTA 1. Dacă ey.. -> €r Sînt unităţi p-adice, atunci pentru 

2 - i 2 peprezintă pe zero în Rp, dacă 

p + 2 forma f = si t o T rAr repre p Z iy a 
si numai dacă congruenja f(X - - > 2r) = 0 (mod p) are solujt 
nală.  * o l 

CONSECINTA 2. Dacă, în aceleaşi condiţii, r > 3, atunci forma 

fas «= Oe) reprezintă totdeauna pe zero în Ry _ 

Într-adevăr, conform teoremei 5 ŞI eongruenţa fla ---, g) = 

= 0 (mod p) are o soluţie nebanală. E SA i 

Se a egalitatea (3) nu a fost folosită la demonstrația teo- 

remei 3; s-au considerat numai congruențele F =0 (mod p) şi A E 

= 0 (mod p?). Astfel, din rezolubilitatea ultimei congruențe rezulta 

că ecl puţin una dintre formele Fo Fu deci şi P, reprezintă pe Zero. 


si 


În felul acesta putem deduce următorul rezuitat. 


CONSECINTA 3. Pentru p #2 forma 2) reprezintă pe Zero, 
dacă si numai dacă congruența F = 0 (mod p°) admite : Bireta în 
care cel puțin valoarea uneia dintre necunoscute nu se an e a 

Să trecem acum la studiul formelor pătratice in corpu ORT i 
2-adice. În acest caz atît teorema 3 cit și toate consecințe e sa, 9 
nu mai sint valabile. De exemplu, pentru forma f = zi + di T w3 t 
+ ai, ecuaţia f = 0 nu are în fie soluţii nebanale (deoar eee eu ja 
f = 0 (mod 8) nu are soluţii în care cel puțin Vuluarea U e i e 
necunoscute să fie impară). Pe de altă parte, forma f -i 25 repre 
zintă pe zero în K, (teorema 6). 

TEOREMA 4. În corpul numerelor 2-adice Jorma (2) (cu Pao 
reprezintă pe zero, dacă şi numai dacă congruența F F Sri A) 
este rezolubilă, cel puţin una din necunoscute avind o va fr 4 - 

Demonstraţie. Fie F(& ..-» ba) = 0 (mod 16) astfel că nu D 
numerele întregi 2-adice & sînt divizibile cu 2, Mai întăi, î pita 
punem că ți £ 0 (mod 2) cel puţin pentru un indice i < 7, fie aces 


$ 


0 
= Îi (Ee 
g£ £ 0 (mod 2). Deoarece Flénu o. Ea) = 0 (mod 8) si da, (Ex, 
: i: : 
E.) = 22,61 = 0, (mod 4), atunci conform teoremei 3 § 5 (pen 
iru 3 "4 forma F reprezintă pe zero. Admitem acum că n: A 
„E, sint toate divizibile cu 2, adică & = 2 nkt <i Sr), y HIN 
numere întregi 2-adice. Simplificind congruența 


r # Ei i 
t an t2 $ ei = 0 (mod 16) 
i=l iZr+i 


cu 2, se obţine 


n T 
i p Da i y 
5 erki + 2 b2 g = 0 {mod 8) 
i-=1 


i=7+1 
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unul dintre numerele Gr +++; Ea nefiind divizibil cu 2. Din con- 
gruența obţinută va rezulta, ca şi mai sus, că forma Fi + 2F, repre- 
zintă pe zero. Dar atunci forma 2P, echivalentă acesteia, reprezintă 
de asemenea pe Zero, suficiența condiţiei fiind astfel dembastrată. 
n ce priveşte afirmatia reciprocă, ea este evidentă. 


Demonstrind teorema 4, am obținut totodată următorul rezultat : 


CONSECINȚĂ. Dacă congruenja E = 0 (mod 8) are pentru for- 
mele (2) (cu p = 2) o soluţie în care valoarea cel puţin a uneia din 
NCOUNOSCUEETE a, ..., 4, este impară, atunci această formă reprezintă 
pe zero în corpul R. 


TEOREMA 5. Orice formă pătratică nesingulară de cel putin cinei 
variabile reprezintă totdeauna pe zero în corpul numerelor p-adice hp. 

Demonstraţie. Se poate considera, că forma dată se scrie sub 
forma (2), unde r > n — y, Deoarece n > 5 atunci r > 3. Fie P 2; 
în acest caz, conform consecințci 2 a teoremei 3 forma Fo reprezintă 
pe zero. Odată cu forma F, și forma F reprezintă pe zero. Astfel 
teorema a fost demonstrată pentru p # 2, 

Fie acum p = 2. Dacă n — r > 0, considerăm forma „parţială”? 
J = cati + ceai + stă + 2e. O astfel de formă reprezintă tot- 
deauna pe zero în Ra. Într-adevăr, deoarece e, + ca = 2a (a este 
un număr întreg 2-adic), rezultă, că E F eg + 2e? = 2a + 2a2= 
= 2a(1 + a) = 0 (mod 4), adică e, + ep + Beat = 48, 5 fiind un 
număr întreg 2-adic. Punînd Vi = Ma = l, y = 2B, du = a se gă- 
seşte că sı 1? -H sa- 124 ca(26)* + dea? = 4B + 4p? E O n 8). 
Conform consecinței teoremei 4 forma f reprezintă pe zero. În acest 
caz F va reprezenta de asemenea pe zero. Dacă n =r atunci se ia 
drept formă „parţială” f= cati + ep + eat 4 cati + eal. Dacă 
E, + es = es -+ e = 2 (mod 4), atunci se ia a, = Da = Ma = dy == l, 
iar dacă, de exemplu, c + e = 0 (mod 4), atunci se ia a, = La = 
= 1, =a =0. În ambele cazuri eja? -t Cata -F Ex + caz = 
= 4%, y fiind un număr întreg 2-adic. Alegind 2; = 2y, se găsește 


f = 4y + 4 = 0 (mod 8), 


Aplicarea consecinţei de la teorema, 4 încheie şi în acest caz de- 
monstraţia. Teorema 5 este complet demonstrată. 

Potrivit teoremei 6 $1 Complemente din teorema, 5 rezultă, 
următoarele consecinţe. 


CONSECINTA 1. Orice formă pătratică nesingulară din R, aving 


mai muli de patru nedeterminate reprezintă toale numerele p-adice. | 


CONSEOINȚA 2. Pie forma pătratică nesingulară E(X e e 3 Da) 
cu coeficienţi întregi rationali. Dacă n > 5, atunci oricare ar fi 
modulul m congruenţa (a, ..., 2) = 0 (mod m) are o soluție ne- 
banală. 
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Într-adevăr, deoarece forma F reprezintă, pe zero în p, con- 
gruenţa F = 0 (mod p°) are pentru orice număr natural s> 1 o 
soluţie în care cel puţin valoarea uneia dintre necunoscute nu se 
divide la p. 


3. Forme binare. Unul dintre exemplele importante ale teoriei 
generale este cazul formelor pătratice binare. La acest punct va fi 
examinată problema, reprezentării numerelor corpului R, printr-o 
formă pătratică binară de tipul 


ge — y’, a £ 0, % e Ryp (4) 


(Evident, cazul general al unei forme pătratice binare nesingulare 
se reduce la acesta printr-o transformare a variabilelor şi înmul- 
i formei an anumi àr p-adic.) 

irea formei cu un anumit număr p dic.) s | 
; Mulțimea tuturor numerelor p-adice nenule reprezentate de 
forma (4) se va nota cu H,. Această mulțime are proprietatea, că, 
formează totdeauna grup faţă de înmulţire, Intr-adevăr, dacă ß a 
= e — ay’, B = si — ay? atunci, după cum arată un cale 
imediat, 


æ 2 Y 2 
BB. = (ea, ka) — alley, + ya)’, BI = (2) = (4) i 
Se mai poate da o demonstrație a acestui fapt, considerind extin- 
ătratică a i iți ă fie 

a pătratică R,„(Va) a corpului Rp (eu condiția ca a să nu 
e zile in Rp)- Egalitatea B = a" — «y? este echivalentă cu faptul 
că 8 este normă a numărului £ = g + Wa din Ra). Dacă însă 
P = (E) si P, = N(&), atunci BB = N(EE) şi pi = (E, 
Dacă a este pătrat în £p, atunci forma (4) Xeprezinţă. pe zero și 
deci toate numerele din R,. În acest caz H, coincide cu tot grupul 
ltiplicativ Rf al corpului Te. s l 
ma Droetece forma (4) reprezintă evident toate pătratele corpului 
R, (pentru y = 0), atunci R22? c H,. Indicele (R3 : Rg”) este însă 
finit, conform consecințelor teoremelor 1 şi 2, şi cu atit mai mult şi 
grupul H, are indice finit în Rž. | 
TEOREMA 6. Dacă numărul ae R* nu este pătrat, atunci 
(Rž: Ha) = 2. = . 
Demonstraţie. Se observă mai întîi că forma (4) reprezintă numă- 

rul p-adic 6, dacă şi numai dacă forma, 


ag? + py? a: g2 (5) 


îl reprezintă pe zero (Complemente, ŞI, teorema, 6). Condiţia, ca zero 
să îi el al prin forma (5) nu se schimbă prin înmulţirea cu 
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pătrate ale lui œ și 8. Din această cauză putem considera pe «œ şi 
B ea tăcind parte dintr-un sistem de reprezentanţi ai corpului R 
relativ la subgrupul pătratelor R*2. 

Fie mai întîi cazul p # 2. Vom arăta că H, + R2. Aceasta se 
constată imediat dacă — æ nu este pătrat (deoarece — «e Ha) 
Dacă — « este pătrat, atunci forma 4? — ay? este echivalentă cu 
forma g’ y”, care reprezintă toate unităţile p-adice (consecinţa 2 
a teoremei 3); prin urmare H, nu coineide în acest caz cu RE. Vom 
arăta că I, nu coincide nici cu Rž (dacă, evident, ag R*2). Într- 
adevăr, considerind o unitate p-adic s care nu este un pătrat, 
valori ale lui a pot fi numai e, p şi pe. Conform însă teoremei 3 (și 
teoremei 10 ŞI Complemente) forma (5) nu reprezintă pe zero pentru 

= 6, 8 = p yi pentru a = p, pe, 6 = a. Aşadar, H, # hf. Se 
aplică acum consecința 2 a teoremei 1. Deoarece R* > H, > R#?, 
indicele (R$: H.) trebuie să fie divizor al indicelui (Rž : RE?) = 4. 
Conform celor demonstrate acesta nu poate fi nici 4 nici 1. Prin 
urmare (R$: H,) = 2, şi teorema 6 este demonstrată pentru cazul 
Da. 

Fie acum p = 2. În acest caz R*/R*: are 8 elemente, pentru 
care se pot lua drept reprezentanţi numerele 1, 3, 5,7, 2-1, 2-3, 
2-5, 2-7. Vom considera de aceea că a si 8 din forma(5) coincid cu 
aceste numere şi vom clarifica în care cazuri această formă reprezintă 
pe zero din BB. Răspunsul este dat de tabelul de mai jos, în care 
semnul + indică faptul că pentru « şi R corespunzătoare forma (5) 
reprezintă pe zero în Fa, iar lipsa vreunui semn corespunde formelor 
care nu reprezintă pe zero. (Datorită simetriei în « şi B a formei (3) 
tabelul va fi simetric față de diagonala principală.) 


> 


| i | | 
3 | 5o j7 2-1 2:3 | 2-5 | 2.7 
i i 
| ji 3 
Lo J o= l b +a +a 
zi le 
+ ps 183 + | (a 
+ + i + 
OEA ORE at EE le aa E 
pi E 
+ +f | 
-+ + + 


Se vede că pe fiecare linie, cu excepția primei, semnul + apare 
de cîte patru ori. Aceasta înseamnă că pentru orice ae Rž, care nu 
este pătrat, există exact patru clase asociate subgrupului Ra, repre- 
zentabile prin forma (4). Aşadar, (Ha: Ri?) = 4 şi deoarece (bă : 
; Rž?) = 8 (consecinţa teoremei 2) rezullă că (RE: Ha) = 2. | 

Verificarea, tabelei se face pe baza rezultatelor de la pet. 2, 
Fie a = 3s, B = 2y, unde e şi n sint unităţi 2-adice şi fie 


de? + 2 yy? — z = O. (6) 
Valorile lui æ, y și 2 pot fi, evident, considerate ca fiind întregi 
i y € a RSI E 
și nedivizibile simultan la 2. Este clar că z = 0 (mod 2) şi că æ gi y 
nu se divid simultan la 2 (în caz contrar membrul sting al egalității 
(6) s-ar divide la 4). Punind z = 2t egalitatea (6) devine 


r- 


cg? + ny? — 2e = 0, 


are, conform consecinței teoremei 4, este echivalentă cu 0 congru- 
ență modulo 8 (cu æ şi y impari). Deoarece w? = y* = 1 (mod 8) 
şi 212 = 2 (mod 8) sau 2t? = 0 (mod 8), rezultă deci că rezolubili- 
tatea ecuaţiei (6) este echivalentă cu valabilitatea cel puţin a uneia 
dintre congruențele 


s + = 2 (mod 8) €+ n = 0 (mod 8). 


Fie acum a = 2s, B = m. Din egalitatea Zew? -+ ny? — z” = 0 
(cu x, y și 2 numere întregi 2-adice, care nu se divid simultan la 2) 
aceleași considerente conduc la y£ 0 (mod 2) şi zÆ 0 (nod 2). 
Prin urmare valabilitatea acestei egalităţi (conform aceleiaşi con- 
secințe a teoremei 4) este echivalentă cu verificarea cel puţin 2 
uneia dintre următoarele congruenţe : 


2e + m = 1 (mod 8), y = 1 (mod 8), (7) 


corespunzător cazurilor 2 y æ și 2 je. ai 28 

Rămine să fie considerat şi cazul a = £, 8 = n. Dacă numerele 
întregi 2-adice w, y, z din egalitatea ea” + ny? = 22 = 0 nu se divid 
toate la 2, atunci exact unul dintre ele se divide la 2, iar celelalte 
două nu se divid. Dacă z = 0 (mod 2), atunci cæ? + ny? = s + 
+ y = 0 (mod 4), de unde se deduce că sau e = 1 (mod 4) sau 
a = 1 (mod 4). Dacă însă zÆ 0 (mod 2), atunci 4 + py = 1 (mod 
A) si deoarece unul dintre numerele & sau y trebuie să fie divizibil 
prin 2 iar celălalt nu, se obţine din nou că este valabilă cel puțin. 
una din congruenţele 


e = 1 (mod 4), y = 1 (mod 4). (8) 
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Reciproc, să presupunem, de exemplu, că e = 1 (mod 4). Atunci 
congruența ew? -+ my? — 22 = 0 (mod 8) este verificată pentru æ = 
= 1, y = 0, z= 1, dacă e = 1 (mod 8) şi pentru æ = l, y = 2, 
a = 1, dacă v = 5 (mod 8), deci forma eg? -+ ny? — z? reprezintă 
pe zero. 

Odată cu verificarea tabelei se încheie însăşi demonstraţia, 
teoremei 6. 

Din teorema 6 rezultă că pentru numărul p-adic æ 3 0, care nu 
este pătrat, grupul factor R*/H, este un grup ciclice de ordinul 2. 
Se poate stabili un izomortism al acestui grup-factor cu grupul 
{— 1,1} al rădăcinilor de ordinul al doilea din 1. Unicul izomorfism 
între R/H și {— 1,1} pune în corespondenţă  subgerupului H, 
numărul 1 iar clasei de echivalență 8H, distinctă de H,, numărul 
—1. Este însă mai comod să se considere homomorfismul grupului 
Rp pe grupul (--1, —1) avînd nucleul H., deoarece atunci avem de-a 
face cu o funcție definită pe Ry (şi nu pe grupul factor Rp Ha). 


DEFINIȚIE. Definim simbolul (a, $), pentru numerele p-adice 
nenule a și B, ca avind valorile 1 sau —1 în funcție de cazul când formă 
ag? + By? — 2? reprezintă sau nu pe zero în corpul R,. Simbolul 
(a, B) se numește simbolul lui Hilbert. 

Rezultă direct din definiţie că dacă « este un pătrat, atunci 
(x, B) = 1 oricare ar fi B. Dacă însă a ¢ Ry, atunci (a, B) == 1, dacă 
şi numai ducă Be H,. Se obţine uşor din aceasta că, oricare ar fi 
a £ 0 funcția B — (a, B) este un homomorfism al grupului R, pe 
grupul (—1, 1! avînd nucleul H,. Cu alte cuvinte, este valabilă 
formula 


(a, Pad) = (a, Bi) (as Ba) 09) 


Deoarece valoarea simbolului (a, 8) depinde numai de rezolu- 
bilitatea ecuaţiei x? + py? — 2? = 0, care este simetrică în a şi f 


? 
deducem 


(P, a) = (a, B) (10) 
de unde pe baza relaţiei (9) rezultă, 7 
; (arn a B) = (a, B) (a, 8). (11) 
Se mai constată că E 
(& —a) = 1, (12) 


oricare ar fi «e R? (deoarece ecuaţia aw? — ay? — 2? = 0 are soluţia, 
æ = y = l, 2 = 0), deci din relaţia (9) rezultă 


(a, a) = (a, — 1). (13) 
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- Ținînd seama de formulele (9)—(13), calculul. simbolului (a, $) 
se reduce în general la calcului valorilor (p, e) Si (e, m), unde x nA 
sînt unități p-adice. Într-adevăr, dacă a = ps, B = pm, dator 
acestor formule se verifică relațiile 


(pëe, pin) = (p, p'e, php, nY (e, n) = 
= (p, cint (— 1) Xe, n) 


Să caleulăm simbolurile (p, e) şi (e, 7). Dacă p 4 2, conform 
teoremei 3 forma pæ? +- sy? — 2° reprezintă pe zero, dacă şi numai 
dacă ey? — <2 reprezintă pe zero, adică dacă unitatea s este un pătrat. 


În acest mod (p, 2) = (< pentru pz2 (v. pet. 1). Apoi, în virtutea 
| p 


; gase? mnis z 
consecinței 2 a teoremei 3, forma eg? -+ nyt — z reprezintă Ae 
deauna pe zero, deci (s, 9) = 1, oricare ar fi unităţile p-adice = și 

(p 22.) A wa i 
i ik cazul p = 2 valorile simbolurilor (2, 1) şi (e, n) pentru uni 
tăţile 2-adice < și n au fost de fapt determinate în cursul Sau 
straţiei teoreinci 6. Într-adevăr, conform relaţiei (7) (Penim e = 1) 
forma 2 — g? reprezintă Z acă si numai dacă n = 
forma 2g? yy? — 2? reprezintă pe zero, dat și numai di A 
= +1 (mod 8). În consecință (2, n) =(— 1) 8 . Am văzut A 
forma- eg? + my? — 2? reprezintă pe zero, dacă şi numai dacă este 
valabilă cel puţin una dintre congruenţele (8). Prin urmare 


e—1 N~! 


(e =(= 


Formulăm rezultatul obținut în următoarea teoremă. 
TEÒREMA T. Pentru unităţile p-adice e şi n} valorile simboluri- 
lor lui Hilbert sînt date prin formulele (p, =) și (e, n): 


(p, =) =(=} (e, n) = 1 peniru p #2; 
p 


iasi. sora 

(2, e) = (— 1)Ë, (s, n) = (— 1) ? 2 pentru p =2. 

i i i i i Hi t dă posi- 

4. Eehivalenţa formelor. binare. Simbolul lui Hilbert d 

bilitatea să se scrie explicit condiția de echivalență a două forme 
binare pătratice nesingulare în corpul R,. Fie f(z, y) şi g(x, y) două 
astfel de forme cu coeficienți din R, și (f), respectiv ò(g) discrimi- 
nanții lor. Pentru echivalența formelor f și g este necesar ca ò(f) 
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A (g) să difere printr-un factor aparținind lui Ry” (Complemente 
š i eine 1). Pentru a formula încă o condiţie necesară de echi- 

a, ență, care să asigure Împreună cu cea amintită și suficienta, vom 
demonstra următoarea teoremă. i o? 


P Potro 8. Oricare ar fi numărul p-adic nenul o, reprezentat 
d către forma binară f avînd discriminantul 5 # 0, valoarea sim- 
olului lui Hilbert (u, — 5) este aceeasi. 


ai Demonstraţie. Fie două numere p-adice nenule o și « reprezer 

tabile prin forma f. Conform teoremei 2 ŞI Complemente fagi T 
este echivalentă, cu o formă f, de tipul ag? -j Bye. Deoarece a! o 
repr zentat și de către forma fy a'== aw? -+ ay, de unde se ded 
că aa’ =- aBYo — (ao)? = 0, ceea ce înseamnă, că, forma, ag'a? D 
— apy“ — 2? reprezintă pe zero şi prin urmare (ax, — ap) == 
af se deosebeşte însă de ă printr-un pătrat, de aceea, (a? -- e 1 
şi, conform proprietăţii (11), (a, — 3) = (a, — 8), € e şi 0 

strează teorema. ie 3 carii 

Pentru forma binară f se ei j i i 
ea cra preiei J se poate introduce un nou invariant, con- 


a fiind orice număr nenul p-adic reprezentabil prin forma f. 


r a y . . 
= ae 9, Pentru ca formele pătratice binare nesingulare f și 
g să fie echivalente în corpul R, este necesar gi suficient ca : i 


1) 5(f) = dig), ye RŽ; 
2) af) = elg). 
Demonstraţie. Necesitatea ambelor iții i 
no! „ Nece a condiții este evidentă. Pen- 
tru a demonstra suficiența arătăm că în condițiile teoremei f by 
reprezintă unele şi aceleaşi numere p-adice. Fie numărul ye Ri 
p 


reprezentat de către forma g. Pres i ă 
I . Presupunînd că f este adusă 1l ’ 
at” -+ By’, se obtine că ne datat 


(a, — aB) = e(f) = elg) = (y, 


de unde 


3(9)) = (y, — aß), 


(va, — aß) =1. 


Conform definiției simbolului 


in lui Hilberi aceasta 


înseamnă că, 
, 
pain? — af? — g =0 
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este rezolubilă în æ, y, z nenuli. Atunci 


y =— 8% 2) -}- (27) 
HA w 


adică y este reprezentat şi de forma f. Echivalenţa, formelor f şi g 
rezultă acum din teorema 11 ŞI Complemente. 


5. Observaţii asupra formelor de grad superior. Teorema 5 
asupra formelor pătratice în corpul F, se încadrează în problemele 
des întilnite în teorie de următorul gen : „totul este în regulă, dacă 
numărul variabilelor este suficient de mare”. În cazul nostru „in 
regulă” înseamnă că forma pătratică reprezintă pe zero în corpul 
numerelor p-adice, iar „suficient de mare”, că numărul variabilelor 
este cel puţin cinci. Este foarte interesant să se urmărească acest 
fenomen în continuare pentru forme de orice grad peste corpul 
numerelor p-adice. 

Punerea exactă a problemei constă în următoarele. Se fixează 
numărul prim p. Pentru orice număr natural r să se găsească cel 
mai mie număr N,(r) cu proprietatea că orice formă de grad r eu 
coeficienţi p-adici, al cărei număr de nedeierminate este mai mare 
ca N,(7), să reprezinte pe zero în corpul R, al numerelor p-adice. 
Existenţa unui astfel de număr finit V,(7), care nu este deloc evidentă, 
apriori a fost demonstrată de Brauer (BRAUER, R., A note on sys- 
tems of homogeneous algebraic equations, Bull. Amer. Math. Soc. 
51, 1945, 749—755). Evaluare: obţinută în demonstraţia sa este 
votuşi extrem de mare. 

Se stabileşte nşor că 

| . N (r) > r. (14) 
Pentru demonstrarea inegalității (14) trebuie demonstrat că oricare 
ar fi r există forme de grad r avind 7? nedeterminate, care nu repre- 
zintă pe zero în corpul numerelor p-adice. Să construim un exemplu 
de astfel de formă. În acest scop ne amintim că la ȘI, pet. 2 din acest 


capitol a fost construită o asttel de formă P(a ..-, Va) de gradul 
n în n nedeterminate, încii congruență 
Fie, <- -3 2a) = 0 (mod p) 
să aibă soluția unică 
a = 0 (mod p), .--, Za = 0, (mod p}. (15) 


Notăm 
D(a, -- 23 La) = FU -ey Ba) H PE( «ooy ai) Te: 


Laa p(n +- y Bre) 
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şi vom demonstra că forma ® nu reprezintă pe zero în corpul nume- 
relor p-adice. Presupunem contrariul, şi anume că ecuatia 


D(L, m) = 0 (16) 


are o soluție nebanală. Se poate considera pe baza omogeneității 
lui P că toate necunoscutele sint întregi şi cel puţin una dintre 
acestea nu se divide prin p. Considerind (16) ca o congruenţă, modulo 
p, se. obţine F(a, ..., 8) = 0 (mod p), astfel că din (15) rezultă 
X, = Pli, en Du = pa. Egalitatea (16) se scrie acum 

p'E(a 25 Pon) ot 


sny La) T PElEnr ee 


5) + PIE (En ntis e... Lune) = 0 


sau, după shnplificarea cu p, 


P( au oeer an) F ese F PTE Ens 


...3 Laz) A 
-p pP IR wi aan 


Se deduce de aici că Lai, -> -, Von SE Qivid prin p. Repetind de n ori 
acest raționament, deducem că toate numerele &, ..., dm: se divid 
prin p, ceea ce contrazice ipoteza. 

Teorema 5 arată că N,(2) = 4. Demianov şi Lewis au demonstrat; 
că orice formă cubică peste corpul numerelor p-adice al cărei număr 
de nedeterminate este mai mare decît nouă reprezintă pe zero; 
cu alte cuvinte, N (3) = 9 (DEMIANOV, B. N., Despre formele 
cubice din corpurile discrete normate, Com. Acad. Şt. a URSS 74, 
Ne 5, 1950, 889—891; Lewis, D. J., Cube homogeneous polyno- 
mials over p-adic number fields. Ann. Math. 56, N23, 1965, 473 — 
478). În continuare Ax gi Kochen, aplicînd o metodă foarte origi- 
nală, aparţinind logicii matematice, au stabilit că pentru r fixat este 
valabilă egalitatea N,(r) =r? aproape pentru toate numerele p, 
adică pentru toate, exceptind un număr finit (AX, J., KOCHEN, S., 
Diophantine problems over local fields I, Amer. J. Math. 57, Ne 3, 
1965, 605 —630). | 

Mult timp s-a presupus ca plauzibil faptul că inegalitatea (14). 
este în general o egalitate. Această presupunere era confirmată şi 


n 
de faptul că formele diagonale” Y, ax; dau totdeauna o reprezentare 
dal 
nebanală a lui zero în corpul numerelor p-adice, dacă numărul n 
al nedeterminatelor este mai mare decât n? (DAVENPORT, H., LEWIS, 
D. J., Homogeneous additive equations, Proc. Roy. Soc. A 274, 
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-onean n. = -e e 


N2 1359, 1963, 443—460). Această presupunere s-a dovedit a fi 
falsă. Să considerăm următorul exempiu. _ i 
Fie p un număr prim impar. Considerăm polinomul 


hia, y) = ær) — y?) ea J (x-1? gpl - gpl gple=t), 


Dacă numerele întregi p-adice « şi y nu se divid prin p, atunci 
gt- =1+pa şi y! = 1 + pb cu a şi b întregi, deci 


Hz, y) = (L + pa)? + (1 + pb}? — za > pa)? -41+ pb) + 


+ + pal + pb), 
de unde 
h(s, y) = i (mod p°). (17) 


-` Dacă unul dintre numerele æ și y, este divizibil prin p, iar celă- 
lalt nu, atunci congruenţa (17) va îi evident satisfăcută. Astfel, 
sau valoarea polinomului A(x, y) satisface congruență (17), sau în- 
tregii æ gi y se divid simultan la p. 

Este clar că polinomul 


g = MEn Ba) -H (as wa) + -o H Mani La) 


cu m = 2(p? — 1) nedeterminate are următoarea proprietate : dacă 
în inelul numerelor întregi p-adice este satisfăcută congruenpa 


NI 


Illas -> -> La) = 0 (mod p°), 


atunci toate numerele zl <i <m) se divid la p. 
Să notăm acum 


E m 8 
2 


8 = 


şi să considerăm polinomul 


D(t, it au] Lms) P giti, lei | Cr) = POL + Tae S am) T AA 


oee H PETI Emish es Cms) 


8l 


Acest polinom este o formă de gradul r = p(p — 1) în ms variabile. 
Aplicînd ecuaţiei O = 0 acelaşi raționament care a fost făcut mai 
sus (cu singura deosebire că în loc de modulul p se va considera 
modulul p?), se verifică imediat că această ecuaţie admite în corpul 
numerelor p-adice numai soluția banală. Totodată numărul nedeter- 
minatelor formei P este 


pit-i) 
ms = 2(p? — 1) ? = p(p +1)p — 17, 


a 


adică mai mare decit r? == p*(p — 1). 

Alte exemple avind un caracter analog sînt furnizate de proble- 
mele 16 şi 18. În toate exemplele expuse aici formele au gradul par. 
Nu s-au găsit; exemple anuloage pentru forme de grad impar. 

O anumită imagine asupra comportării funcţiei N„(r) o dă urmă- 
torul rezultat al lui Browkin (BROWERIN, J., On forms over p-adic 
fields, Bull. Acad. polon. sei. Ser. sci. math, astronom. et phys. 
14, N? 9, 1966, 489—492). Fie numărul prim p şi numărul real e > 0 
(oricât; de mic), fixate. Există atunci un număr real M, astfel încît 
pentru orice m> M numerele r = (p — 1)p” satisfac inegalitatea 


N (r) > pe, 
Probleme analoage pot fi puse şi pentru sistemul de ecuații 


Pia oy La) = 0, 


Fa ooe, La) = O, 


în care F}, ..., Fp sînt forme cu coeficienți p-adici avînd gradele 
respectiv 7 -..,7p Pentru cazul a două forme pătratice (k = 2, 
r, = r, = 2). V. P. Demianov a demonstrat că pentru m > 8 sistemul 
(18) are o soluţie nebanală (o demonstraţie simplă a acestui rezultat 
al lui Demianov poate fi găsită în lucrarea: BIRON, B. J., LEWIS, 
D. 3J., Murruy, T. G., Simultaneous quadratic forms, Amer. J. 
“Math. 84, N2 1, 1962, 110—115). 


PROBLEME 


1, Să se demonstreze următoarele proprietăți ale simbolului lui Hilbert : 
1) (œ 1 —a) = +1, «i; 

2) (e B= ap va -+ Bn? #05 

3) (ay, By) = (o B) (x — aß) l 


%. Expresia cp(f}={(—1, =): I (e, &;), asociată formei pătra a, 24 
z sijan 
+- Hantha; € R5) se numește simbolul lui Hasse. Să se demonstreze că dac: 


5 este discriminantul formei f, atunci 
ep(az? | f) = cofe — 3), epla? $ Bu? $ D= ealab, — 32, 8). 


3. Considerăm forma pătratică nesingulară f= auzi +... + Anin cu coeficient, 
p-adici, care reprezintă numărul y Æ 0 din Ry- Să se arate că se poate determina reprezen- 
tarea y =a Ei Hoe ama, (Ei € Rp) astfel ca toate F,secțiunile” yp = eE + 
+... + arka Sk < n) să fie nenule (se folosesc teoremele 5 și 8 §1 Compicmente) 

4. Păstrind notaţiile, să se demonstreze că forma f este echivalenlă cu o formă 
diagonală de tipul g = wyi F Bay + -H BaYn pentru care cp(9) = Cplf). (Se demon- 
strează, în prealabil, că forma gx? + Bg? se reduce, în urma unei transformări r = 
pă — vY, y = vX -- uxY (au? -+ BY = y st 0) la yX? + afyY?, astfel ca (e, B) = 
= (Y. _xpy).) 

5. Să se demonstreze prin inductie asupra namărului nedeterminatelor că două 
forme pătratice nesinsulare diagonale echivalente peste corpul Rp au una şi aceeași 
valoare a simbolului lai Hesse (se foloseşte teorema 4 Și Complemente). Simbolul lu: 
Hasse se poate acum defini pentru forme pătratice nesingulare arbitrare: dacă forma j 
este echivalentă cu forma diagonală fẹ, atunci ca(f) = cp(h)- 

6. Fie f, și fe două forme pătratice peste corpul Rp avind discriminanţii nenuli 
õp respectiv, 5,. Să se demonstreze că 


colf F fe) = cpt) eof t —1) (8 8). 


7. Tie fo formă pătratică necingulară peste corpul Rp, 8 diseriminantul său și a 
un număr nenul! din corpul Rp. Să se arate că 


n+l 
aR DA aK i 2 
plaf) = Cplf) (a. (-— 1) 8), dacă n este impar, 


|3 


LS 


cpl) (e (—1) 


D)’ dacă n este par. 


8. Să se arate că o formă pătratică nesingulară în trei nedeterminate peste corpul 
Rp reprezintă pe zero, dacă și numai dacă ecp(f) == + 1 
a 9. Fie fo formă pătratică nesingulară în trei nedeterminate peste corpul Ry 
și 8 discriminantu! său. Să se demonstreze că f nu reprezintă pe zero în Rp, dacă și nu- 
mai dacă 8 este un pătrat în Rp $i epf) = — 1. 
| 10. Fie f o formă pătratică nesingulară peste corpul Rp avind n nedeterminate 
și 5 discriminantul său. Să se demonstreze că f reprezintă numărul p-adie nenul a 
dacă și numai dacă este îndeplinită una din următoarele condiţii : ' 

i) n =i şi gô este pătrat în Ry; 

2) n= 2 și cp(f)= (~a, — 8): 

3) n= 3, — oò este pătrat în Rp $i epf) =1: 

4) n= 3 şi — gð nu este pătrat în Ryp: 

5) n 4. 

11. Să se determine în ce condiţii o formă pătratică nesingulară peste corpul R3 
nu reprezintă pe zero (în mod nebanal), însă reprezintă totuși orice alt număr p-adic. 
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12. În ce corpuri de numere p-adice forma 2x? — 157? + 1422 nu reprezintă pe zero? 

13. Ce numere 5-adice sint reprezentate de forma 2x? -+ 5y2? 

14. Fie f şi f” două forme pătratice nesingulare peste corpul Rp, avind cite n ne- 
determinate, iar 5 şi 5” diseriminanţii acestora. Să se arate că aceste forme sint echiva- 
lente, dacă și numai dacă cp(f) = cp(f) și è = 5'o(ue Rp). 

15. Să se arate că în inelul întregilor 2-adici polinomul 


h(x, y, z) = xt + pt z4 — xyz (x + y + z) — (2y? + y2 + zax?) 


are proprietatea că dacă cel puţin una dintre valorile lui x, y, z nu este divizibilă prin 
2, atunci h(x, y, z) = 1 (mod 4). 
16. Fic h(x, y, z) polinomul din problema precedentă. Se notează 


Olas eo To) = (Ta Too Ly) (a Lgs Lo) A (To ta Xo), 


D(is ois taa) = Olli > 09) + Agl Do ---> 8): 


Să se demonstreze că forma Ọ admite în corpul numerelor 2-adice numai reprezentarea 
banală a lui zero. 


17. Fie, pentru p Æ 2, 


p—1 p—1 1 
MEg -ss Ep1) = jA able- 1) 4 Y Ey (—1) o a ah 


i=l s=2 


unde qg este polinomul simetric omogen în nedeterminatele ty, 
monomul 


-> Xp determinat de 


(Po -s+ (a, ap Pi O <s Lsp i). 
Să se demonstreze pentru forma h că 
h(t» - -s £p) = 1 (mod p?) 
numai dacă «x; Æ 0 (mod p) cel puțin pentru un indice i (1< i <£ p — 1) (congruența 


este considerată în inelul întregilor p-adici). 
18. Cu notațiile din problema 17, fie 


Ilar -+v Em) = (Eis e: Epa) H A(Ep -s Capo) H- t h(tmopra s- Tm) 
unde m = (p —1)(p? — 1). Să se demonstreze că în inelul întregilor p-adici forma 


Dar, -+ -3 Ems) =9 (Tzs - - -s Em) H DPEO(myao -+ o Lom) e + = + P25Dg (memo -<-> Lms) 
p(p =1) 
2 


admite 


1 
de gradul p(p —1) în 3 p(Pp + 1)(p — 1) nedeterminate (: = 


mumai reprezentarea banală a lui zero. 


19. Fie p Æ 2. Să se arate că grupul claselor Witt al corpului numerelor p-adice Rp 
este produsul direct între patru grupuri de ordinul 2, dacă p= 1 (mod 4) sau 
între două grupuri ciclice de ordinul. 4, dacă p = 3 (mod 4). 
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20. Să se demonstreze că grupul claselor Witt al corpului numerelor 2-adice 
este produsul direct între trei grupuri: unul ciclic de ordinul 8 şi două grupuri de 
ordinul 2. 


ŞT. FORME PĂTRATICE RAŢIONALE 


1. Teorema Minkovski-Hasse. În acest paragraf este expusă de- 
monstrația uneia dintre cele mai frumoase rezultate ale teoriei 
numerelor, așa-numită teoremă Minkovski-Hasse, despre care s-a 
amintit la începutul capitolului. 


TEOREMA 1  (Minkovski-Hasse). O formă pătraiică cu coeficienți 
raţionali reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale, dacă și 
numai dacă aceasta reprezintă pe zero în corpul numerelor reale și 
în toate corpurile numerelor p-udice (pentru toate numerele p prime). 

Demonstrația acestei teoreme depinde esenţial de numărul 
nedeterminatelor n ale formei pătratice. Pentru n = 1 afirmaţia 
teoremei este banală. Pentru cazul n = 2 demonstraţia sa este simplă. 
Dacă, forma pătratică raţională binară f de discriminant nenul d 
reprezintă pe zero în corpul numerelor reale, atunci — d>0 (v. 
Complemente, ŞI, teorema 10); în consecință, — d = ph... pë, 
unde p; sînt numere prime distincte. Dacă f reprezintă pe zero în 
corpul Rp, atunci, deoarece —d este pătrat în Kp; exponentul k; 
trebuie să fie par (i = 1,2,...). În acest caz însă — d va fi pătrat şi în 
corpul numereior raţionale R și prin urmare f reprezintă pe zero în R. 

: Demonstrația teoremei pentru n > 3 este mult mai complicată. 
Diferitele cazuri care se prezintă sint tratate în punctele următoare. 
Să facem mai întii unele observaţii. 

Vom admite ipoteza că forma pătratică considerată f(x, ... 
3%) are coeficienții numere întregi, raţionale (în caz contrar 
se înmulțește forma cu numitorul comun al coeficienţilor). Este 
clar că rezolubilitatea ecuaţiei 


Ja eey La) = 0 (1) 
în corpul numerelor raționale X sau în corpul numerelor p-adice Rp 
este echivalentă, pe baza omogeneității, cu rezolubilitatea sa în inelul 
numerelor întregi raționale Z, respectiv în inelul numerelor întregi 
p-adice 0,. În ce priveşte rezolubilitatea acestei ecuaţii în numere 
reale, ea este echivalentă, cu faptul că f este o formă nedefinită. Pe 
această bază, folosind şi teorema 2 $5, teorema Minkovski-Hasse 


se poate enunţa astfel : 


Pentru rezolubilitatea ecuaţiei nedefinite (1) în numere întregi 
raționale este necesar şi suficient ca forma f să fie nedefinită şi pentru 
orice modul de tipul p” congruența 


(au - - 3 na) = 0 (mod p”) 
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să aibă o soluție în care valoarea cel puțin a unei dintre necunoscute 
să nu se dividă la p. 

Conform teoremei 5 $6 orice formă, de mai mult de cinci nedeter- 
minate reprezintă întotdeauna pe zero în corpul numerelor p-adice. 
Prin urmare, pentru astfel de forme, teorema Minkovski-Hasse se 
formulează în modul următor : 

Pentru ca o formă pătratică rațională nesingulară de n > 5 nede- 
terminate să reprezinte pe zero în corpul numerelor raliongle, este 
necesar şi suficient ca aceasta să fie nedefinită. 

Astfel, trebuie verificată condiţia de rezolubilitate în corpurile 


aceste valori ale lui n teorema Minkovski-Hasse furnizează de age- 
menes un criteriu de rezolubilitate al ecuaţiei (1). Într-adevăr, 
dacă forma f este adusă la o sumă de pătrate f == Ð aa, pentru 
namere prime p impare care nu divid nici unul din coeficientii a; 
forma f reprezintă, întoticauna pe zero în F, pentru » > 3, pe baza 
conseeinţei 2 a teoremei 3 $6. Aşadar, se supun unei verificări prac- 
tice nymaj un număr finit de numere prime p. Problema reprezen- 
tării lui zero de către o formă f în corpul E, se rezolvă pentru 
fiecare dintre aceşti p cu ajutorul teoremelor din paragraful prece- 
dent. í 

Pe baza teoremei 6 §1 Complemente rezultă următoarea afir- 
muie, 

CONSECINȚĂ. Pentru ca o formă pătratică nesinqulară cu coefi- 
cienţi raţionali să reprezinte numărul rațional a este necesar şi suficient 
ca să-l reprezinte pe a în corpul numerelor reale şi în toate corpurile 
numerelor p-adice R,. me ae 


2. Forme de trei nedeterminate. Să trecem la demonstrarea 
teoremei Minkovski-Hasse. Mai întîi să analizăm cazul n = 3. Pen- 
tru formele de trei nedeterminate teorema 1 a fost demonstrată 
(în termeni puţin diferiţi) încă de Legendre. Formularea lui Legendre 
este dată în problema 1. 

Presupunem că forma este adusă la o sumă de pătrate ax? + 
+ ay? + aaz? Nedutinirea formei înseamnă că nu toţi coeficienții 
du a d; au acelaşi semn. Inmulţind eventual forma cu (— 1), se 
ajunge la cazul cind doi coeficienţi sînt pozitivi şi unul negativ. În 
afară de aceasta, putem presupune că numerele a, da, €g sînt. întregi, 
libere de pătrate şi relativ prime două cite două (se poate simplifica 
cu divizorul comun). Dacă, de exemplu, a, Și a, au divizorul comun 
p, atunci înmulţind forma cu p şi considerind pz şi py ca noi nedeter- 
minate, se obține o nouă formă avînd coeficienţii e ec Das. 

P p 
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Repetind de citeva ori acest proces, putem înlocui forma. dată cu 
una de tipul 

l ax? + by? — ez? (2) 
în care coeficienții întregi pozitivi a, b, e sînt relativi primi doi cîte 
doi (şi liberi de pătrate). 

Fie p un divizor prim impar oarecare al numărului c. Deoarece 
prin ipoteză forma (2) reprezintă pe zero în Rp, pe baza teoremei 3 
$6 şi a consecinței 1 a acesteia, congruența aa? + by? = 0 (mod p) 
are o soluţie nebanală, fie aceasta (£o, Yo) Atunci pentru forma 
az? + by? există descompunerea modulo p în factori liniari : 


ax? + by = ayy (Yo +- YLA EY -— Y£) (mod p). 


Acelaşi lucru este, evident, valabil şi pentru forma (2), adică este 
valabilă congruenţa 

ag? + by? — ez? = LPs, y, 2)MP(ay2) (mod p) (3) 
in care LP şi MY sint forme liniare cu coeficienţi intregi. Congru- 


enfe analoage sînt indeplinite şi pentru divizorii primi p impari 
ai coeficienţilor a şi b şi de asemenea pentru p = 2 deoarece 


ax? -+ by? — ez? = (ax + by — ez)? (mod 2). 
'onsiderăm formele liniare L(x, y, z) şi M(w, y, 2) astfel încît 
L(a, H, 23) = Lo, Y, z) (mod P) 


Mix, y, 2) = Mæ, y, 2) (mo 


oricare ar fi divizorii primi p ai coeficienţilor a, b şi e. in acest ca 
din congruentele (3) deducem 
ax? + by? — ez? = Lw, y, 2) M(x, y, 2) (mod abe). (4) 
Vom da nedeterminatelor v, y, e valori întregi satistăcînd con- 
diţiile 
0<a<Vbe, 0 <y <Va, 0 <z < Vab. (5) 


Dacă eliminăm din consideraţiile noastre cazul a = b = e= 1 (pen- 
tru forma z2 + y2 — 22 afirmaţia teoremei este evidentă : această, 
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formă reprezintă pe zero în orice corp), atunci pe baza faptului că, 
a, b şi c sint relativ prime două câte două rezultă că numerele Vbo, 
Vac şi Vab nu vor fi toate întregi. Reiese uşor că numărul triple- 
telor (x, y, 2) care satisfac condițiile (5) este mai mare decit numărul 
resturilor modulo abe şi deci pentru două triplete distincte (£ Ya 
21) Şi (Xa, Va Z2) va fi satisfăcută, congruenţa 


L(a, Yi 2) = Mo Ya 22) (mod abe). 
Pe baza liniarităţii formei L rezultă de aici că, 


JA o Yo Zo) = 0 (mod abe) 
pentru 


Zo = d — Las Yo = Y — Van Zo = A — Ra. 


Din congruențele (4) se obține atunci că 
axa + byè — e2 =0 (mod a be). (6) 


Deoarece pentru tripletele (xu Yr 20) Si (o Va Za Sînt îndeplinite 
condiţiile (5) deducem 


[2o] < Vabe, lol < Vae, Iza] < Vai, 
ceea ce conduce la dubla inegalitate 


"— abe < ani t- byi — 02 < Babe. (7) 


Inegalitatea (7) este compatibilă cu congruenta (6) numai dacă 
agè +- by? — cez = 0 (8) 
sau 
| axă + byg — 622 = abe. (9) 
În primul caz se obţine o reprezentare nebanală a lui zero prin forma: 


(2), ceea ce trebuia stabilit. În cel de al doilea caz se ajunge la același 
rezultat pe baza lemei următoare. 


Lema 1. Dacă forma (2) reprezintă pe abc, atunci ea reprezintă 
de asemenea pe zero. 


Fie o Yo Zo satisfăcind egalitatea (9). Atunci se observă ugor 
că are loc relaţia, 


allo H DYo)? + DY — dtp)? — e(2 + ab)? = 0. (10) 
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Dacă 2 —-- ab 1 0 această egalitate demonstrează lema. Dacă însă, 
-= ab = 22, forma az? + by? îl reprezintă pe zero (v. Compiemente, 
ŞI, teorema 19). Atunci însă forma (2) reprezintă de asemenea 
pe zero, deci şi în acest caz lema este silevărată, 

Demonstraţii lemsi 1 bazată pe identitatea (19) este foarte 
scurtă. Se mai poate də o demonstraţie folosind considerente mai 
generale. Dacă be este pătrat, atunci forma by? — ez? si odată cu 
această și forma (2) reprezintă pe zero. Să presupunem că be nu este 
pătrat. În acest caz vom stabili că reprezentarea lui zero prin formà 
(2) este echivalentă cu faptul că ae este norma unui element con- 
venabil al corpului R(/de). Într-adevăr, din egalitatea (8) (în care 
se poate considera æ + 0) reiese : 


Reciproc, dacă ae = N(u -+ oVbo, atunci 
Pp ? Li 
ac? -+ b(ov)? — cu? = 0. 


Să presupanem acum că este îndepliniiă egalitatea (9). Înmul- 
ţind-o cu c acesta devine 


acla — be) — (C2)? — beyi 
sau 
„aeN(a) = N(B), 


unde a = £y + be, B = 020 + Yd be. Dar atunci 


ac == Ap), Y= Be RY bo). 


led 


ceea ce înseamnă, după cum s-a văzut că forma (2) reprezintă pe 
zero în R. A 

Atragem atenția asupra următoarei situații. In demonstrația 
care a fost dată teoremei pentru cazul a trei nedeterminate nu a 
fost folosită nicăieri rezolubilitatea ecuaţiei (2) în corpul numerelor 
2-adice. Prin urmare, din rezolubilitatea ecuaţiei (2) în corpul nume- 
relor reale şi în corpurile R, pentru toţi p impari rezultă rezolubili- 
tatea şi în corpul R,. O situație analoagă apare, după cum se va 
vedea, şi în cazul oricărui alt corp R,. Anume, dacă o formă pătra- 
tică raţională de trei nedeterminate reprezintă pe zero în corpul 
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numerelor reale şi în toate corpurile R,, exceptind eventual corpul 
Ra aceasta va reprezenta, pe zero şi în corpul Re (ceea ce înseamnă, 
potrivit celor demonstrate, şi în corpul Æ al numerelor raționale). 

Să clarificăm această situaţie. Se consideră în acest scop con- 
diţia, de reprezentare a lui zero de către forma 


ag? -+ by? — 22 (11) 


în toate corpurile R, şi în corpul numerelor reale (aici a și b sint 
numere raţionale nenule arbitrare; este clar că orice formă pătra- 
tică raţională nesingulară de trei nedeterminate poate fi scrisă sub 
forma (11) în urma unei transformări a nedeterninatelor și prin 
înmulţire cu un anumit factor raţional). Conform cu $6 pet. 3 con- 
diţia de reprezentabilitate a lui zero prin forma (11) în corpul nu- 
merelor p-adice poate fi exprimată prin egalitatea 


(S =i 2) 


7 
unde (=>) este simbolul lui Hilbert în corpul R. Pentru simbolul 
p 
lui Hilbert (a, b), cu a şi b rationali, se foloseşte aici notația (=) 
p 

pentru a indica în ce corp este considerat. Necesitatea acestei medi- 
ficări de notație este determinată de faptul că va trebui să cousi- 
derăm simultan simboluri ale lui Hilbert in diferite corpuri iip 

În corpul numerelor reale, forma (11) îl reprezintă pe zero, 
dacă şi numai dacă cel puţin unul dintre numerele & sau b este pozi- 
tiv. Pentru > scrie această condiţie ca pe o egalitate de tipul (12), 
se transpun rezultatele de la pet. 2 $6 în corpul numerelor reale. În 
prealabil se convine asupra următoarei notații. Toate corpurile Rp 
ale numerelor p-adice şi corpul numerelor reale epuizează, comple- 
tările corpului R al numerelor raționale ($4 pet. 2). Corpurile E, se 
găsese în corespondenţă bijectivă cu numerele prime raţionale p. 
Pentru. a cuprinde în această corespondenţă și corpul numerelor 
reale, se introduce frecvent simbolul co, eare se numeşte numărul 
prim infinit, iar corpul numerelor reale se spune că este completarea 
corpului R corespunzinăd numărului prim p infinit. Numerele prime 
obișnuite, spre deosebire de simbolul co introdus acum, se numesc 
numere prime finite. in concordanţă cu notația R, a corpului nume- 
relor p-adice, corpul numerelor reale se notează cu Ra. 

Pentru orice element « al grupului multiplicativ RÆ al corpu- 
lui Reo se consideră forma 


g? — xy? (13) 
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şi prin H, se notează mulțimea tuturor Be RE care sînt reprezentate 
de către această formă. 

Dacă «>0, adică ae R, forma (13) reprezintă toate numerele 
reale şi deci H, = R. Dacă însă e < 0, adică « nu este pătrat, 
torma, (13) reprezintă numai numerele pozitive şi de aceea, ca și în 
teorema 6 $6. 


(RE: H) = 2. (14) 


Rezultă de aici că ducă pentru a gi p din RE se notează (a, B) cu 
+1 sau —1, după cum 5 este sau nu reprezentat de forma (13), 
pentru simbolul (x, £) vor fi valabile toate proprietăţile (9)—(13) 
din $6. Analog teoremei T $6, pe baza căreia se face calculul sim- 
bolului lui Hilbert în corpuri p-adice, apare aici relația mult mai 
simplă : 


(x, B) = -+ 1, dacă aœ>0 sau P>0; 
(15) 


(x, ho — 1, dacă a -< 0 si 5<0. 


y 


in cazul cînd a și d sint raționale simbolul introdus în corpul Ro 


smaa BAe 
eaz f -i t 
o 


; : a dh 
Folosind simbolul Ea se poate reformula teorema | pentru 
p 
forme de trei nedeterminate, astfel : 
Forma ay” -- by? — z°, cu a şi b numere raţionale nenule, îl 
reprezintă pe zero în corpul numerelor raționale, dacă şi numai dacă 
oricare ar fi p (inclusiv p = œ) este îndeplinită egalitatea 


P? 
Pentru orice numere raţionale nenule a şi b simbolul o) 


este diferit de +i numai pentru un număr finit de valori ale lii 
p. Într-adevăr, dacă p este diferit de 2 şi de co şi dacă p nu intră 
ca factor în descompunerea lui a sau b în produs de puteri de numere 
prime (deci a şi b sint unități p-adice), atunci, conform consecinței 
2 a teoremei 3 $6, forma (11) reprezintă pe zero în R, ṣi deci pentru 


A ; : a, b 
toți acesti p simbolul Ea este +1. În afară de această condiție, 
p 


valorile simbolului | m) pentru a şi b fixati sint supuse, cum se va 
42 i 
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vedea, încă unei limitări necesare. Anume, numărul acelor valori p 


b À 
(incluzinăd p = co), pentru care ( 2 ) == — 1 este întotdeauna par. 
p 
Mai concis, 
i (2) si (17) 
> 


unde p parcurge toate numerele prime și simbolul co. În fond, pro- 
dusul infinit formal care figurează in stinga conţine numai un număr 
finit de factori diferiţi de +1 şi faptul că însuși produsul este 1 


A ; È: A a, b 
este echivalent cn paritatea numărului acelor p pentru care (=)= 
P 
= — İ. 

Să demonstrăm relaţia (17). Punind pe a şi b sub forma unui 
produs de puteri de numere prime și folosind formulele (9)—(13) 
$6 (valabile, aşa cum s-a observat, şi pentru p = co) se reduce uşor 
demonstraţia, formulei (17), pentru a și b arbitrare, la următoarele 
cazuri : 


i)a = —1; b= — l; 
2) a = 4, b = — 1 (g prim); 
3) & = q, b = a (q şi q' numere prime, q # g'). 


Potrivit teoremei 7 $6 și egalitaţilor (15) din acest paragraf avera 


=h i )-{ A zi )| = )- oeae 


e] 


q 
(SF)? a 
U g 2 qild 


Efectuînd calculele, avind. în vedere faptul că q şi g’ sînt numere 
prime impare, diferite, obținem demonstraţia relaţiei (17). 

Se observă că în demonstraţia dată formulei (17) s-a folosit 
legea reciprocităţii pătratice a lui Gauss. Reciproc, se observă uşor 


P? q 


fa 
E) 
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că fiind date exprimările explicite ale simbolului lui Hilbert 12) 


P 
($6 teorema 7) se poate deduce din formula (17) legea reciprocității 
împreună, cu ambele completări. Astfel, relaţia (17) este echivalentă 
cu legea de reciprocitate a lui Gauss. 
Se presupune acum că forma (11) reprezintă pe zero în toate 
corparile R, cu excepţia, eventual, a corpului R, Egalitatea (17), 


3 x SP a,b 

împreună cu condițiile ( 3 ) = 1 pentru toate numerele p # q, 

; E „fab : spe s 

implică atunci | —-— | = 1. Cu alte cuvinte, este adevărată urmă- 
q 


toarea afirmație. 
LEMA 2. Dacă forma rațională pălratică 


aa? -+ by? — z? 


reprezintă pe zero în toale corpurile R, (p parcurge toate numerele 
prime și simbolul co) cu excepția, eventual, a corpului Ba, atunci ea 
reprezintă pe gero si în corpul Ra. ; 


3. Forme de patru nedeterminate, Vom considera că, forma este 
de tipul 


dai F- Gota + aa + ati, (18) 


unde a, sînt numere întregi libere de pătrate. Se poate, evident, 
impune, pe baza faptului că forma nu este definită, ca a,>0 şi 
d < 0. Odată cu forma (18) considerăm şi formele 


g = Ga + cati Şi A == — astă — aa, 


Ideea demonstraţiei teoremei Minkovski-Hasse pentru forme de 
patru nedeterminate constă în următoarele. Folosind faptul că 
forma (18) reprezintă pe zero în corpurile E, se arată că există 
un număr întreg a rațional nenul care este Yeprezentat simultan 
de către formele g şi h. Aceasta va furniza imediat o reprezentare 
rațională a lui zero prin forma (18). 

Fie p1, --., Pe toţi divizorii primi impari distineţi ai coeficien- 
ȚILOr a, Qoy Cg, Ca. Pentru orice p eg ral cu unul dintre numerele py, ... 
„Do Ca Şi pentru p = 2, să alegem o reprezentare a lui zero în 
corpul £, 


at + aS -+ €b -H ebs = 0 


în care numerele £, sint toate nenule (v. Complemente, ŞI, teorema 
3) şi notăm 


b, = Ei t apt = — aptă — aa Či. 


Se vede uşor că toate aceste reprezentări pot fi alese astfel ca fie- 
care b, # 0 să fie număr întreg p-adic şi să se dividă la cel mult 
puterea, întîi a lui p (dacă b, = 0, formele g şi h reprezintă pe Zero 
în R, şi atunci conform teoremei 5 $L Complemente, reprezintă 
toate numerele din Fy). 

Considerăm sistemul de congruenţe 


a = b, (mod 16), 


a = bp, (mod pi), (19) 


a... .. .... ...... 


a = br, (mod p$). 


ili 


Numărul întreg rațional a satisfăcind aceste congruențe este 
definit unic modulo m — 16p? ... p? . Deoarece numerele bp; se divid 
cel mult la puterea înifi a lui p,, atunci bp, a~! este unitatea p-adică şi 


bai =] (mod Pi) 


Conform consecinței 1 a teoremei 1 $6 raportul br, a! este pătrat în 
corpul Rp. Analog, deoarece b, se divide cel mult la puterea intii a 
lui 2, atunci b, a~t = 1 (mod 8) şi de aceea ($6 teorema 2) ba”! este 
pătrat în Ra. 

Din faptul că b, şi a diferă printr-un factor care este pătrat 
în Ep rezultă că pentru orice p = 2pp ..-, Ps formele 


— am +g şi — ax + h (20) 


reprezintă pe zero în R, Dacă numărul a este ales pozitiv, atunci 
tinind seama de condiţiile a,2>0 şi — a, < 0 rezultă că formele 
(20) reprezintă pe zero în corpul numerelor reale. În fine, dacă p 
este diferit de 2, p,, -- -, P; şi nu divide pe a, adică dacă p este impar 
şi nu divide coeficienții formelor (20), aceste forme reprezintă pe 
zero în R, conform consecinței 2 a teoremei 3 $6. Dacă în descom- 
punerea numărului a, odată cu unele dintre numerele prime 2, 
Pi = <a Des Ar Mai intra cel puţin încă un număr prim q, s-ar putea 
aplica formelor (20) lema 2 și am conchide (conform teoremei Min- 
kovski-Hasse pentru forme de trei nedeterminate) că formele (20) 
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tnt: 


reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale. În acest caz s-ar 
găsi însă pentru a reprezentările 


a = e tr Gl, GQ = — A03 — Gh, 


c; fiind numere raţionale, de unde 
aci F dacă T dacă T ach = 0, 


şi teorema Minkovski-Hasse pentru forme de patru nedeterminate 
ar fi demonstrată. Se arată că se poate determina totdeauna numărul 
a >0 satisfăäcind congruenjele (19) şi avind proprietatea pusă în 
evidență mai sus. Pentru aceasta trebuie aplicată teorema lui 
Dirichlet asupra numerelor prime dintr-o progresie aritmetică, teo- 
remă care va fi demonstrată în cap. V $3, pet. 3. Teorema lui Dirichlet 
afirmă că dacă raţia unei progresii aritmetice infinite ṣi primul ter- 
men al acesteia sînt relativ prime, această progresie va conţine 
o infinitate de numere prime. Fie a* > 0 una din valorile a care satisfac 
congruentele (19). Se notează cu d cel mai mare divizor comun al 


p i a* m , i . 
numerelor a şi m. Deoarece ZT Şi P sînt relativ prime, conform 


teoremei lui Dirichlet există un număr intreg k > 0, astfel încît 
a* M op A “ION ` 

Pi -+ k eg să fie prim. Drept afse ia acum numărul 

€ & 


a == 0% -+ km = dq. 


Deoarece în descompunerea lui d intră, după cum s-a arătat, o 
parte dintre numerele prime 2, p,, ..., Pa CU a mai sus determinat, 
demonstrația teoremei 1 pentru forme de patru nedeterminate este 
încheiată. 


4. Forme de cinci și mai multe nedeterminate. Fie forma pătra- 
tică raţională nedefinită de cinci nedeterninate adusă la o sumă de 
pătrate : 


a 2 2 aia mă 1 
i F aa + dată + dată -H astă, (21) 


unde toate numerele a sînt întregi şi libere de pătrate. Se poate 
considera că 4,>0 şi 4 <0. Fie 


glasi asa, h = — at — oth — at 
Raţionind întocmai ca in cazul n = 4 se determină cu ajutorul teo- 
remei lui Dirichlet numărul întreg raţional pozitiv a, cara este re- 


prezentat prin formele g şi & în corpul numerelor reale şi în toate 
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corpurile R,, cu excepţia, eventual, a corpului Ra, q fiind un număr 
prim impar care nu intră în coeficienţii a. Atunci însă g şi k reprezintă, 
pe a şi în corpul k&,. Pentru forma g aceasta, se stabileşte ca mai sus, 
cu ajutorul lemei 2. In ceea ce priveşte forma h, aceasta reprezintă 
pe zero în K, (consecința 2 a teoremei 3 $6) şi de accea reprezintă, 
toate numerele g-adice (v. Complemente, ŞI, teorema 5). Din conse- 
cința teoremei Minkovski-Hasse (v. sfirsitul pet.1) demonstrată 
pentru formele de două şi de trei nedeterminate, rezultă că formele 
g Şi k îl reprezintă pe a și în corpul numerelor raţionale. Rezultă 
uşor de aici, ca mai sus, că forma (21) admite o reprezentare raţio- 
nală a lui zero. 

Pentru a demonstra teorema 1 în cazul n > 5 este suficient sä 
se observe că orice formă pătratică raţională f nedefinită, adusă 
la forma unei sume de pătrate, poate fi scrisă ca f == fo + fu, unde fo 
este o formă nedefinită de cinci nedeterminate. Conform celor de- 
monstrate mai sus, forma fo, și odată cu aceasta şi forma f, reprezintă 
pe zero în corpul numerelor raţionale. Teorema Minkovski-Hasse 
este astfel complet demonstrată. 


OBSERVAȚIE. Teorema Minkovski-Hasse admite o generali- 
zare la cazul formelor păiratice cu coeficienți dintr-un corp arbitrar 
k denumere algebrice. La pet. 1 $4 cap. IV vor îi calculate toate metri- 
cele ọ ale unui corp $ de numere algebrice. Conform cu pet. 1 $4 
din acest capitol orice metrică e conduce la un corp complet ky, 
iar pentru metrice echivalente (v. $4, problema 2) completările ko 
coincid. Pe baza scufundării canonice k — ke, orice formă pătratică, 
cu coeficienţi din k poate fi considerată şi ca o formă peste corpul k,. 
Generalizarea teoremei 1 la cazul corpului k se formulează astfel: 
pentru ca forma f(X, ..., 8p) cu coeficienţi din corpul & de numere 
algebrice să reprezinte pe zero în corpul k, este necesar şi suficient 
ca aceasta să reprezinte pe zero în toate completările k, Demon- 
straia acestei generalizări este mult mai dificilă. Ea, poate fi găsită, 
de exemplu, în cartea: O'’MEARA, O. T., Introduction to quadratic 
forms, Academie Press Inc., New York, 1963. 


5. Kehivaienţa raţională. Teorema Minkovski-Hasse permite 
să se rezolve o altă problemă importantă privind formele pătratice 
raţionale, şi anume problema echivalenţei acestora. 


TEOREMA 2.  Peniru ca două forme pătratice nesingulare cu 
coeficienţi raţională să fie echivalente peste corpul numerelor ratio- 
nale, este necesar și suficient ca să fie echivalente peste corpul numere- 
lor reale și peste fiecare corp R, de numere p-adice. 

Demonstraţie. Necesitatea condiţiei teoremei este evidentă. De- 
monstraţia suticienței se face prin inducţie în raport cu numărul n 
al nedeterminatelor. Fie n = 1. Echivalenţa formelor as? şi bæ? 
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= d Š n x 
peste un anumit corp înseamnă Să elle pătrat în acest corp. Dacă 
însă = ă le şi în toate corpurile R 
însă — este pătrat în corpul numerelor reale şi în toate corpurile 4, 

b 


a se iza 
atunci, după cum am văzut la pet. 1, Fa este pătrat şi în corpul R 


al numerelor raţionale. Astfel, pentru cazul n = 1 teorema 2 este 
adevărată. | 

Fie acum n > 1. Se alege numărul raţional 4 7 0 reprezentabil 
prin torma f (peste corpul R). Deoarece formele echivalente repre- 
zintă unele şi aceleaşi numere, forma g reprezintă pe 4 în corpul 
numerelor reale şi în toate corpurile R, Atunci însă, conform con- 
secinței teoremei Minkovski-Hasse, forma g îl reprezinătă pe a și 
în corpul R. Aplicind teorema 2 ŞI Complemente, se deduce că 


f ~ aa + fi g ~ aw? + du 


unde f, şi g, sint forme pătratice de n — 1 nedeterminate peste corpul 
E (semnul ~ indică aici echivalența peste E). Din echivalenta for- 
melor ax? + fı și az? + g, în corpul numerelor reale şi în corpurile 
R, se deduce că formele fı și g, sînt de asemenea echivalente în toate 
aceste corpuri. (v. Complemente, $ 1, teorema 4). Conform presupu- 
nerii inductive f, şi g, sint echivalente peste corpul R al numerelor 
raționale. Atunci însă f şi g sint de asemenea echivalente peste R, 
şi teorema 2 este demonstrată. 

Vom examina ca un exemplu problema echivalenţei formelor 
pătzatice binare. | 

Discriminantul d(f) al unei forme raționale nesingulare se serie 
unic sub forma 


alf) = df). 


unde d,(f) este un număr întreg, liber de pătrate. Conform teoremei 
1 §1 Complemente, prin trecerea la o formă echivalentă ace 
d (f) rămine neschimbată, deci este un invariant al clasei formelor 
raționale echivalente. | 

Fie a un număr raţional nenul arbitrar, reprezentat prin forma, 
binară nesingulară f. Pentru orice număr prim p (incluzind p = 


notăm 
eh = (SD) 
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7 — c. 196 


Conform. teoremei 8 $6 (care este valabilă, evident, şi pentru 
corpul numerelor reale Ra) valoarea e,(f) nu depinde de alegerea 
lui & și este, prin urmare, de asemenea un invariant al formei f faţă 
de echivalența rațională. 

Alăturind teorema 2 teoremei 9 $ 6 (adevărată şi pentru corpul 
Re) se obţine următorul criteriu al echivalenţei raţionale a formelor 
pătratiece binare. 

TEOREMA 3. Două forme pătratice binare f și g sint raţional 
echivalente dacă și numai dacă 


df) = dolg) și e,(f) = e (g) pentru orice p. 


Se observă că deşi echivalenta formelor este determinată formal 
de un sistem infinit de invarianți e,(f), de fapt numărul acestor in- 
varianți este finit, deoarece e,(f) diferă de +1 numai pentru un număr 
finit de valori ale lui p. 


OBSERVAȚIE. Teorema 2, ca și teorema 1 (v. observaţia de la 
sfirşitul pet. 4), admite generalizarea următoare ; pentru ca două forme 
pătratice nesingulare cu coeficienți dintr-un corp arbitrar k de numere 
algebrice să fie echivalente peste corpul k, este necesar și suficient ca 
acestea să fie echivalente peste orice completare ko. 


6. Observaţii asupra formelor de grad superior. Analog proce- 
durii aplicate formelor cu coeficienţi p-adici în cazul teoremei 5 $ G 
este interesantă incercarea de a include teorema Minkovski-Hasse 
şi cazul său particular pentru n > Ð intr-un sistem mai larg de rezul- 
tate sau cel puţin. de ipoteze referitoare la formele de grad superior. 

Se pune, mai întii, în mod natural problema dacă anatogul 
teoremei lui Minkovski-Hasse pentru forme de orice grad este 
adevărat, adică dacă nu cumva zero poate fi reprezentat în corpul 
numerelor raţionale de orice formă raţională care reprezintă pe zero 
în toate corpurile de numere p-adice și în corpul numerelor reale. 
Se construiesc eu ușurință exemple care infirmă această presupunere. 
De exemplu, dacă q, l, g’, V sint numere prime distincte, astfel ca 


l V SPRE IERI 
k ) = —1, ( „| = — 1, iar forma g? + qy? — lz? reprezintă pe 
zero în corpul numerelor 2-adice, atunci forma de gradul patru 


(2? + qy? — PAE + gy — te’). (22) 
reprezintă, pe zero în toate corpurile R, şi în corpul numerelor reale, 
dar nu reprezintă pe zero în corpul numerelor raționale. Într-adevăr, 


după cum s-a convenit, în corpul R, primul factor reprezintă pe 
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zero. Dacă numărul p impar este diferit de q şi de Z, atunci în corpul 
R, primul factor reprezintă pe zero în virtutea consecinței 2 a teo- 
remei 3 $6. În ceea ce priveşte corpurile R, şi X în ele cel de al doilea 
factor îl reprezintă pe zero din aceleaşi considerente. Totuşi nici 
unul din factori nu reprezintă pe zero în R, deoarece primul factor 
nu reprezintă pe zero în R, iar cel de al doilea nu reprezintă pe, 
zero. în Re (deoarece (E) = — ił (4) = — 1}: Un exernpla ` 


q q 
numerice de formă (22) îl reprezintă 


(æ? + 34? — 1122)? + 5y? — 72°). 


ž pe PR îs i A PE ti h anapa pE 
| Exemplul dat poate fi întrucițva neconvingător, deva cca forma, 
(22) este reduetibilă şi se poate crea impresia „că tocmai; ăceasta, ar 
fi cauza, care conduce la situaţia, de față. Selmer a. indicat un. exemplu 
şi, mai simplu, care înlătură. acest neajuns. (SELMER, E. S. The 
diophaplime eijuation az? + by” + 022 = 0, Acta Math. 85, N2 Ih 
1951.203 —362). Anume, cl a descoperit că forma 3% - 49% -r de 
îl reprezintă pe zeto în orice corp. R, de numere p-adice şi în corpul - 
numerelor teal, insă nu-l reprezintă pe zero în corpul numerelor 
raionale, Faptiul că această formă îl reprezintă pe zero în toate cor- 
purile R, se demonstrează simplu ($5 problema 8). În ceea ce priveste 
afirmaţia că zero nu este reprezentabil în corpul numerelor raţio- 
nale, aceasta este mult mai dificilă (v. cap. III, $7, problema 23), 
Un exemplu analog de ecuaţie neomogenă este conţinut; în problema, . 
14 Şă, cit şi în problema 13 $ 2 cap. III. 
Analogul teoremei Minkovski-Hasse pentru forme de grad 
superior este de asemenea neadevărat şi în cazul cînd numărul ne- 
determinatelor este suficient de mare. De exemplu, forma. ` ` 


(2 + o pa l he. Fa 


pentru' n > 5 reprezintă pe zero în'“corpurile de numere p-adice şi în 
corpul numerelor reale, dar nu reprezintă pe zero pentru nici un n 
în corpul numerelor raţionale. Acelaşi lucru este valabil şi pentru 
torma; 


are, spre deosebire de cea precedentă, este absolut ireductibilă 
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În exemplele date ambele forme au grade pare. Situaţia se 
schimbă pentru formele de grad impar. Anume, Birch a arătat că, 
pentru n impar există un număr natural N (r) astfel ca, orice formă 
rațională, de grad r, al cărei număr de nedeterminate este maimare 
ca N(r) îl reprezintă, pe zero în corpul numerelor raţionale (BIROS., 
R. J., Homogeneous forms of odd degree in a large number of varia- 
bles, Mathematika 4, N2 8, 1957 » 102—105). Pe baza inegalităților 
14 §6 pentru N(r) există următoarea limitare inferioară 


X(r) >r? 


Pină în prezent nu există nici un fel de date care să pună la tn- 
doială egalitatea N(r) = r? (toate exemplele cunoscute care conduce 
la inegalitatea W(r)>r? în corpuri de numere p-adice se referă la, 
cazul formeler de grad par). Totodată, presupunerea că N(r) = p? 
nu a fost demonstrată pînă acum pentru nici o valoare impară r > 3 
(cazul r = 1 este banal). Aplicată la cazul r = 3 această presupunere 
înseamnă, că orice formă cubică de cel puţin zece nedeterminate 
reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale (ipoteza lui Artin). 
Cel mai bun rezultat obţinut în această direcţie aparţine lui Daven- 
port, care a demonstrat că N(3) < 15 (DAVENPORT, H., Cubic 
forma in sixteen variables, Proc. Roy. Soc. A 272, N° 1350, 1963, 
285 —303). Despre forme de grad impar mai mare decit trei nu se 
ştie deocamdată aproape nimie (Ca și în cazul teoremei lui Brauer 
limitarea superioară pentru N (r) obţinută din demonstraţia lui Birch 
este prea largă). 


PROBLEME 
1. Să se demonstreze următoarea teoremă a lui Legendre : dacă a, 5 şi c sint numere 
întregi raţionale relativ prime oricare două, libere de pătrate și neavînd toate același 


semn, atunci ecuația nedefinită 


az? + by? + e2 = 0 


este rezolubilă în numere raționale nenule, dacă și numai dacă sint rezolubile următoa- 
rele trei congruențe : 


x? = — be (moda); 
x? = — ca (mod b); 
x? = —ab (mod c). 


2. Formele 3g? -+ 5y? —722 şi 3x2 — dy? — 72? reprezintă pe zero în corpul 
numerelor raționale ? 


3. Care numere raționale prime sint reprezentabile prin formele a2 -+ y2, z? 
+ 5y, x? — 5y? 
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; a 2 
4. Să se descrie toate numerele raționale reprezentate prin forma 2% Ri E 
$ i x „48 
5. Care numere raționale sint reprezentate prin forma 2a? — 6y2 e i 
a. i į lor raţionale, al cărei 
i mă pătratică, nesingulară, peste corpul numere . 
PR lipită ia nu este 4. Să se demonsireze că f reprezintă toate numerele 
raţionale, dacă și numai dacă reprezintă pe zero. le : oR 
7. Care sînt numerele întregi raționale a pentru care forma r? + 2y" — az rep 
zințtă raţional pe zero? E 
8. Să se găsească toate soluțiile în numere raționale ale ecuației 


9. Care din formele 
z? — 2y? + 52, x — y? + 102, 3? — y? -+ 3022 


> ionale ? 
int echivalente între ele în corpul numerelor raționa | | 
* 10. Fie forma azt -+ by? — 22, unde a şi b sint numere întregi raţionale pia și de 
pătrate şi jal> 18|, care reprezintă pe zero în toate corpurile de numere p-adice. se 
arate că în acest caz există întregii rațional a, și c astfel încît 


aa, = ce — d, lat < lah 


(Egalitatea aa, + d — e = 0 arată că forma a,” + by? — 2 reprezintă rațional pe 
RR ai z? a şi b numere intregi libere 
„ Considerăm formele de tipul az? + by —2cuaş r e 
de aE Sea demonstreze teorema Minkovski-Hasse pentru cazul a trei i baz 
nate prin inducție după m = max (ła), |b]) (se foloseşte problema 10 şi proble 
$1 Complemente). ie l i 
i i aselor Witt al for 
-P u orice p (inclusiv p = 90) se notează cu Wp grupu € 
ÎN Padina peste LA: Rp. Să se demonstreze că grupul claselor i aa onre 
pătratice peste corpul numerelor raţionale R este izomorf cu un subgrup al pro 


direct TE Wy. 
? 
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| CAPITOLUL 11 l 
REPREZENTAREA NUMERELOR PRIN FORME DEC OMPOZABILE 


2 


Ne-a * în canitolui nrace 

ă am ocupat în capitolul precedent de problemele existenţei și 

dedicat acelorași problemi relaţii Ă « 
cat aceloraşi probleme, dar relativ la soluţiile î xi Voi a 
inut y ARTEA a BOL e întregi. V and ice 

conpnutul său printr-un, exemplu simplu t ntregi, Vom explica 
Problema constă în găsirea tuturor solutiilor întresi ale ecnatiei 

nedefinite S tuturor soluțiilor întregi ale ecuaţiei. 


sie ca a) 


Ne vom ocupa, numai de soluțiile œ >0, y. >0 (celelalte. se obtin 


S % . je a A Ai . ` . 
CU aud semnele). Ecuația admite soluţiile (3, 1) și (5, 3). Din aceste 
ă soluţii se mai pot obţine o-infinitate.folosindu-se de următoarea, 


observație : dacă (£, 3 ste. os i 
rvaţie : dacă (£, y) este. o soluţie a ecuâţiei (1), atunci prin 


Poa e că (3a + 4y, 2a + 3y) este de asemenea soluţie, ; 
pă satu - 50 upa, niiata (ao, Yo) = (3, 1) obtinem în acest mod. 
abede solutii (4, Yn) determinate prin formulele. de recurenţă, 

[oe == 3a, -1 Aa l A SI Sina) 

Ynti = 22, F Ia | 


Dici te dorido ETT 
conu în 0 ali, a goe pseieasă, orzul 
căi această, dublă, infinite de notații opună Tomt o iui e nA 
TT foci poala er a) ţii epuizează toate soluţiile ecua- 
Trara o 0 a boia 
Aura și nule. Vo abili în continuare legătura dint 

iar a pia un generale pregătind astfel terenal 
i Observata în acest scop că deşi forma æ? — 2y2 este ireductibilă 
în corpi R al numerelor raționale, totuşi în corpul mai larg R(/2) 
aceasta se descompune în . factori liniari (e +- 2) — D Dacă 
poni 9 ude cca RYD) R se vautiliza noțiunea de normă (v. Comple- 

» $2, pct. 2), atunci ecuația (1) se poate reprezenta sub forma 


N(£) = N(æ + yV =7. (3) 
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este 1, atunci datorită faptului că nor 


oăsirii isa a da by 
găsirii soluţiilor raționale ale ecuațiilor nedefinite. Acest capitol esţe 


(2)! 


redus în acest fel la a determina, acele numere ý == ®@ -+ 
(Y2), a şi y fiind numere întregi, a căror normă, 
- ož tu şi v întregi raţionali) 
ma. este multiplicativă, odată 
cu numărul E vor satisface ecuaţia (3) şi toate numerele de forma ëe”. 
Deoarece N(3 +- 2V2) = 1, putem lua drept e pe 3-- 2V2. După cum 
se poate verifica ugor, trecerea de la soluţia (æ, y) la solatia (32 + 
+ 4y,2æ + 3y) este dată tocmai de trecerea de la č Ja če. Cele două 
infinităţi de soluţii descrise de formulele de recurenţă (2) se pot 


acum serie sub forma : 


Problema s-a 
+ yV2 aim corpul R 
este 1. Dacă norma numărului e = u - 


Ea Vă = (8 + Va + 22 
m t y2 = (5 + 3V2(3 + 2/3. 


Posibilitatea ca dintr-o soluţie a ecuaţiei (1) să se obţină o 
infinitate de alte soluţii rezultă de fapt din existența numerelor e = 
— u + o2 cu u şi v întregi, iar N(e) = 1. Numerele de acest tip 
sînt, la rindul lor, legate de noţiunile fundamentale din aritmetica 
numerelor algebrice. Considerăm . în acest scop mulțimea tuturor 
numerelor de forma æ -+ yy2, unde « şi y sint întregi arbitrari. 
Se vede uşor că această mulțime de numere formează un inel pe care 
il notăm ©. În studiul aritmeticii acestui inel de o mare importanţă 
sînt, evident, unităţile sale, adică numerele g e D astfel incit ai e O. 
Se poate arăta uşor că un număr o este unitate à inelului O, dacă 
și numai dacă N(a) = + 1. Aceasta arată că numerele < e Da GĂrO Fr 
normă este 1 au un sens mult mai profund : aceste numere împreună 
cu numerele a căror normă este —1 dau toate unităţile inelului O. 

În acest capitol prezentăm o teorie generală pentru cure ecuaţia 
(1) constituie unul dintre cele mai simple exemple. Reuşita rezolvării 
ecuației (1) este în esență condiţionată de faptul că forma g? -— 24°, 
care este ireductibilă în corpul numerelor raţionale, se descompune 
în factori liniari în corpul R(/3, admitind astfel o reprezentare de 
tipul (3). Teoria generală. expusă se va ocupa și de formele care într-o 
extindere convenabilă a corpului numerelor raţionale se descompun 
în produs de forme liniare. 

Cu toate că principatul nostru scop esto cercetarea ecuaţiilor 
hedefinite în care atit coeficienţii cit şi valorile nedeterminatelor sint 
numere întregi, este mai comod să ne situăm. în cazul mai general 
al formelor cu coeficienţii raţionati. Valorile nedeterminatelor vor fi 


presupuse totdeauna întregi. 
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$1. FORME DECOMPOZABILE 


1. Echivalenţa integrală a formelor. DEFINIȚIE. Două forme 
Elas ang En) şi Gu -. -> Yı) cu coeficienţi rationali şi avind acelaşi 
grad n, se numesc integral echivalente, dacă fiecare dintre acestea 
poate fi transformată în cealaltă printr-o transformare liniară a nedeter- 
minatelor, cu coeficienţi întregi raționali. 

De exemplu, formele g? 4- Ty? + 22 — Bay — 2æz + ya Şi 24? — 
— v? sînt integral echivalente deoarece transtormările liniare 


€ = 3%, 
y =u +0, iii ie Ada 
z= —u +, = Y — 2, 


le duce una în cealaltă. În cazul formelor avind acelaşi număr de 
nedeterminate condiția de echivalență integrală se reduce evident 
la posibilitatea transformării uneia dintre formeo în cealaltă printr-o 
transformare liniară a nedeterminatelor avînd matricea unimodulară 
(adică o matrice pătrată de numere întregi al cărui determinant 
este +1). 

Dacă formele F şi G sint echivalente, atunci cunoscind. toate 
soluțiile întregi ale ecuației F = 4, putem deduce imediat gi toate 
soluțiile întregi ale ecuaţiei G — a şi reciproc. Astfel în problema 
soluțiilor întregi ale unei ecuații de tipul F = æ se poate înlocui 
forma F cu orice formă echivalentă cu ea. 


Lema 1. Orice formă de gradul n este echivalentă cu o formă 
în care puterea a n-a a unei nedeterminate are coeficientul nenul. 


Demonstraţie. Fie Ple, ..., 2%) O formă de gradul n. Vom arăta 
că există numerele întregi raţionale a,, ..., am astfel încât 


E(L, a, m) £0 
Vom demonstra această, afirmație prin inducţie după m. În cazul 
cind m = 1 forma F devine Am, A # 0, deci F(1) + 0. Presupunem 
afirmația demonstrată pentru formele de m — 1 nedeterminate 
(m > 2). Vom serie forma dată F în modul următor : Ei 
F= Gon + Ga aa sea t G,, 
unde G,(0 < k < n) este fie zero, fie o formă de gradul k în nedeter- 
minatele £.. ., Cm (admitem că formele de grad zero sînt constante 
nenule). G, nu pot fi nule toate, deoarece forma F de gradul n are 
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cel puţin un coeficient nenul. Conform presupunerii inductive, cel 

puţin pentru un k există numerele întregi as, ... am astfel încit 

Gall, aa, .. -3 Gm1) 0. Deoarece polinomul FU, ay «o -y Amys Lom) 

în nedeterminata &, nu este identic nul, atunci luînd orice număr 

întreg @n diferit; de rădăcinile acestuia, vom deduce că P(1,03. . . am} #0. 
Aplicînd formei F transformarea liniară 


Tı = Yi 
Pa = doi F Ya 


Bm = Om Ym 


obţinem forma 
Ga ii di] Ym) T= F(Y, AY F Yaz C mY F Ym) 


Deoarece matricea acestei transformări are elementele întregi Și 
determinaniul său este 1, formele F gi G sint echivalente, iar coefi- 
cientul iui 7? este 


GI, 0, ...,0) = PU, az, -ey On) FO. 
Astfel demonstraţia lemei 1 este terminată. 


2. Construcția formelor  decompozabile. DEFINIȚIE. Forma 
P(a, ..., En) cu coeficienți din corpul R al numerelor raţionale se 
numește decomposabilă, dacă se descompune în factori liniari într-o 
estindere Q/R. Pa Cit Ă Ş 

Un exemplu de formă decompozabilă îl oferă forma în două 
nedeterminate : 


E(x, y) = agt” 4- ay + n H ay” (a0z0). 


Într-adevăr, dacă Q este corpul de descompunere al polinomului 
P(a, 1) şi mp, ..., a Sînt rădăcinile acestuia, atunci există în Q 
descompunerea 


F(a, y) = ae — a) -.- (8 — any). 


Dintre formele pătratice nesingulare studiate în primul capitol sînt 
decompozabile numai cele în una sau două, nedeterminate (problema, 1). 
Este clar că odată cu forma F sînt decompozabile şi formele 
echivalente cu aceasta. e aa 
În definiţia unei forme decompozabile nu se afirmă nimie deapre 
corpul Q în care forma se descompune în factori liniari. Vom arăta 
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acum că Q poate fi totdeauna; ales astfel încit să fie o extindere 
finită a corpului R al numerelor raționale. În felul acesta, principalul 
aparat algebric utilizat în cele ce urmează este teoria estinderilor 
finite ale corpurilor. Proprietăţile extinderilor finite care ne vor fi 
necesare, sint expuse în §2 Complemente. 


DEFINIȚIE. Se numesc corpuri de numere iia extinderile 
finite ale corpului numerelor raționale, iar elementele acestora se numese 
numere algebrice. 

TEOREMA 1. Orice formă raţională decompozabilă se descompune 
în factori liniari într-un anumit corp de numere algebrice. 

Demonstraţie. Ne putem märgini, pe baza lemei 1, la conside- 
rarega formei decompozabile 


F = (out or n (ae 9), 


F kimm). = (nat -F.F AnmEm) 
în care æf are coeficientul nenul. Deoarece in acest caz coeficienții oyy 
(1 sis n) sint nenuli, putem scrie forma considerată astfel: 


= 


F = A(x za Pro + Exit + Bimm) 5 KEGI + Bnala + r.a F Bam) (1) 
unde A = oa. m $i Ba caii Numărul A. fiind coeficient al 
lui «* este rațional. Fisind pe j (2 <} < n) facem a, = 1. în ultima, 
descompunere, atribuind tuturor celorlalte nedeterminate valoarea, 


zero. Obţinem astfel : 


Flw 0, -31,00 0) = AlE i Big) a el T Bag) 

Deoarece membrul stîng este un polinom (de gradul n), cu coeficienți 
raționali, se deduce că By sînt numere algebrice. Să. notăm cu L 
subcorpul corpului Q obţinut din R prin adjuneţionarea tuturor 
rădăcinilor 6. Extinderea LR va fi evident, finită (v. Complemente 
$2 pet. 1,) ceea ce arată că L este un corp de numere algebrice. 

În continuare ne vom restrînge studiul numai la acele forme 
decompozăbile care sînt. ireductibile. în corpul numerelor raţionale, 
deoarece tocmai pentru acestea problema reprezentării întregi. a 
numerelor raţionale este mai interesantă. Vom indica un procedeu 
de construcţie a formelor ireductibile decompozabile. 

Considerăm un corp Æ de numere algebrice avind gradul n şi un 
element primitiv oarecare 0 al corpului K peste K, astfel încât, 
K = R(9) (v. Complemente, $2, pet. 3). Polinomul minimal (4) 
al elementului 6 are gradul n peste corpul R. Construim extinderea L 
peste K, în care ọ(t) se descompune complet. în factori liniari : 


elt) = (t — 90)... (t — 0), Bv = 6 
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; 


"Deoarece: uP = f0), 1 


(se poate considera că L = R(0%®, „9). Pentru orice număr 
a = f(0) e K(f(t) este un polinom cu coeficienți rationali), se notează 


a® == A08) e R) c L. 


Atunci norma N(x) = N gla) va satisface formula 


N(x) = PaP.. g™ 


(v. Compiemente, $2, pet. 3). 
Fie acum u, ..-., Hm Un Sistem arbitrar de numere nenule din 
corpul K. Aceste numere definese forma 


Pha, . -y Em) = = Ie? + E ti pe (2) 


i=1 


( < E< m, f(t) sint polinoame cu coeficienți 
'ationali), atunci coeficienții formei (2) sint funcții simetrice de 
or, . dt) şi prin urmare se exprimă raţional prin coeficienţii 
polinomului oft). S-a demonstrat astfel că forma (2) are coeficienţi 
raţionali. Dacă se înlocuiesc nedeterminatele Tiy sn 3 Ea CU numere 
raționale arbitrare, atunci, deoarece 
Pub -+ ... + Daka == (Eita p s.. T Cmdm)”, 

produsul (2) va fi norma numărului ap +... Dan (relativ la, 
extinderea K/K). Din această cauză putem conveni să notăm forma 
(2) astfel: 

F(t, Ta + Enim). (3) 


23 a) = Nimh aa. 


O formă de tipul (2) nu este totdeauna ireduetibilă, Dacă, de 
exemplu, în corpul 2(V2, V3) luăm. w= V2, ua = V3, forma respectivă 
vă fi (2< — 33}. Are loc totuşi următoarea teoremă.. 

TEOREMA 2. Dacă numerele ugy ..., um, generează corpul K, 
adică is = R(ug -3 Hmh atunci forma > © i o? pa i 


FA i : i UR E Ae e NA m i 

F(a baay Er) == N (a i Voda r sre T Uy atm) (4) 
este îreduciibilă (peste corpul numerelor raționale). „Reciproc, orice 
formă decompozabilă ireduciibilă este eohivalëntă Pe d un: factor 


constant cu o formă de tipul (4). 
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Demonstraţie. Admitem că 
F = GH, 


factorii G şi H avind coeficienţi raţionali. Deoarece în inelul polinoa- 
melor de m nedeterminate descompunerea în factori ireductibili este 
unică (pînă la un factor constant), înseamnă că fiecare din formele 
liniare 

L; = Pb Pai t e H Zau 


trebuie să fie divizor sau al lui G, sau al lui H. Fie, de exemplu, 
Li = at Baa -.. + Lata UN divizor al lui G, adică, 


G == L W. 


Să substituim în locul coeficienților din ultima egalitate imaginile 
acestora prin izomorfismul «x —> «® al corpului K — R(9) pe corpul 
R(0%). Deoarece coeficienții formei G sînt rationali, aceasta rămîne 
neschimbată prin substituția efectuată şi obţinem egalitatea 


G = LM, 


care arată că @ se divide prin L, pentru orice i =}, ..., n (n = 
= (K : R)). Să observăm acum că izomorfismul a > «®, a e R(up, .. 

. - -3 tm) este complet determinat de imaginile u%’,..., u ale nume- 
relor us, ...; Um. Se deduce astfel că numerele u$,...,u o (L < 
< 1 < n) sînt distincte oricare două (deoarece sînt distincte oricare 
două dintre izomorfismele « — a) şi prin urmare formele L,, ... La 


sint distincte oricare două. În toate formele L, sı intervine cu. 


coeficientul 1 şi deci printre aceste forme nu se vor găsi două propor- 
tionale. Din unicitatea descompunerii, tragem concluzia că G se 
divide prin produsul L, ..., La, adică se divide prin F. În consecinţă 
factorul H este o constantă şi prin urmare prima, afirmaţie a teoremei 
este demonstrată. 

Să demonstrăm cea de a doua afirmaţie. Fie P*(a, ..., m) O 
formă oarecare ireductibilă decompozabilă de ordinul n. Conform 
lemei 1 se poate considera coeficientul lui 2? nenul, deci F* va admite 
o descompunere de forma (1), 8, fiind anumite numere algebrice. 
Notăm Bı; = u;(2 < j < m) şi considerăm corpul K = R(ug ---5 Um) 
al cărui grad îl notăm cu r. Conform cu cele demonstrate forma 


F = N(2 + Zata t.. 


este ireductibilă, unul dintre factorii săi liniari, L} = s4 +- aug F... 
ae F Emtm, fiind divizor şi al formei F*. Aplicînd izomorfismu 


- -F atm) 
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a— «(ae K, | <i <r) tuturor coeficienţilor care intervin în 
egalitatea F* = L,M, se obține descompunerea F* = IM. Am 
văzut că printre formele I}, ..., L, nu există două proporționale, 
de aceea F* se divide prin produsul acestora L4... L,, care coincide 
cu F. Din ireductibilitatea lui F* rezultă acum că F* = AF, A fiind 
o constantă, şi astfel teorema 2 este complet demonstrată. (În cursul 
demonstrării s-a mai obținut și că r = n.) 


3. Module. Este clar că în cazul formei (3) problema soluțiilor 


întregi ale ecuaţiei nedefinite F(a,, ..., m) = a se reduce la căutarea 
acelor numere £ din corpul K, care sînt reprezentabile sub forma 
E = tu + s. -F ratia (5) 


CU Gi... Em numere întregi raţionale şi avind norma N() = a. 
Din această cauză este firesc să ne ocupăm de studiul mulţimii 
numerelor de tipul (5). 

DEFINIȚIE. Fie K un corp de numere algebrice și ua, - + -5 Um UR 
sistem finit arbitrar de numere din K. Mulțimea M a tuturor combi- 
națiilor liniare 

Capa T -ee E Omp 
cw coeficienţi întregi raţionali c; (1. < è < m) se numește modul în 
corpul K. Numerele us, ..., um SE numesc în acesi caz generatori ai 
modulului M. 

Bineînţeles că unul şi acelaşi modul M poate îi dat prin sisteme 
diferite de generatori. Faptul că uis ---, Hm este un sistem de gene- 
ratori ai modulului M se scrie M = (ua, -- ste 

Să vedem cum se modifică forma (3) dacă în locul numerelor 
Wi --:5 Um Be consideră un alt sistem de numere pı, ..-, Pı care 
determină acelaşi modul M., Avem 


P; = È ete 4 <j <}, 
k=l 


unde coeficienții c; sint numere întregi raționale. Fie 


Gu e3 Y) = N(Y t -e Vip). 
Deoarece 


t m 4 
Eyuar=y (£ enus) Hes 
j=l 


kal \ j=l 


atunci printr-o transformare liniară 


z 
B= E Caa (1 sks m) 
j=l 
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forma F trece în G. Întrucît sistemele de generatori u, şi e; ale 
modulului M intervin în mod simetric, există, analog, o transformare 
liniară, cu coeficienţi întregi a nedeterminatelor care duce pe 6 
în F. În acest mod s-a demonstrat că la sisteme diferite de generatori 
ai modulului M corespund forme echivălente, adică fiecărui modul W 
din corpul K i se asociază în mod unic o anumită clasă de forme decom- 
pozabile echivalente. 

Pentru orice modul M == {u ..-, umy Şi numărul ge K vom 
nota cu «M mulţimea tuturor produselor «č, unde £ parcurge toate 
elementele lui M. Evident că «M coincide cu mulţimea. tuturor 
combinațiilor liniare cu coeficienţi întregi ale numerelor au. - - + Ums 
adică aM == {aug -e3 him) DĂ 


DEPINIȚIE. Două module M și M, din corpul K de numere 
algebrice se spune că sînt asemenea, dacă M, = aM pentru un anumit 
af 0 din K. 

Formele asociate modulelor asemenea M și a M se deosebese 
între ele numai printr-un fâăctor constant egal cu N(a). De aceea, 
dacă în considerarea acestor forme facem abstracţie de un factor 
constant, putem lua totdeauna în locul modulului M orice modul 
asemenea lui și să adinitem din această cauză că unul dintre gene- 
ratorii modulului, fic acesta w, este 1. i 

Cele expuse mai sus permit formularea problemei reprezentării 
numerelor prin forme ireductibile decompozabile în modul următor. 
Dacă forma F are reprezentarea 


E( 2, aa Bm) = AN(a ua + pia e + Pam) 


“(pentru K convenabil ales) rezolvarea; în numere întregi a ecuaţiei 
nedefinite F(a, .- -3 nm) = a este echivalentă cu găsirea tuturor 
numerelor a din modulul M = {u um! a căror normă N(a) 


i a ; y op i 
este numărul rațional T Din această cauză în cele ce urmează ne 
vom ocupa tocmai. de problema determinării numerelor de normă 
dată dintr-un modul fixat. Această ultimă problemă echivalează, 

? x Yas a Tap a . 
aşa cum s-a văzut, cu a găsi numerele de normă N(u) — din modulul 

Ha 

uM asemenea cu M. Din această cauză, atunci cind va fi cazul, 
se va considera în locul modulului: M orice modul asemenea lui. 
Dacă gradul corpului de numere algebrice K este n, atunci orice 


modul al corpului K conţine cel mult n numere liniar independente 
(peste corpul Æ). 


DEFINIȚIE. Dacă modulul M din corpul K de numere algebrice 
al cărui grad este n conţine n numere liniar independente (peste corpul 
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i Poe inerea mpa aa lalea 


Da 


- ci meei a ina, î O DaT. pp retea e i. E i am. a per 


Sertar. 


umerelor raţionale), atunci el se numește complet, iar în caz contrar, 
ecomplet. Formele asociate modulului M se numesc complete, res- 
peciiv necomplete. 
De exemplu, dacă numărul întreg raţional d nu este un cub, 
3 3 


3 
atunci numerele 1. Văd, Vd? formează o bază a corpului R(Vd) 
peste R, de aceea forma 


3 3 
N +- y Văd + 2 Yd) = a + dy? + dz? — 3doyz 


este completă. Un exemplu de formă necompletă este 


3 
N(x + yya) = s? + dy’. 

Dacă (1, us ---,Hm) este un modul complet al corpului K, 
atunci, evident, K = R(uz; <- -3 um} Din teorema 3 rezultă imediat 
că orice formă completă este totdeauna ireudetibilă. 

Problema reprezentării numerelor prin forme ireductibile ne- 
complete este foarte complicată și actualmente în această privinţă 
nu există o teorie cât de cit satisfăcătoare. Un astfel de caz particular 
va fi studiat în capitolul IV. 

În ce priveşte problema reprezentării numerelor raţionale prin 
forme complete, aceasta este mult mai simplă și rezolvată în între- 
gime, urmind a fi tratată în acest capitol. Această problemă, după 
cum s-a menţionat, este echivalentă cu problema găsirii tuturor 
numerelor de normă dată dintr-un modul complet fixat al unui 
corp K de numere algebrice. 


PROBLEME 


1. Să se arate că o formă pătratică raţională este descompozabilă, dacă și numai 
dacă rangul său nu este mai mare decit doi. 

2. Să se arate că forma asociată unui modul al corpului K de numere algebrice 
este o putere a unei forme ireductibile. 

3. Să se demonstreze că orice modul din corpul R al numerelor raționale este de 
tipul aZ. unde a€ R (Z este inclul numerelor întregi raționale). 


$2. MODULE COMPLETE SI INELUL LOR 
DE SPABILIZATORI 


1. Baza unui modul. DEFINIȚIE. Sistemul de generatori ay... 
„23 m i modulului M se numește bază a sa, dacă este liniar indepen- 
dent peste inelul numerelor întregi, adică dacă egalitatea 


(a, e Z) 


este satisfăcută numai pentru coeficienţi a; nuli. 


Qt F... F Emän = 0 
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Bineînţeles că dacă a; ..-, a, reprezintă o bază a modulului 
M, orice număr «e M admite o reprezentare și numai una de tipul 


æ = Gt F ere Fromm (ee). (1) 


Vom demonstra acum că orice modul are o bază. Demonstrația 
nu utilizează în fond faptul că modulul este format din numere ale 
unui anumit corp de numere algebrice. Este esenţial numai că mo- 
dulul formează grup abelian față de adunare, fără elemente de ordin 
finit şi ale cărui elemente se exprimă toate prin combinaţii liniare 
cu coeficienţi întregi ale unui anumit sistem finit de elemente (din 
existenţa, sistemelor de generatori ale unui modul). De aceea vom 
demonstra rezultatul anunţat ca o teoremă asupra grupurilor abe- 
liene. Vom folosi în acest scop următoarea terminologie. Un sistem 
de elemente a, ..., a îl vom numi sistem de generatori ai grupului 
abelian M (a cărui operaţie se va serie aditiv), dacă orice element 
«ae M poate fi reprezentat sub forma (1). În acest caz vom serie: 
M = (app = mi. Dacă sistemul a, ..., a, satisface și definiţia, 
dată mai sus, atunci îl vom numi bază a grupului M. 


TEOREMA 1. Dacă un grup abelian fără elemente de ordin 
init are un sistem finit de generatori, atunci are și o bază. 

Demonstraţie. Considerăm un sistem arbitrar a, -.-, & de gene- 
ratori ai grupului M. Să observăm mai întii că dacă la unul din 
generatori adăugăm un altul înmulţit cu an număr întreg arbitrar 
atunci se obţine tot un sistem de generatori. Dacă, de exemplu, 
Qi = aa + ha, atunci oricare ar fi ae M, avem 


a = G -F Cata t o.. F Core = Gar + (C — hojaa +H... H Cass 


toți coeficienții fiind întregi, ceea ce arată că M = (a, aa, cp a). 
Elementele «,, ..., a, formează o bază a lui M dacă sint liniar 
independente. Admitem că acestea sint dependente liniar, adică 


t F Cata F ae F Gts = O, (2) 


pentru anumiţi coeficienţi c; nenuli simultan. Dintre coeficienții 
nenuli c; îl alegem pe cel al cărui modul este cel mai mic. Fie acesta 
&. Presupunem că nu toţi coeficienţii e, se divid prin c, de exemplu 
to = Gl + e, unde 0 <e < fal. Dacă trecem la un nou sistem de 
generatori 


a = da H Gaes Xoy -ay Asy 
atunci relația (2) devine 
Gia F C'as H... F Gas = 0, 
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care coeficientul ¢' > 0 este mai mic decit |e]. Astfel, dacă gene- 
atorii a, ».., a, Satisfac relația netrivială (2), în care coeficientul 
nenul cel mai mic în modul nu divide pe toţi ceilalţi coeficienţi, 
atunci putem construi un alt sistem de generatori care satisface 
de asemenea o dependenţă netrivială cu coeficienţi întregi şi în care 
coeficientul nenul cel mai mic în modul este mai mie (în modul) 
decît coeficientul analog din prima dependenţă. În urma unui număr 
finit de astfel de transformări se ajunge la un nou sistem de genera- 
tori 84, ..., Be care satisface dependența, 


kaa leat oe H Kepe = O, (3) 


cu coeficienți întregi k; dintre care unul, fie acesta kj, este divizor 
al tuturor celorlalți. Simplificînd relaţia (3) prin kı (ceea ce este posi- 
bil, deoarece s-a presupus că în M nu există elemente de ordin finit 
nenule), obţinem 


8i + hB + ec + Bs = 0, (4) 
unde 4, ...,4, sint întregi. Din (4) se deduce că din sistemul de 
generatori construit se poate exclude 6, adică M = (fo... Bet. 


Am demonstrat în acest mod că dacă un sistem de generatori 
al lui M este liniar dependent, atunci se poate construi un nou sis- 
tem de generatori al cărui număr de elemente este mai mic cu unu. 
Prin repetarea de citeva ori a acestui raționament, obţinem în. cele 
din urmă un sistem liniar independent de generatori, care va fi 
chiar bază a grupului M. 


CONSECINȚĂ. Orice modul dintr-un corp K de numere algerbice 
admite o bază. 

Numărul m al elementelor unei baze oarecare a modulului M 
este evident egal cu numărul maxim de elemente liniar independente 
(peste R) din M. Acest număr m va fi deci acelaşi pentru toate bazele. 
Îl vom numi rang al modulului M. Rangul unui modul constituit, 
numai din zero se consideră egal cu zero. 

Considerăm două baze o, .... Om Și Gu: -.3 O ale modulului 
M de rang m. Este clar că matricea C cu care se trece de la prima 
bază la cea de a doua are elementele numere întregi. Datorită sime- 
triei matricea, cu care se trece de la cea de a doua bază la prima, 
adică matricea C-1, are de asemenea, elementele numere întregi. În 
consecinţă det C = + 1. Deducem astfel că matricea cu care se 
trece de la o bază a unui modul de rang m la o altă bază a acestuia. 
este o matrice unimodulară de ordinul m. 

Dacă corpul K are gradul n peste R, atunci rangul oricărui 
modul din K este cel mult n. Evident că rangul modulului este n, 
dacă şi numai dacă modulul este complet. În consecinţă, modulele 
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necomplete se caracterizează, prin aceea că au rangul mai mie deci 
gradul corpului K. : 
Orice sistem de generatori ai unui modul de. rang m conține cèi 
puţin m elemente. Rezultă astfel că printre formele asociate acestui 
modul se găsesc forme în m nedeterminate şi nu se găsesc forme cu 
un număr mai mic de nedeterminate. Formele complete de gradul 
n pot fi deci definite ca fiind acele forme decompozabile ireductibile 
“care nu sînt echivalente cu forme avind un număr de nedeterminate 
mai mie decit gradul n. : 


TEOREMA 2. Orice subgrup N al unui grup abelian M fără 
elemente de ordin finit și cu un număr finit de generatori are, de ase- 
menea, un număr finit de generatori și astfel are o bază. Mai mult 
oricare ar fi baza Oj, eco O grupului M (făcînd o numerotar » 
«convenabilă a elementelor sale), există o bază a lui N de forma 


~ a E i 3, ! a 

Ti = ut F Gg H <.. F Capo $ 2.. T Cm 

aa E a | joda 

Ta == Coada -+ e.. + Caz Or -~ ere T Comm, 
r 

Ti => Cip Op T eee + Coma On 


tı fiind întregi, ci; > 0, k < m. 

Demonstraţie. Vom demonstra, teorema prin inducție după rangul 
-m al grupului M, adică, asupra numărului elementelor bazei sale. 
Demonstrarea teoremei este trivială în cazul m = 0. Considerăm 
m > i. Dacă N conţine numai pe zero, atunci & = 0 și teorema este 
adevărată. Dacă însă «e N, œ z 0, atunci 


a = AO ha... T Ca Om (5) 
«cel puţin unul dintre coeficienții c; nefiind nul. Schimbind eventual 
numerotarea elementelor bazei putem considera că c # 0. Dacă 


-& < 0 atunci în cazul lui — « coeficientul lui o; va îi pozitiv. Dintre 
„elementele subgrupului N se alege elementul 


M = Cuor F rada F ee F Cmm, 
“pentru care coeficientul lui e, Cu > 0, este minim. Atunci coefi- 
-cientul e, se va divide la e, oricare ar fi «e N. Într-adevăr, dacă 
2 = eul tHe, 0 sc Coe (q este întreg), atunci 


? Ni Lă 
a — ma = Goi F g see F Cm me 
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e unde datorită minimalităţii lui e rezultă că e = 0. Examinăm 
în continuare subgrupul M, = = (gg -3 Op} al. lui M. Întrucit in- 
tersectia N n M, este subgrup al grupului M,, atunci conform presu- 
punerii inductive există în N n M, o bază de forma 


Ma = Ezz F Caps T ee. E Core F see E Can Om 
P N > | 3 
ja = . Casa F ase E Good F oeae te Con dy 
Nk = Cr Op H o F Cm Om 
e; fiind întregi, e; >0, k — E < m— i1 (în urma unei numerotări 


convenabile a elementelor bazei că - -3 Om). Afirmăm că N coincide 
cu mulţimea tuturor combinațiilor liniare cu coeficienți întregi ale 
elementelor m, -..; my. Dacă reprezentăm un element ae N sub 
forma (5), atunci, conform celor demonstrate, & = Ca Q fiind 
întreg. Prin urmare, 


x — hM = GO eee H Cmt 
aparține intersecţiei M, n N. Conform presupunerii inductive 
Z — hh = fena T see E Ne 


qı fiind întregi şi deci a = Miah- +H Qum. S-a demonstrat în 


acest fel că N = {nn -e3 ate Se constată imediat că generatorii 


Ta -3 Ny Sint liniar independenţi peste Z, ceea ce arată că aceştia, 
formează pentru N o bază de tipul cerut. 

Demonstrația dată teoremei 2 reproduce de fapt metoda de 
eliminare a lui Gauss pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţiii liniare. 


'Deosebirile sînt. determinate de faptul că în acest caz coeficienții 


nu aparțin unui corp, ci inelului Z al numerelor întregi. 


CONSECINȚĂ. Orice subgrup N al unui modul M al corpului KE 
de numere algebrice esle de asemenea modul (submodul al modulu- 


` lwi M). 


2. Inelul stabilizatorilor. DEFINIpIE. Numărul a din corpul E 
de numere algebrice se numeşte stabilizator al modulului complet M al, 


„corpului K dacă «M c M, adică dacă oricare ar rfi ke M produsul 


ac aparține de asemenea lui M. 
Mulțimea Oy a tuturor stabilizatorilor modulului M constituie 
un inel. Într-adevăr, dacă e şi 8 aparțin lui O oricare ar fi Ee M 
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găsim : (a — B)E = at — BE M şi (aB)E = a(pE)e M, adică (a 
— p)e Oy şi «Be Dy. Inelul Dy se numește inelul stabilizatorilor 
modulului complet M. Deoarece 1e Oy, rezultă că Oy este un inel 
cu identitate. 

Pentru a ne convinge că un număr dat «e K aparţine inelului 
O, nu este necesar să verificăm dacă produsul «č aparţine lui M 
pentru toţi e M. Este suficient să verificăm aceasta numai pentru 
numerele unei baze oarecare pp ..-- yn a modulului M. Într-adevăr, 
dacă «u;e M pentru toţi i = 1, 2,...,n atunci şi pentru orice 
£ = Gu H -.. F Coup Vom avea 


aë = alau) +- F Clau) e M. 


Să demonstrăm că inelul stabilizatorilor O, este un modul 
complet în corpul K. Fie y un număr nenul din M. Deoarece aye M 
oricare ar fi ae Oy, atunci yOy c M. Mulțimea de numere yOyw 
formează, evident, grup relativ la adunare, prin urmare din teorema 
2 se deduce că yDy este modul. Mai trebuie demonstrat că acest 
modul este complet. Considerăm un număr nenul oarecare din K 
şi ntoăm prin e numitorul comun al tuturor numerelor raţionale 
4; care apar în descompunerea 


aus = J mu, (Lsisn), (6) 
Pai 


Deoarece produsele ca, sint numere întregi, atunci cau, e M 
şi prin urmare cae Dy. Dacă se consideră acum o bază a,.--, Œn 
a corpului K, ţinînd seama de cele demonstrate mai sus există nu- 
merele raţionale cı, ..., e, astfel înict produsele ax, -- -, Cu, par- 
ţin lui Oy. Constatăm astfel că în O, există n numere liniar indepen- 
dente, ceea ce arată că Dy este un modul complet. 


DEFINIŢIE. Un modul complet al corpului K de numere algebrice, 
care este inel cu identitate, se numeste ordin al corpului K. 

Rezultatul obţinut se poate formula în termenii acestei definiţii 
în modul următor. 


TEOREMA 3. Inelul stabilizatorilor unui modul. complet al corpu- 
lui K de numere algebrice este un ordin al acestui corp. 

Este adevărată şi reciproca : orice ordin O al corpului K este 
inel de stabilizatori pentru un anumit modul complet, de exemplu 
chiar pentru el însuşi (deoarece 1 e O, incluziunea, «O c O este echi- 
valentă, cu condiţia «e D). 

Fiind dat un număr nenul ye K, condiţia ate M este echiva- 
lentă cu a(yE)e yM (aici e M). Se deduce din aceasta că modulele 
asemenea, M şi yM au acelaşi inel de stabilizatori, adică 


Du cazi Du- 
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Fie u ..., o bază a modulului M şi o, ---;, ©, O bază a 
inelului său de stabilizatori. Pentru fiecare i = 1, ..., navem 


n 
w=5 bijn 
j=1 
ba fiind numere raționale. Dacă b este numitorul comun al tuturor 
coeficienţilor b,, atunci numărul bu; se exprimă în baza ordinului 
O cu coeficienţi întregi, adică va aparţine lui Oy. Modulul bM va 
verifica deci incluziunea bM c Duy 
Rezultatele obținute le putem formula astfel : 


LEMA 1. Inelele de stabilizatori ale unor module asemenea corn- 
cid. Pentru orice modul complet M există un modul asemenea cu M 
şi inclus în inelul său de stabilizatori. 


OBSERVAȚIE. Considerarea modulului complet M şi a inelului 
său de stabilizatori O, pot fi încadrate în noţiunea mai generală, 
de modul peste un inel. Sintem adesea în situaţia de a considera 
în cazul unui subgrup aditiv A al corpului É, acel subinel A al 
corpului K, pentru care A. este A-modul (produsul àx al elemen- 
telor Ade A prin ze A este definit aici prin înmulțirea din K). Inelul 
de stabilizatori O, al unui modul complet din corpul K de numere 
algebrice este cel mai larg dintre subinelele A ale corpului K faţă 
de care M este A-modul. Din teoria inelelor se cunoaşte că modulele 
M considerate de noi peste ordinul A, care sint incluse în Dy, 8e 


„caracterizează prin aceea că sînt fără torsiune (dacă ze M, æ Æ 0, 


atunci din à = 0, Ae A, se deduce că 1 = 0) şi au rangul 1 (prin 
rangul unui A-modul se înţelege numărul maxim de elemente liniar 
independente peste A). 


3. Unităţi. Revenim la problema pe care ne-am pus-o anterior, 
anume de a reprezenta numerele raționale prin forme complet de- 
compozabile. 

În pet. 3 §1 am văzut că această problemă se reduce la cău- 
tarea în modulul complet M a acelor numere u care satisfac relaţia 


Viu) = a: (7) 


Oricare ar fi elementul œ aparţinînăd inelului de stabilizatori D = Dy 
produsul «, aparţine lui M ; se deduce de aici, datorită proprietăţii 
de multiplicativitate a normei, că 


N(opu) = W(o)a. 
Dacă N(o) = 1, atunci odată cu p va fi soluţie a ecuaţiei (7) şi 


produsul op. În acest mod, stabilizatorii e a căror normă este 1 
permit ca dintr-o soluție dată a ecuaţiei (7) care ne interesează, 
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să se deducă o clasă de soluţii noi. Aceasta este chiar situația care 
va sta la baza metodei de rezolvare a ecuației (7), pe care o vom 
expune. 

Vom arăta că un element oe O, avind norma N(w) = 1, se 
atlă printre acele numere e ale inelului O care au proprietatea că 
c~! aparţine lui O. Conform definiţiei date în pet. 1 § 4 Complemente 
astfel de numere = se numese unităţi ale inelului O. Deoarece inclu- 
ziunile sM c M şi eM c M sint echivalente cu egalitatea s H = 
= M, se deduce că unitățile inelului O = O, mai pot fi caracterizate 
ca fiind acele numere «e K pentru care «M = M. . 


LEMA 2. Dacă numărul « aparține ordinului D, atunci poli- 
nomul său caracteristic și polinomul său minimal au. coeficienții 
întregi. În particular, norma N(a)=N pula) și urma Sp (a)=8p gla} 
sînt numere întregi raţionale. 


Demonstraţie. Presupunem. că ordinul O este inelul stabiliza- 
torilor modulului M == fu, -.., um) (se poate lua, de exemplu, ÎI = 
= 9). Dacă ae D, coeficienţii a, care intervin în egalităţile (6) 
sînt întregi, de unde se deduce că polinomul caracteristice al numă- 
„ului æ (relativ la extinderea K/R) are coeficienţii întregi. Celelalte 
afirmații ale lemei sint acum evidente, 

TEOREMA 4. Fie O un ordin al corpului K de numere algebrice. 
Pentru ca numărul «e O să fie unitate a inelului © este necesar și 
suficient ca N(s) = +1. 


Demonstraţie. Vom arăta mai întâi că pentru orice z nenul din 
O norma sa N(«) se divide (în inelul O) prin e. 
Contorm lemei 2 polinomul caracteristic p(t) = P +e Pmi... 
. T C, al numărului a are coeficienții întregi. Deoarece ola) = 0 
se deduce 


Na) (= . 
ta) a I L (o poat d o a2 e F Cama) 
% & 
| Nla) ratia ta d caii. ca e dă 
iv o zi ] U. + JOL. 2 „Et: AIBE A 
Raportul aparţine deci inelului D, ceea ce înseamnă că N(x) 


i. 

este divizibil prin `a. Vi 
Dacă vom considera acum. N(a) := + 1, atunci t se va divide 
prin «, adică « este unitate în inelul O. Reciproc, dacă e este unitate 
în inelul O, adică es’ = 1 pentru un anumit s'e O, atunci, întrucât 
N(e) şi N(e') sînt întregi, din egalitatea N(e) N(e') = 1 se deduce 
că W(s) == + 1. Teorema, 4 este astfel demonstrată. À 

Pentru găsirea stabilizatorilor we D, pentru care N(o)== 1, 
trebuie deci să determinăm toate, unitățile inelului O, iar apoi să 
alegem dintre acestea unităţile de normă -+ 1. Dă 
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Două numere pı si uz ale modulului complet M le vom numi 
asociate, dacă raportul lor p/p = e este unitate în inelul de stabili- 
zători O = Oy. Este clar că în cazul în care M = O, noţiunea de aso- 
ciere coincide cu asocierea obişnuită a elementelor dintr-un inel 
comutaitiv cu identitate (v. Complemente, $4, pet. 1). Se mai observă, 
fără, dificultate, că această relație de asociere aplicată soluţiilor ecua- 
tiei (7) are proprietățile obişnuite ale unei echivalente și de aceea, 
soluţiile: ecuației (T) se grupează în clase de soluții asociate. Dacă 
ta Și uo sînt două soluţii asociate, adică y = ua unde e este unitate 
în inelul O, atunci N(e) = 1. Reciproc, oricare ar îi unitatea: e din 
D avind norma 1, atunci odată cu soluţia u va fi soluţie şi produsul 
pe, asociat acesteia. În acest mod, toate soluţiile unei anumite clase 
de soluţii asociate se obţin dintr-o soluţie dată prin înmulţirea aces- 
teia cu toate unităţile de normă 1. Vom arăta acum că numărul 
acestor clase de soluţii este finit. 

TEOREMA. 5. Printre numerele de normă: dată ale ordinului D 
se alfă numai un număr finit de numere care să fie oricare două 
neasociaie. 

Demonstraţie. Fie o, --.p0, O bază a ordinului D şi c>l 
un număr natural. 

Conform definiţiei generale dată la pet. 1 §4 Complemente, 
vom spune că numerele a şi B din O sint congruente modulo c pi 
diferenţa lor «;— B se divide (în inelul O) prin c. Este evident ¢ 
orice ae O este congruent modulo e cu unul singur dintre numerele 


mo e see H Brn (D sae; ls n). 


Multimea O se descompune deci în ¢” clase de numere, oricare două, 
numere din clase diferite nefiind congruente modulo e între ele. Con- 
siderăm acum două numere « şi 9 aparținînd aceleiași clase, astfel 
IN(a)| == IN(B)| = e. Din egalitatea a — B = ey, ye D, se deduce 


ee l+ Ne) v (deoarece Ale) e D, v. începutul demonstra- 


i N(a > N _ 
tiei teoremei 4) şi analog £ =1 +4 MA ye D. În acest mod, nume 


& æ 2 , A f 
rele « şi B sînt divizibile unul prin celălalt şi deci sint asociate an 
ele. S-a, demonstrat astfel că în O se poate afla numai un număr a 
(care nu este mai mare decit ce“) de numere neasociate oricare două, 


a căror normă are valoarea absolută egală cu numărul dat o. 


CONSECINȚĂ. Printre numerele de normă dată ale modulului 
complet M al corpului K se găsește numai un număr finit de numere 
neasociate unul cu altul. 
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Într-adevăr, dacă O este inelul stabilizatorilor modulului M, 
atunci pentru un anumit număr natural b modulul bM va fi inclus în 
D. Dacă y ..., Yy sint numere din M oricare donă neasociate avind 
norma c, atunci numerele by, ..., by, din O au norma b"e şi sînt 
oricare două neasociate în O. Prin urmare numărul k nu poate fi 
oricît de mare. 


OBSERVAȚIE. Demonstrația teoremei 5 arată că în inelul D (şi 
de asemenea, în modulul M) există o mulţime finită de numere avind 
norma dată c şi ca proprietatea că orice număr din © (sau din M) 
care are aceeaşi normă este asociat cu unul dintre acestea. Această 
demonstraţie nu este însă efectivă, deoarece nu dă posibilitatea 
găsirii acestor numere, cu toate că indică pentru ele o margine. 

Problema fundamentală privind găsirea tuturor soluţiilor ecua- 
tiei (7) se descompune astfel în două probleme: 

1) Să se determine toate unităţile < de normă N(e) = 1 din 
inelul stabilizatorilor Oy. 

2) Să se determine numerele u, ..., up din modulul M, astiel 
ca acestea să fie oricare două neasoeiate şi orice ye M avind norma 
a să fie asociat cu unul dintre acestea, adică să fie de forma p = use, 
unde 1 < < k şi e este unitate în inelul stabilizatorilor Oy 

Rezolvarea acestor două probleme va constitui implicit rezol- 
varea problemei reprezentărilor întregi ale numerelor raționale prin 
forme complet decompozabile. 


4. Ordinul maximal. Deoarece în pet. 2 am întilnit noţiunea de 
ordin este firesc să ne punem problema, interdependenţei între dife- 
ritele ordine ale aceluiași corp K de numere algebrice. Vom arăta 
în acest punct că printre ordinele corpului K se află unul care este 
maximal, incluzind toate celelalte ordine. În baza lemei 2 polinomul 
minimal al oricărui număr dintr-un ordin are coeficienţii întregi. 
Vom constata în continuare (teorema 6) că ordinul maxim al corpu- 
lui K de numere algebrice coincide cu mulțimea © a tuturor acelor 
numere din K, ale căror polinoame minimale au coeficienţi întregi. 
Mai întii vom demonstra următoarea lemă. 

LEMA 3. Dacă «e Š, adică polinomul minimal t” + Gimi- ... 

„+ e, al numărului a are coeficienți întregi, atunci modulul M == 
= Alee ea oo TH este inel. 

Demonstraţie. Este suficient să arătăm că orice putere a(k > 0) 
a numărului « aparţine lui M. Pentru k < m — i aceasta este 
adevărat datorită definiţiei lui M. Apoi, a” = — epat-2 —...— Cs Ĉi 
fiind întregi, astfel că a”e M. Fie k> m şi să presupunem că am 
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demonstrat că «71e M, adică a-t = a at + ... -+ a”, a, fiind 
intregi. Atunci 


aë = agti — a” A apa Le pe 
Deoarece toţi termenii din membrul drept aparțin iui M, se deduce 
că şi a* aparține lui M. Lema 3 este astfel demonstrată. 


LEMA 4. Dacă O este un ordin arbitrar al corpului K şi «e D, 
atunci inelul Ola] compus din toate polinoamele în a cu coeficienți 
din D este de asemenea ordin al corpului K. 

Demonstraţie. Deoarece D c O [a], rezultă că în inelul Ojea] 
se găsesc n — (K : R) numere liniar independente peste R. Prin urmare, 
trebuie să demonstrăm numai că Ola] este modul (adică are un 
sistem finit de generatori). Fie w, ..., o, baza ordinului O. Conform 
lemei 3 orice putere «k(k > 0) se reprezintă sub forma ay + aa +. 

-an-1%”71 cu d coeficienţi întregi raţionali, unde m este gradul 
polinomului minimal al numărului a. Se deduce imediat că fiecare 
număr din Da] poate fi reprezentat sub forma unei combinații 
cu coeficienți întregi de produse waa (l si <n, 0 <j < m-—i), 
ceea ce înseamnă că Oja] este un modul. 

Prin aplicarea repetată a lemei 4 se obţine următorul rezultat. 

CONSECINȚĂ. Dacă O este un ordin si dy, ..., Sînt numere 
din D, atunci inelul O[ a ..., ap} al tuturor polinoamelor în ag, ..., e 

3 ice V MEGN 19 > %p. $ p 
cu coeficienții din D este de asemenea un ordin. 

TEOREMA 6. Toate numerele corpului K de numere algebrice, 
ale căror polinoame minimale au coeficienți întregi rationali formează 
ordinul maximal al corpului K. 

Demonstraţie. Fie O un ordin oarecare al corpului K, iar « şi 
B numere arbitrare din O. Conform consecinței lemei 4 inelul Of «, 6] 


este ordin, prin urmare este inclus în O (conform lemei 2). Rezultă 
atunci că diferenţa a — p şi produsul aß sint de asemenea incluse în 


d. S-a demonstrat astfel că © este inel. Deoarece D c O se deduce 
ùD conţine n numere liniar independente. Rămine doar să verificăm 


că D este un modul. 
Alegem în ordinul O o bază Op erry Ga, şi construim pentru 
aceasta în corpul K baza’ reciprocă O, tag On (v. Complemente, § 2 


pet. 3). Vom arăta că inelul © este inclus în modulul O* = 
= fof ..., ok. Fie « un element al inelului ©, pe care îl reprezen- 


tăm sub forma 


# * 
& = Ctoa Th... F Crn 
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€, fiind raţionali. Înmulţind această egalitate cu o; și eonsiderind. 
apoi urma, obţinem 


e, = Bpan (A sisn) 


(am utilizat faptul că Sp oo; = și Sp oof =0 dacă ij). 
Cum toate produsele «w; sînt conţinute în ordinul Ofa], din lema 2 
se deduce că toate numerele c; sînt întregi şi deci ae D*. În acest 
mod Sc Of. Aplicind acum consecința teoremei 2 deducem că D 
este modul, şi astfel teorema este demonstrată. i 

Demonstrația dată faptului că O este inel are un caracter general, 
adică îşi păstrează valabilitatea (cu mici modificări) şi în cazul general 
al inelelor comutative fără divizori ai lui zero. Noţiunile respective 
sînt, expuse pentru cazul general în §4 Complemente. Utilizind ter- 
minologia adoptată acolo, se poate spune că ordinul maximal al 
corpului K de numere algebrice este închiderea întreagă a inelului 
numerelor întregi raționale în corpul A. De aceea numerele ordinu- 
lui maximal © se vor mai numi şi numere întregi ale corpului K. 
Ordinul Ò se va mai spune, simplu, inelul întregilor lui K. 

Unităţile ordinului maximal © se mai numese unităţi ale corpu- 
lui K de numere algebrice. 


5. Diseriminantul unui modul complet. Fie p, .. - ta Și Uinie 
..-, u două baze ale modulului complet M în corpul K de numere 
algebrice, După cum se ştie (v. pet. 1), trecerea de la primă bază, 
la cea de a doua se face printr-o matrice animodulară (adică o ma- 
trice conţinind numere întregi şi avind determinantul +1). Se deduce 
în acest mod că discriminanții DO, -- 3 un) ȘI Dlui, <- -, un) ai baze- 
lor sînt egali (v. Complemente, $2, pet. 3, formula (12)). Toate bazele 
modulului M au deci unul şi acelaşi diseriminant. Această valoare 
comună a fliseriminanţilor tuturor bazelor modulului AM care este, 
evident, un număr raţional, se numește diseriminantul modulului 
dat M. 

Orice ordin al corpului K este modul complet în K. De aceea se 
poate vorbi despre diseriminantul unui ordin daf. Deoarece urma 
oricărui număr dat dintr-un ordin este un număr întreg, discrimi- 
nantul unui ordin este totdeauna un număr raţional întreg (aceasta 
este, evident, valabil şi pentru orice modul complet conţinut în D). 

Baza ordinului maximal © al corpului K de numere algebrice 
este adesea numită, bază fundamentală a acestui corp, iar diserimi- 
nantul său, discriminant al corpului K. Diseviminantul unui corp 
de numere algebrice este o caracteristică aritmetică foarte iinportantă 
a sa și va juca în continuare un rol esenţial în multe privințe. 
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PROBLEME 


L Fie oj Oz © Nuinere liniar independente ale corpului K de.numere algebrice. 
Să se demonstreze că toate numerele de forma aw + boz + co unde a, b, e sint întregi 
vaționali astfel ca 2a+ 3b -+ 5c = 0, formează un modul în corpul K, şi să i se găsească 
baza. Si 


f 


AE ; 2 aseza sa, 
2. Să se determine stabilizatori: inodulului fz E în corpul RD ). Să se arate | 


apoi că modulul 11, V2 1 este ordin maximal în corpul RAY. 
3. Să se arate că în corpul numerelor raționale R există un unic ordin: inclal 
numerelor întregi ralionale. 
A A SIR i ; 3.. E mia 
x x3 F S orgi : - FE a PI 
„4. SĂ se demonstreze că în ordinul 11, V2, Va Jj al corpului R(Ẹ2 } orice număr e 


de normă 2 este asociat cui... PONI INA ca SUP! 

3. Să se demonstreze că intersecția a două module complete este 'de asemenea un 
modul complet. i APE SA E 

6. Să se arate că orice modul dl unui corp de 'numeté" algebrice ` câte” este îinel, 
este inclus în ordinul maximal. aură aAa : ; - 

T. Fie M = (a cca pt SN = ph e a-Bu două module complete ale corpului 
K. Modulul generat de produsele Bit Si, j [S n) nu depinde de alegerea bazelor a; 
și 8j. Acesta se numește produsul modulelor MI si N și se notează MN. Să se demon- 
streze că inelele de stabilizatori ale modulelor M şi N sint incluse în inelul stabitizato- 
rilor lui MN. 

8. Fie M un modul complet inclus în ordinul maximal Sal unui corp K de numere 
algebrice, Să se demonstreze că dacă diseriminantul modulului AZ nu se divide prin pă- 
train? unui, număr intreg diferit de 1 aţunci acesta coincide cu ©. aE . 

<9. -Fie un element primitiv al corpului K de numere algebrice avind gradal n, 
conținut in ordinal maximal. Să se arate că dacă Qiseriminantul polinomului minimal 
al numărului 0 nu se divide printr-un pătrat, atunci numerele it. 0, a, 027}; formează 


o bază fundâmcntală a corpului K. 


A e £ 

10. Să sc determine baza fundamentală și diseriminaatul corpului RY Joe 

11. Să se determine baza tundameutală și diseriminanţul corpului R(6), unde 
p este rădăcina ccuaţiei x? -- y —i = 0. e vă i 

12. Tie M un modul complet al corpului K de numere algebrice. Să se demon- 
sireze că mulțimea M* a acelor clemente EE K pentru care: Spate Z pentru drice: 
gE M este, de asemenea, un modul complet al corpului, X. Modulul M* se numeşte 
reciproc faţă de modulul M. Să se mai arate că dacă Hi -- -ep este o bază a lui M, 

, A PEG k, P A y i 
atunci baza reciprocă pa, -.-, un în corpul K (relativ la R) este o bază pentru Mr. 

L3 Să se demonstreze că (M*)* = M, adică pentru M*, modulul reciproc coin- 
cide cu Mu . -< TO i : - 

14. Să se arate că modulele reciproce M și M* au unul și același inel a! stabili- 
zatorilor. 

15. Să se arate că pentru modulele complete M, și M, inclaziunile M, e M 
ca ză ă ` i f yo a i 
şi Mi > M,* sint echivalente, 

16. Fie 0 un element primitiv al corpului K de numere algebrice avind gradul n, 
conținut. în ordinul maximal O și f() polinomul său minimal peste R. Să se arate că 
pentru modulul AM = (1,9,...., 0771} care este, evident, un ordin) modulul reciproc M* 


1 
coincide cu ———- M. 


17. Fie M un modul complet în corpul K. iar O inelul său de stabilizatori. Să se 
demonstreze că produsul MM* (+. problema 7) coincide cu Dr. 
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18. Să se demonstreze că în corpul R(9), 0? = 2, inelul de stabilizatori pentru 
modulul M = (4, 5, 02? este dat de ordinul (1, 20, 202), iar pentru modulul M? == 
= (2, 20, 02? de ordinul maximal (1, 9, 02), 

19. Polinomul (2-4 atl 4- ... + ap cu coeficienţi întregi raţionali se numeşte 
polinom Eisenstein relativ la numărul prim p, dacă toţi coeficienţii a, -. -, a se divid 
la p, iar termenul liber a, deși se divide la p, nu se divide la pê. Să se demonstreze 
că dacă elementul primitiv întreg 0 din corpul K de numere algebrice, avind gradul n, 
este rădăcină a unui polinom Eisenstein relativ la p, atunci 


Neg t b + e. + Ca 071) = că (mod p) 


pentru orice numere întregi raţionale cp, Cys <<. Cana 


20. Dacă 0 este un element primitiv al corpului K de numere algebrice, avînd 
gradul n, atunci indicele ordinului (1, 6, ..., 0%71} în ordinul maxima! se mai numește 
și indice al elementului 6. Să se arate că dacă numărul 6 este rădăcină a unui polinom 
Eisenstein relativ la numărul prim p, atunci p nu întră ca factor în indicele lui 8. 


21. Să se arate că pentru fiecare dintre următoarele trei corpuri: 
K, = R(0), 02 — 180 — 6 =0, 
K, = RO), 9° — 3860 — 78 = 0, 
K, = R(0), 9° — 540 — 150 = 0, 


baza fundamentală este {1, 0, 02;. Să se verifice apoi că toate aceste corpuri au același 
discriminant egal cu 22356 = 23.22.35 (corpurile Kı, Kọ K, sint distincte, după cum 
rezultă din problema 14 $7, cap. III). 

22. Să se arate că pentru corpul cubic R(0), 02 — 0 — 4 = 0, o bază fundamen- 

0 + 0? 
TE 

23. Fie a şi b două numere naturale relativ prime, libere de pătrate. Notăm 

k = ab, dacă a — b? = 0, (mod 9) şi k = 3ab, dacă a? — b? Æ 0 (mod 9). Să se arate 
3 


tală este 1, Q, 


că aiseriminantul corpului R(Vab:) este D= m 3 
3 3 
Indicatie. Considerăm 6 = ya, Ş = Fa = Va - Să se arate că în 


cazul în care a? — b? Æ 0 (mod 9), numerele 1, 0, 5 formează baza fundamentală. 
Fie acum a? — b? = 0 (mod 9). Alegem o = +1 și t = +1 astfel încita = o (mod 3) 
şi b = = (mod 3). Să se arate că în acest caz o bază fundamentală este formată din nume- 
rele 1, 0, Italt Tê. 


24. Să se arate că dacă a este un număr natural, liber de pătrateşia Æ 4 1 (mod 3), 
3 3 3 


atunci în corpul R Va ) numerele 1, Va, Va: formează baza fundamentală. 
3 

25. Să se arate că un corp cubic este strict cubic (adică are forma R Va } dacă și 
namai dacă discriminantul său este —3d2 (pentru un număr natural oarecare d). 

26. Fie a, b, c, d numere naturale libere de pătrate, relativ prime oricare două, 
mai mari decit 1, iar unul dintre acestea se divide prin 3. Să se demonstreze că corpurile 
strict cubice R(0), 0 = abed? şi R(n); m = acb?202, avind acelaşi discriminant 
— 2702b2c242, sînt distincte. 
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; , ; f % PETA % Foa 
Iridicație. Se consideră corpurile R (=) =R Voe )şi R (=) = R(Jade A 


27. Să se demonstreze că pentru orice număr natural n pot îi evidenţiate n corpuri 
strict cubice distincte avind acelaşi discriminant (se folosește problema precedentă). 


$3. METODA GEOMETRICĂ 


Cele donă probleme enunțate la sfîrşitul pet. 3 $ 2 (la care se 
reduce problema reprezentării numerelor prin forme complet de- 
compozabile) necesită, spre a fi rezolvate, aplicarea unor consideraţii 
cu caracter geometric. Acestea se bazează pe metoda reprezentării 
numerelor algebrice prin puncte dintr-un spaţiu n-dimensional, ana- 
loagă cunoscutului procedeu đe reprezentare a numerelor complexe 
în planul Cauchy. 


1. Reprezentarea geometrică a numerelor algebrice. Dacă un 
corp K de numere algebrice are gradul n peste corpul R al numerelor 
raționale, atunci există exact n izomorfisme distincte ale acestuia 
în corpul C al numerelor complexe (v. Complemente, $2, pet. 3). 


DEFINIȚIE. Dacă prin izomorfismul o: K — C imaginea corpu- 
lui K este conținută în corpul numerelor reale, atunci acest izomorfism 
o se numeșie real; în caz contrar se va numi complex. ae 

acest mod, pentru corpul cubice K = R(0), unde 0 =2, 
3 3 


izomortismul R(8)— R(V2) prin care 0— V2, este real (prin/2 
înțelegem aici valoarea reală a radicalului). Celelalte două izomor- 


a 3 
fisme R(9)— R(eV2) şi R(0)— R(e y2 (e == 008 2 isi 25) 
sînt complexe. Dacă d este un număr raţional care nu este un pătrat, 
atunci pentru corpul R(0), 62 = d, ambele izomortisme sînt reale 
pentru d:>0 şi complexe pentru d < 0. În general, dacă se alege 
într-un corp arbitrar K de numere algebrice elementul primitiv 8 
care este rădăcină a polinomului q(t) ireductibil peste R şi dacă 
O, ...3 0, sînt rădăcinile lui ọ(t) în corpul C, atunci izomorfismul 


K = R(0)- R(8) = C, 0-8, (1) 


va fi real în cazul cînd rădăcina 6, este reală, iar în caz contrar va fi 
complex. 
Convenim ca pentru orice număr complex y = g + iy (æ gi y) 
fiind numere reale) să notăm cu Y numărul complex conjugat 2 — iy. 
Considerăm un izomorfism complex o: K - C. Este evident că 
aplicația 5: K — C, definită prin egalitatea 


S(a) = o(a), «€K, 
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este de asemenea un izomorfism complex al lui K în C. Acest izo- 
morfism F se numește conjugat cu o. Deoarece 6 zoo şi 6 = 5, 
toate izomorfismele complexe ale lui J în C se împart KAGAT în 


perechi de izomorfisme conjugate. Se deduce, în particular, că numă- ' 


rul izomortismelor complexe este totdeauna par. Două izomortisme 
complexe de forma (1) sînt conjugate, dacă şi numai dacă rădăcinile 
9; și 0, care le corespund sînt: respectiv numere complex conjugate. 

Să presupunem că printre izomortismele lui K în C se găsesc 
sreale-o,,..., os iar. 2t complexe. astfel că s + 2i = n = (E: R). 
Din fiecare pereche de izomorfisme complexe conjugate vom Ena 
unul. Să notăm sistemul de izomâortisme complexe astfel obţinut 
prin Osyp 03 Osat Bistemul tuturor Azomornamelor corpului A 
în. € se serie atunci sub formă i S . 


i F 


Glis e- os Oss Osas Osag p oer Osii Cote 


În continuare vom folosi curent acè astă numerotare ` a izomorfis- 
melor. Bineinţeles că pentru unele coipuri ny există, izomortisme 


zeale (s = 0) sau, dimpotrivă, toate izomortismele sint reale (= = = 0)... 


Considerăm multimea a a Haiilor de forma | 
=> (o i pp E RONI (2 


ale căror prime s componente æ ..., 4, sînt reale, iar celelalte 


Posay e i a Øst Sint;numere complexe arbitrare. Să definim adunarea și. 


înmulțirea acestor linii, ca şi înmulţirea lor cu un-număr real, apli- 
cind aceste operaţii componentelor. Este clar că £ este un inel comu- 
tativ relativ la aceste operaţii, avind identitatea (1, 1,...:, 1} şi 
în acelaşi timp este spaţiu liniar real. Vom numi liniile (2) vectori 
sau puncte ale spaţiului g=. l CI 
Drept bază a spaţiului gi. (peste corpul numerelor reale) se, 
pot lua, evident, vectorii dă pi f 


Taine A aT, 5, 
(0, PE 9, ...,0) 
(0, ...,0; l, ., 0) (3) 
(0; sg gi: a -; 0) 24, 


Dimensiunea spaţiului liniar real 9 este deci n = s 4- 2t. Dacă, 
notăm . 


s4 = Y; F iz; (GS bera t), 


atunci vectorul (2) va avea in baza (3) coordonatele 


(Dap e T3 Yn Ziy -ees Yn 20) (4) 


În situaţiile în care Q va fj privit numai ca spaţiu liniar real 
n-dimensional, îl vom mai nota și cu R”, 

Să fixăm în £f un punct oarecare y. Aplicația d — ææ (g'e 
e 9), adică înmulţirea cu æ a unui punet oarecare din 2! este, 
evident, o transformare liniară a spaţiului real 4 == N”. Se constată 
imediat că matricea acestei transformări are, ţinind seama de (3), 
forma 


unde toate elementele omise sint nule. Determinantul acestei ma- 
trici este 
E 2 j $ a m a |a 2 ! m 2 
Tı... Capa d- 20) e. (ih S Tene olPara? eco aa]? 
Aceasta, ne sugerează următoarea, definiție. Vom înţelege prin norma. 
A(a) a unui punct oarecare 2 = (Xy... Zp) e L expresia 


N(8) = Dy sea alB? ee bazal? 
Caleulul făcut anterior arată că norma N(æ) a punctului æ poate- 
fi definită si ca fiind determinantul matricii transformării liniare 
do va. 

Norma pe care anr introdus-o este, evident, muttiplicativă 


Wiaa”) = V(aN(a”). 


Trecem acum la reprezentarea numerelor corpului K prin puncte 
ale spaţiului 2. Fiecărui număr g din K îi punem. în corespondență. 
punctul 

aa) = (oe), -3 aia); Osul), -ey Sesila) (5} 
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din £+, Acest punct este numit reprezentarea geometrică a numă- 
Talui a. 


Dacă «æ şi B sînt; numere distincte din K, atunci pentru orice 
k = 1, ...,8+t numerele c(«) şi c,(6) sînt de asemenea, distincte 
şi deci a(%) Æ æ(ß). Aşadar, aplicaţia 


a— dia) (ae K} 


este biunivocă. (Evident, aceasta nu este o aplicaţie „pe”, adică nu 
orice punct din 2* este imagine a unui număr din corpul K.) 
Deoarece 


osla + B) = aa) + olp) și olab) = as(a)o,(B), 


atunci 
Ha p) = g(a) + z(f), (6) 
aag) = aa) (8), (7) 


adică prin adunarea şi înmulţirea numerelor din K, punctele care le 
corespund acestora se adună și, respectiv, se înmulțesc. Se mai 
constată că dacă a este un număr raţional, atunci (aa) = 
= ola) =c) = acla), de unde 


slaa) = axa). (8) 


Mai mult, din $2 pct. 3 Complemente se deduce că 


X(a) = N ala) = gía). 


-e Ola) ossaa) Gazul)... Copel a)Sspd a) = 


= ofa)... oha) | ossa)... |s+(a)|?, 
deci norma N(a(«)) a punctului æ(«) coincide cu norma N(a) a numă- 
rului «: 


N(a(0)) = W(a) (ae K). 

Considerăm două exemple simple. Dacă d este un număr raţio- 
nal pozitiv care nu este un pătrat, atunci pentru corpul real pătratic 
R(0), 02 = d, imaginea geometrică a numărului a = a + b0 (a şi 
b raţionali) va fi punctul (a) = (a + bd, a — b d). În cazul 
corpului imaginar pătratic R(n), n? = —d, imaginea numărului 

= a + bn va ti punctul din planul complex care are coordonatele 
(a, b d) (în acest caz baza (3) va fi formată din numerele 1, i). 
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| 
| 
| 
| 
{ 


Să arătăm că fiind dată o bază a, ..-, dn a e (porte 
SE a Aro i 
R), vectorii asociaţi (aa), - - -> (am) din £ dpi R a. in 
dependenţi peste corpul numerelor reale. Notăm in ace p 


sua) = ap (L <k s), 


Ssl) =YP + ip A <j<st)h 

Deoarece vectorul 
ela) = (2P, - 
are în baza (3) coordonatele 


i (2 AD 
(a9, ia ea oP, yP, 2P, e.e Yt a Zt ) 


-l (2 AD) 
ap a, yP or iP, ep YP H în?) 


atunci, pentru a demonstra afirmația noastră trebuie numai să veri- 
ficăm că determinantul 


W 0) 

a aP yP aD a.. Y Z 
(n) 

a n a y P a y 


este nenul. Considerăm în locul lui d determinantul 


> UD __ tat) i 
yP HiP yP iio | 


.as. esoe 


aD a aP 


d = 


j n) m o Pe € n] 
dap o.. af yP HiP yP — ia | 


care poate fi seris şi sub forma 


as a) 


..... 


sal) Opata) »- - | 


Cisaat] AN 
e...’ 
E N ES 


oilan) PE E EE 

în dohorininaită At adto 6. 068 d a ei aR 
ătoare Bi 8 em anti A L 

con o sedem area po e ca 4, fa 

pară Îl ne anpra feite perechi de colane dintre cele ce 

urmează, vom ajunge în final la egalitatea 


d = (— yd. (9) 
În pet. 3 $2 Complemente se demonstrează că 
dr? = D, | (10) 
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Ş = e. 796 


unde D = D(a,, ..., an) este diseriminantul bazei Xis -> +3 0 (rela- 
tiv la extinderea K/R). Deoarece D z 0, atunci din (9) şi (10) se 
deduce că şi determinantul d este nenul. 


Vom considera acum că a, ..., a este o bază a modulului 
complet M în corpul K. Datorită relaţiilor (6) și (8) orice a=a wt 
+... Faran din M (unde a, ..., @, sînt întregi raționali) va avea 
ca imagine geometrică în R” vectorul ala) = mela) t... -H anela). 
in acest mod se obține următorul rezultat. 


TEOREMA 1. În reprezentarea geometrică a numerelor din corpul 
K de numere algebrice, avind gradul n = 3 + 2t, prin puncte ale 
spațiului R”, mulțimea tuturor vectorilor care reprezintă numerele din 
modulul complet M = (a, ..., da} coincide cu multimea tuturor com- 
binaţiilor liniare cu coeficienți întregi a n vectori liniar independenţi 
(în spaţiul R”): wfo), ..., (a). 


OBSERVAȚIE, Spațiul liniar 8, în care reprezentăm numerele 
corpului K este o algebră peste corpul D al numerelor reale. Această 
algebră se poate identifica cu produsul tensorial A = D Q K al 
corpurilor D și K, considerate ca algebre peste corpul R al nume- 
relor raționale. Anume, algebra X (peste corpul D al numerelor 
reale) se descompune unic în sumă directă de corpuri, fiecare dintre 
acestea fiind izomorf fie cu corpul D al numerelor reale, fie cu corpul 
C al numerelor complexe. Fie l 


A= D, e... 8D, 0t... Cyn 
unde D, x D <i <s) şi 0, =04A <j <i). Fie, apoi, g, izo- 


morfismul unic determinat al lui D; pe D şi ọs+4; unul dintre cele 


două izomorfisme ale lui C, pe 0. Fiecare element é e A se reprezintă, 
unic sub forma 


E= bt o H Et Eea eee H Ess 
unde č;e D; şi Eye 0, Punem 
PCE) = (Pla) -- 5 Porel Essi) e Ai. 
Se poate arăta că aplicaţia č —> ọ(čX(č eM) este un izomorfism al 


algebrei A pe algebra Qt, În acest caz (1 Q a) = (a) pentru orice 
ae K. 


2. Reţele. Studiul geometric al modulelor complete se bazează 
pe proprietatea lor care a fost stabilită în teorema 1. Vom considera, 
acum mulțimi de vectori de același tip din R”, fie că sînt sau nu ima- 
gini ale numerelor dintr-un modul. 
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"Da Fi n sistem liniar independent 
DEFINIȚIE, Fie 61, --.; êm, MSA UN sisiem li ce În ps n 
de vectori, din spatiul R”. Mulțimea M a tuturor vectori 


(4202) -= .. Es Anny 


| i 
unde a, parcurg independent unul de celălali toate numerele i dA 
7 4 è 2 5. x yA Na á na 
rationale se numeste retea m-dimensională în R”; vectorii e i: i m 

formează o bază a acestei rețele. Dacă m=n rețeaua se numeşie C 
Ă, iar în e j letă. E 
letă, iar în cae contrar incompti S î i 
P Conținutul teoremei 1 rezidă, aşadar, în aceea că neor 
unui modul complet se reprezintă geometric prin vectorii une 
complete. a a a îi 
Se observă, imediat că două sisteme de vectori limar. A s 
i şi fi fn determină una şi aceeaşi reţea, dacă $ 
ip Vă a d Po Ma Ea  unimodulară, adică în 
numai dacă sînt legate printr-o transformare unimo i 
cazul ciad 


as s 3 A 
fi = Aa cu e; (1 <4 <m), 


unde (c;;) este o matrice de numere întregi a E ate E T 

Un studiu mai amănunțit al rețelelor se sprijină pe ia ; TER 
proprietăților metrice ale spațiului R”. Să edu e F ea 
un produs scalar, considerind că vectorii (3) Hr n a) a îi 
conală. Dacă vectorii g şi « au în baza (3) cool Sua e na i 2 20) 
respectiv, (æl, ..., Z,h atunci pentru produsul scalar (æ, & 
valabilă formula 


t 
ET A E E E A 


i rectorului æ se vi a cu ||. 

Lungimea vectorului æ se va not |! sale cu die l l 
Fie r un număr real pozitiv. Mulțimea Ton punctelor 2 
\ (î í niru care 

avind coordonatele (4, ..., £n) (în baza (3)), peniru 


Bieler TRAR 


ò vom iota cu U(r) şi o vom numi bilă (deschisă) de rază r şi cu 
centrul în origine. | NASI A Di cca rii 
O mulţime de puncte din R” se spune că este mărginită, dacă 
este conținută într-o bilă U(r). | stau E Di 
O mulţime de puncte din spaţiul R” se numeşte ae ai 
pentru orice > 0 bila U(r) conţine numai un număr finit de p 
ale acestei mulţimi. EEr 
N i a an 
Lema 1. Mulțimea punctelor unei rețele WM din R A ara 
"Demonstraţie. Întrucât orice reţea necompletă pas i ar T 
dată într-una completă (în mai multe moduri) este suficie ; 


& 
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dea demonstrația pentru o rețea completă M. Să i 
Ș tia pe t . Să alegem 
bază e -. -3€ Condiţiile i j i 


(2, ea) = 0, e. (£, €n) =0 


ne dau un sistem de n — 1 ecuații liniare omogene cu n necunoscute 
Deoarece acest sistem admite o soluție nenulă, rezultă că există un 
vector ge nenul, ortogonal vectorilor e, ..., 2, Dacă am fi avut și 
(a, 2) =0, vectorul œ ar fi fost ortogonal la toţi vectorii spaţiului 
R”, ceea ce este imposibil. Prin urmare (s, €,) z 0. Veetoraul h= 


z va fi de asemenea ortogonal la toti vectorii e, e 
| (2, e) 3 dp ms Oa 
ŞI va satisface relația (fi, e) = 1. În acest mod, pentru fiecare i 


(1 si sn) putem determina un vector f, pentru care 


1 a j=i 
E e;) Z | E) dea I î 
0, dacă j zi. 


Considerăm acum vect i 
1 vectorul 2 =e. i sînt 
întregi raționali) aparţini iei UG), adi E an 
re t i) partintnd bilei U(r), adică |e] <r. Deoarece 
a; = (2,fr) datorită inegalității lui Cauchy-Buniakovski puteam serie 


“fl < rifa ll 


; $ 
unde rilf,|! nu depinde de z. În acest fel, pentru numerele întregi a, 
sa at un cat finit de posibilităţi, ceea ce înseamnă că nu- 

ärul acelor ze pentru care |z]< r este finit i 

D | it. Leme 

demonstrată. i R 
si e X o mulţime de puncte din spaţiul R” iar 2 un punct al lui 

i ulțimea punctelor de forma œ + z, unde æ parcurge toate 
punctele lui X se numeşte translație a mulţimii X cu vectorul z și 
se notează prin X +z. i 


DEFINIȚIE Fie e, ..., €m 0 bază a retelei M. Multimea T a 
punctelor de forma 


las | = lz, fdl < ie 


1 
X6 T ae. F Am Cms 


unde Zir -+s Om parcurg independent numerele reale care satisfac 
pe i 0 sa; <1, se numește paralelipiped fundamental al rete- 
ei WM. l 


Un paralelipiped fundamental nu este aşadar unic determinat 
de reţeaua sa, ci depinde de alegerea bazei. 
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LEMA 2. Dacă T este un paralelipiped fundamental al rețelei 
complete M, atunci mulțimile 


T,=T +z, 


unde z parcurge punctele lui M, sînt oricare două disjuncte şi acoperă 
tot spațiul R". 

Demonstraţie. Fie €, ..., €, o bază pentru rețeaua WM, pe care 
este construit paralelipipedul T. Trebuie să arătăm că orice punct 
E= Bey t... H Erl din R” aparţine unei singure mulţimi Tae 
Pentru fiecare i reprezentăm numărul real æ; sub forma g; = k; -+ 
+- a, unde k; este un întreg raţional iar a, satisface condiţia 0 < 
Sa, <1. Punind z = het e. H Buln BiU = ge t ek. T n Ea 
vom avea 


æ =u +g lue T, ze SR), 


ceea ce înseamnă că ze T, Mai departe, dacă œ =w’ +2 (w'e T, 
g'e M) comparind coeficienții lui e, din egalitatea e +g =w +g 
se deduce imediat că 2 = 2. În acest mod lema 2 este demonstrată. 

LEMA 3. Pentru, orice număr real 7 > 0 există numai un număr 
finit de mulţimi T, (v. notațiile din lema 2), care intersectează nevid 
bila U(r). 

Demonstraţie. Fie e, ..., 6, 0 bază a reţelei M, pe care se con- 
struieşte paralelipipedul T. Dacă notăm d = al +... + IAIN 
atunci pentru orice vector 4 = e,- +... + aene T avem 


jul < lael +- + hael = alel + e H anlel] < d. 


Fie mulțimea T, (ze M) care intersectează pe U(r). Aceasta 
înseamnă că pentru un anumit vector œ = u + 2, unde ue T, ee M, 
avem |z]| <r. 

Deoarece z = æ — u se deduce că 


leli < iell + i= ul <r + d, 


adică punctu 1z se află în bila U(r + d). Conform lemei 1 există numai 
un număr finit de asemenea puncte, şi lema 3 este demonstrată. 

Este evident că vectorii unei rețele formează grup față de 
operaţia de adunare a vectorilor. Cu alte cuvinte, orice rețea este 
subgrup al grupului aditiv R”. Lema 1 arată, totuşi, că acest subgrup 
nu este deloc arbitrar. Vom demonstra că proprietatea rețelelor 
stabilită de această lemă caracterizează reţelele spre deosebire de 
celelalte subgrupuri ale grupului N”. 
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LEMA 4. Un subgrup Mal grupului R”, a cărui: mulţime de 
puncte este discretă formează rețea. PRM ea din Ve RU ei duri 

Demonstraţie. Să notăm prin” S cel mai mic subspaţiu liniar al 
spaţiului R”, care conţine mulțimea M, iar prin m dimensiunea lui 
S. Putem alege atunci în M n vectori €, ..., €m ce formează o bază 
a subspaţiului S. Să notăm cu M, reţeaua avind baza, Gerus En 
Este evident că M, c M. Vom demonsira că indicele (M: 90) 
este finit. Am văzui că orice vector æ din WM (chiar orice vector din 
©) îl puiem reprezenta sub forma í i 


g =u +z, (11) 


unde ze My iar u este situat în paralelipipedul fundamental T al 
reţelei WM, constrait pe baza e, .. ., En. Din ipoteza că æ eM şi ze Mc 
c M, ca şi din faptul că M este grup, se deduce că ues M. T este însă 
o mulţime mărginită şi deoarece WM este o mulțime discretă, ea nu 
poate conține decit un număr finit de vectori din M. Aceasta arată 
că numărul vectorilor u care pot fi obţinuţi în descompunerea (11) 
este pentru orice œ finit, ceea ce de fapt înseamnă că indicele (M: 
:%o) este finit. Notăm (M :M,) = j. Deoarece ordinul oricărui ele- 
ment al grupului factor M/M, este divizor al lui j, atunci ja e My 


s i a NI O ai SRA 1 
pentru orice we W şi deci g se exprimă liniar prin- ep e -êp cu 
J J 


coeficienți întregi. Grupul M este astfel conţinut în reţeaua 9M* 


cu baza L. firii ata EA Aplicînd acum teorema 2 din $2 observăm 
K 

că subgrupul WM al grupului M* trebuie să aibă o bază formată din 
l < m vectori fi; -.., f Pentru a ne convinge că M este o reţea 
ne mai rămîne doar să veriticăm că vectorii f, ..., f, sînt liniar 
independenţi peste corpul numerelor reale. Aceasta rezultă însă, 
din faptul că cei m vectori e, ... e, liniar independenţi în R” se 
exprimă liniar cu ajutorul acestora (deoarece M, c M). Lema 4 
este astfel demonstrată. 


3. Spaţiul logaritmie. Odavă, cu reprezentarea geometrică a 
numerelor din corpul K, introdusă anterior, în cure operaţia de adu- 
nare 3 numerelor se interpreta, ca operaţie de adunare a vectorilor 
din R”, ne este necesară încă o reprezentare geometrică, relativ la 
care se va da o interpretare la fel de simplă şi operaţiei de înmulţire 
a numerelor. NE: 

„ Presupunem, ca de obicei, că printre izomorfismele corpului K 
de numere algebrice în corpul C al numerelor complexe se găsesc 
s izomorfisme reale şi 21 izomorfisme complexe. Vom considera că, 
acestea sînt numerotate aşa cum s-a arătat în pet. 1. 
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ideră iul liniar i i t, compus 
Considerăm spațiul liniar real +7, de dimensiune s + t, 
din liniile (A, ..-, dee) avind componente reale. Pentru un punct 
ge 8! de forma (2) ale cărui componente sînt toate nenule, notăm 
Il) = In || pentru k = 1, ... 3, 


ls (20) =m |as; pentru j = 1, ..., é. 


PS al | acceeasi az e 
Asociem apoi fiecărui astfel de punet æ din L vectorul 


L(a) = (Lig), << lore (9). (13) 
din spaţiul R+. Deoarece pentru două puncte æ şi a Gin 8% cu 
componente nenule avem, evident, 

(ca) = In (0) + lt) Usksstty 
deducem că 
(ze = Wa) + (o). (14) 


4 MEI AERON O PE E 

Toate punctele ze 8* de forma (2) cu componente nenule (adicá 
pentru care N(a) z 0) formează grup relativ la înmulţirea CĂ 
nentă cu componentă. Egalitatea (14) arată că aplicaţia E 
este un homomorfism al acestui grup multiplicativ pe grupul aditiv 
btu . ` . . $ r 
al vectorilor spațiului R+’. S l i 

Din egalităţile (12) şi definiţia normei N(2) a unui pune Aa 
e &*! se obtine imediat pentru suma componentelor l(æ) ale vecto- 
rului I(x). formula 


st p 
$ h (æ)=m] N(%)l. - (5) 
k=l 

Considerăm acum un număr nenul « din corpul K. Notăm 


(a) = I(a(a)), 


A : g t st vro g 
unde g(a) este reprezentarea numărului a în spaţiul 2% care 4 fost 
tatii i aa r QEFI 
dată în pet. 1. Pe baza relațiilor (5), (12) și (13) veciorul (a) se serie 


Ka) = (In Jola), ---s In jo(a) ÎN |asa(0)] -eee „In |osx(a) 5). 


Vom numi vectorul l(a) e Rt reprezentare logaritmică a Hekata 
; : i H ti ritmic ai corpului K, 
lui nenul ae K, iar spaţiul N spatiu logariimic di corp | 
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Din relaţiile (7) și (14) se deduce că 
© Uap) Ha) + (B) la +0,8 #0). (16) 


Aplicația a —> {«) este deci un homomorfism al grupului multi- 
plicativ al corpului K in grapul vectorilor spațiului N:+, În particular, 
se obține de aici 


Wa) = — l(a) (a #0). 


Pentru suma componentelor 


l(a) = llæla)) (1 <k <s +t). 


ale vectorului (a) se verifică formula 
s+-i 
2 l(a) =In| N (a). (17) 
= 


Într-adevăr, suma din membrul stîng este dată de logaritmul 
valorii absolute a produsului 


ala)... os (a)os+u(a) 0541 (0)... Ospi (2) Ospi (2) 


iar acest produs, conform pet. 3 $2 Complemente, este chiar norma, 
N(«) (relativ la extinderea K/R). 

Demonstrația pe care am dat-o formulei (17) (fără, a apela ia 
egalitatea (15)) explică, de ce la definirea componentelor 7,(2) ale 
vectorului (x) prin egalităţile (12) s-a făcut deosebire între compo- 
nente care corespund la izomorfisme reale şi complexe : componenta 
l+ ;(£) corespunde nu unuia, ci la două izomortisme conjugate s,;, 
ȘI stgo 


4. Reprezentarea geometrică a unităţilor. Considerăm acum un 
ordin dat O al corpului K. Ne fixăm atenția asupra mulţimii vecto- 
rilor (e) din spaţiul logaritmic R+, unde e parcurge toate unitățile 
inelului O. Aplicația e -> l{e) nu este injectivă. Într-adevăr, dacă 
unitatea ye O este o rădăcină a lui 1, adică n” = 1 pentru un m 
natural, atunci |c;(9)| = 1 pentru orice k = 1, .. „St, şi deci 
I(q) este vectorul nul. În acest fel, toate rădăcinile lui 1 (în ordinul 
D există cel puţin două asemenea rădăcini : +1 şi —1) se reprezintă, 
prin acelaşi vector (nul). Pentru a clarifica, construcţia grupului 
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unităţilor ordinului O- cu ajutorul homomoriismului e -> (e), tre- 
buie să dăm răspuns la următoarele două întrebări : 

1) Care unităţi = din O sint reprezentate prin vectorul nul? 

2) Ce reprezintă, mulțimea tuturor vectorilor (e)? 

Să începem cu prima întrebare. Să notăm prin W mulțimea acelor 
numere «e O, pentru care l(a) == 0. Pe baza relaţiei (16) produsul 
a două numere din W aparţine de asemenea lui W. Deoarece condiţia 
Ka) = 0 este echivalentă cu egalităţile 

lola) =1 Usăkss-+t), 

atunci mulţimea punctelor a(a)e N” == gt pentru orice «e W 
este mărginită, adică este conținută într-o bilă oarecare U( r). Apli- 
cind lema.1, deducem că mulțimea W este finită. Considerăm pu- 
terile 1, a, ..., a ale unui număr arbitrar ze W. Deoarece totdeauna 
aceste puteri aparțin lui W, deducem că printre ele trebuie să se 
găsească uncle egale, de exemplu a" = «',l > k. Atunci însă, punînd 
| — k = m, obținem că a” = 1, În acest fel, toate numerele din W 
sînt rădăcini ale lui 1 şi prin urmare W este un grup finit, inclus, 
evident, în grupul unităţilor inelului O. | | 

ntrucit grupul W inelude un subgrup de ordinul doi (compus din 
1 şi —1), înseamnă că ordinul său este par. Se știe că orice subgrup 
finit al grupului multiplicativ al unui corp este totdeauna ciclice 
(v. Complemente, $3), de aceea şi grupul W este ciclic. R 

La prima întrebare pe care ne-am pus-o se obține astfel urmă- 
torul răspuns., : 


TEOREMA 2. Unttătile c ale ordinului D, peniru care l(s) este 
vectorul nul, formează un grup finit ciclic de ordin par. Elementele 
acestui grup sânt formate din rădăcinile din 1 care aparțin lui D şi 
numai din acestea. i g 

Trecem acum la cea de a doua întrebare, adică ne ocupăm de 
structura mulțimii € din N:+’, compusă din vectorii (e), unde e 
parcurge toate unitățile inelului O. — — — l 

Pe baza teoremei 4 §2 norma oricărei unități s din O este +1, 
şi deci In |N{e)| = 0. Pe baza egalității (17) obținem deci 


5, tu: (18) 


Aceasta înseamnă că toate rădăcinile Į(e£) se găsesc în subspaţiul 
Re Rt, format din punctele (A, ..., doze) R+, pentru care 
A t... ap = 0. Dimensiunea subspațiului Q este, evident, 
s+łi—i. | 

i Să demonstrăm că € este o reţea. Deoarece € este, evident, 
subgrup al grupului aditiv al vectorilor spaţiului Ri, pe baza lemei 
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4. trebuie să ne convingem doar de faptul că mulțimea de puncte 
€ este discretă. (Alegem drept bază ortonormată în Riti, evident, 
acei vectori care au o componentă egală cu unitatea, iar celelalte 
sînt nule.) Fie r un număr real pozitiv oarecare, iar |i(e)|| <r. 
ue lke) < klej < |l(e)]|, atunci (e) <r(l sk ss+1) 

şi deci 


lo{e] < e, (k = 1, 38) 
| Gsl E)? <e (j = Lt). 


Se deduce astfel că pentru acele unităţi se O, pentru care |iie) < 
< 7, punctele z(e) din N” formează o mulțime mărginită. Însă de- 
oarece vectorii zi(a)e R” pentru orice «e D formează o rețea (teo- 
rema 1), se deduce conform lemei 1 că numărul acestor unități e 
este finit. Aşadar, numărul vectorilor Ue) care satisfac condiţia, 
i(e)|| < r este de asemenea finit, ceea ce înseamnă de fapt că mul- 
țimea € este discretă. 

Deoarece reteaua € este inclusă în subspaţiul 2, dimensiunea 
acesteia nu depășeşte s + t— 1. 

Am demonstrat prin urmare următorul fapt. 

TEOREMA 3. Prin reprezentarea geometrică a unităților ordinu- 
lui O de către punciele I(e) din spațiul. logarilmic Ri, toate aceste 
reprezentări formează o rețea E de dimensiune r xs +t—i. 


5. Aoliuni introduetive asupra grupului unităţilor. Chiar în 
teoremele 2 şi 3 pe care le-am dedus din cele mai simple consideraţii 
geometrice, se găseşte o informație importantă despre construcţia 
grupului unităților oricărui ordin O. Anume, din aceste teoreme 
rezultă uşor că în © există nişte unităţi e, cpr S8 Htl, 
încit fiecare unitate se D se reprezintă unic sub forma, 


= be i (19) 


unde a, ...,6, sint numere întregi raționale iar Ç este o rădăcină 
a lui 1 aparținind lui O. Cu alte cuvinte, grupul unităţilor ordinului 
O se prezintă ca produsul dintre un grup finit şi r grupuri ciclice 
infinite. 

Pentru a demonstra această afirmație alegem o bază oarecare a 
rețelei €, fie aceasta He), ..., (£) şi vom arăta că unitățile e, .. 
„se E aU proprietatea cerută. Fie s o unitate oarecare a inelului 
D. Deoarece l(eje €, atunci TER ; 


(e) = ae) H neit ate), 
unde a, sint numere întregi raţionale. Considerăm unitatea 


C = ee.. Er 
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Pe baza formulei (16) această unitate satisface relația I( t) = 
= Ie) — ae) ... — alle) =0 şi conform teoremei 2 se deduce 
că ea este rădăcină din 1. În acest fel unitatea = admite reprezen- 
tarea (19). Mai rămine să, demonstrăm unicitatea sa. Fie o altă 
reprezentare a lui e: e= eh... e. Pe baza liniar indepen- 
denţei vectorilor (s), ..., Ke) din egalitatea He) = bile) tino 
... + bil(e,) se deduce că a, = byu... a, = b Atunci rezultă însă 
că [ =, și astfel afirmaţia noastră este complet demonstrată. 

În afirmaţia demonstrată mai sus a rămas nerezolvată problema 
importantă a valorii exacte a numărului 7, despre care știm numai 
că nu depăşeşte e + i — 1. În paragraful următor vom arăta că, de 


Afirmația care ne-a rămas de demonstrat este echivalentă, în 
virtutea teoremei 3, cu faptul că dimensiunea reţelei €, care repre- 
zintă în spaţiul logaritric unităţile ordinului ©, este egală cu s -+ 
+i— i. 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că toate reprezentările z(7)€ R» ale numerelor a din corpul 
K de numere algebrice, avind gradul n, formează o submulțime peste tot densă a spa- 
ţiului Ra. i 

2. Să se demonstreze că dacă s # 0, adică printre izomortismele żorpwwa K în 
corpul numerelor complexe se găseşte cel puţin unul real, atunci grupul rădăcinilor din 
1, inclus în K, este format numai din două numere: -+1 și —1. (Această situaţie apare 
totdeauna în cazul cînd gradul corpului K este impar.) 

d. Să se determine toate rădăcinile din 1 care pot aparţine unui corp de numere 
algebrice avind gradul 4. 

4, Să se determine toate unitățile corpului RYS). 

5. Să se arate că în corpul R(0}, 62 = 2, orice unitate este de forma (1 — 9. 

` &. Presupunem că în corpul K de numere algebrice se găsește o rădăcină com- 

plexă din 1. Să se demonstreze atunci că orice număr nenul a din K are norma pozitivă. 


$4. GRUPUL UNITĂŢILOR 


1. Criterii de completitudine ale unei rețele. În acest capitol 
vom desăvirşi cercetarea structurii grupului unităţilor în ordinele 
corpurilor. de numere algebrice. Problema fundamentală pe care o 
vom rezolva a fost examinată la sfirgitul paragrafului precedent. 
Ea constă din a demonstra că reţeaua € ai cărei vectori reprezintă, 
unităţile din ordinul O în spațiul logaritmic are dimensiunea s +- 
+ t—1 (păstrăm în cele de faţă notația din paragraful precedent). 
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Reţeaua Œ este situată în spaţiul st? şi este inclusă în sub- 
spațiul liniar Q format din punctele (A, ..., As.) pentru care à + 
+... Fe = 0. Deoarece dimensiunea lui 2 este s + t — 1, pro- 
blema noastră este echivalentă cu demonstrarea faptului că Œ este 
o reţea completă în spațiul £. Vom demonstra aceasta la pet. 3 
utilizînd următorul criteriu de completitudine al unei reţele. 

BOREMA 1. Reţeaua M din spaţiul liniar Q este completă, 
dacă şi numai dacă în 8 există o mulțime mărginită U, ale cărei trans- 
latii cu toți vectorii din WM acoperă spaţiul L (eventual, cu intersecţii). 


Demonstraţie. Dacă rețeaua M este completă, se poate lua drept 
U un paralelipiped fundamental oarecare al său : conform lemei 2 
$3 toate translaţiile unui paralelipiped fundamental cu vectori ai 
unei rețele complete acoperă tot spaţiul (mărginirea unui paraleli- 
piped fundamental este evidentă). Considerăm acum reţeaua M 
necompletă şi fie U o submulțime mărginită oarecare a spaţiului £. 
Vom arăta că în acest caz translaţiile mulţimii U cu vectori din Wt 
nu pot acoperi întreg spaţiul 8. Pe baza mărpinirii lui VU rezultă 
existenţa unui număr real 72>0, astfel ca [ul <r pentru oricare 
ue U. Să notăm cu L, subspaţiul generat de vectorii reţelei WM. 
Deoarece rețeaua WM este necompletă, rezultă că L este subspaţiul 
propriu şi deci în L există vectori y oricît de lungi şi ortogonali sub- 
spațiului £’ (prin urmare ortogonali și tuturor vectorilor din DM). 
Afirmăm că toţi aceşti vectori y, peniru care |y|| > r, nu pot îi aco- 
periţi cu translaţii ale lui U cu vectori din M. Într-adevăr, dacă 
vectorul y (ortogonal pe M) aparţine unei translaţii ale lui U, aceasta 
înseamnă că este de forma y = u + 2, unde ue U, ze M. Din egali- 
tatea. lui Cauchy-Buniakovski se deduce. atunci că ` 


lyi = (y, a) = 000 < lulu < ryh 


de unde rezultă ||| < r. Teorema 1 este astfel demonstrată (sensul 
geometric al demonstraţiei este că toate translaţiile mulţimii U 
cu vectori dintr-o reţea necompletă sint situate într-o bandă, dis- 
tanța de la punctele căreia la subspaţiul 2 nu depăşeşte r.) 


OBSERVAŢIE. Completitudinea reţelei M în subspaţiul £ este 
topologice echivalentă, după cum se vede uşor, cu compacitatea grupu- 
lui factor 2/9 (dacă L este privit ca grup topologic relativ la adu- 
nare). îi 


2. Lema lui Minkovski. Demonstrația pe care o dăm existenţei 
a s-+t—1 unităţi independente. se va baza pe.o constatare geo- 
metrică simplă, care arc. însă extrem de multe aplicaţii în teoria 
numerelor. Formularea şi demonstrarea acestei afirmaţii (teorema 3) 
utilizează noţiunea de volum într-un spaţiu n-dimensional şi anumite 
proprietăţi ale acestuia. 


str 
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Volumul (X) al mulţimii X din spațiul n-dimensional R” poate 
fi definit prin integrala multiplă 


=) Be Pare. ae, 
tă) 


luată pe această mulțime X. (Ne abatem aici întrucitva de la no- 
taţiile (4), $3 şi notăm coordonatele punctului ve R” sub forma 


(Dis asta) i 

Vom omite studiul condiţiilor în care există volumul. in cazurile 
pe care le avem în vedere mulțimea X va fi dată cu ajutorul cîtorva 
inegalităţi în care intervin funcţii foarte simple și problema 
existenţei volumului se va rezolva pe o cale elementară. Să punem 
în evidenţă cîteva, proprietăţi simple ale volumului, care reies uşor 
din proprietăţile integralelor (presupunem că toate volumele care 
intervin există). 

1) Dacă X este inclusă în A”, atunci 


DA) < yX’). 
2) Dacă mulțimile X şi X’ sînt disjuncte, atunci 
oX u X) =vv(X) +H’). 
3) Prin translația unei mulțimi volumul său se păstrează, adică 
AX + 2) = yE). 
4) Fie aun număr real pozitiv. Să notăm prin «X mulțimea 


punctelor de forma «v, unde æ parcurge toate punctele din X. (Mul- 
ţimea «X se numeşte dilatarea lui X de « ori). Atunci 


v (aX) = av (X). 


Să calkculăm volumul paralelipipedului fundamentali T al unei 
rețele M din R”, construit pe o bază oarecare a sa e... Fie 


ez = (ijs «ees Ang) (l <j sn). 
Vom arăta atunci că 
o(T) = |det (a;;)l. (1) 
În integrala 


al T) =| ma |an: „dz, 


(7) 
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eieciuăm o. schimbare de variabilă potrivit formulelor 
m 
t = Și aut, (| <îsm). 
jZ 


Tacobianul acestei transformări este, evident, determinatul det (a), 
care este nenul. din cauza independenţei liniare a vectorilor e, ... 
-3 Cne Deoarece în urma acestei transformări mulțimea T trece, 
cum se constată uşor, în mulțimea To compusă din acele puncte 
(Xi, <., u) pentru care 0 < a; <l(i=1,..., n), atunci | 
1 1 
an=] za (idet (an dæi ... da, = [det end G (ax e da = 
(To 
ô 
= |det (a,)|, 


şi formula (1) este astfel demonstrată, 

Să supunem spaţiul R” unei transformări liniare nedegenerate 
z= a. Prin această transformare rețeaua WM trece într-o annmită, 
reţea WM’ (evident, completă) iar paralelipipedul său fundamental 
T trece în paralelipipedul fundamental 7” al reţelei WM’. Este clar 
că paralelipipedul T’ va, fi construit pe imaginile ej, ..., e; ale vec- 
torilor bazei e, ..., €a. Dacă e; = (dup ba) (L< J < n), atunci 
din cele demonstrate se deduce că volumul v( T’) este dat de dei (84) |. 


Să notăm prin C = (c) matricea transformării liniare x> æ în 
baza e, ..., ê, deci 


2 
Se constată imediat că b; = $, asc; adică matricea (b; peste produsul 
= 


matricilor (a) și (cu) şi deci este valabilă formula 
(7')= (T) |det C). 


Să presupunem acum că e, ..-,€, şi ei, ...,ej sînt baze ale ace- 
leiaşi reţele M. Deoarece aceste baze sînt legate printr-o transfor- 
mare unimodulară (a cărei matrice O de numere întregi are deter- 
minantul +1), pe baza relaţiei (2) obţinem că +(7') = (7). Se 
arată asttel că volumul paralelipipedului fundamenial al bazei unei 
rețele depinde numai de rețeaua însăşi şi nu de alegerea unei baze 
a acesteia. 

Asocierea formulei (1) cu egalițăţile (9) şi (10) $3 ne conduc la, 
următorul rezultat, care este o aprofundare a teoremei 1 $3. 
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TEOREMA 2. Prin reprezeniarea geometrică a numerelor corpu- 
lui K, avînd gradul n = s + 2t, prin puncte ale spațiului 8 = R”, 
toag punctele care reprezintă numerele unui modul complet M cu 
discriminantul D, formează o reţea completă, al cărei paralelipiped 


mai sînt necesare încă două noțiuni geometrice. 

O mulţime X se numeşte central simetrică, dacă oricare ar îi 
un punct z al său, aceasta conține și punctul —z, simetricul lui a 
față de origine, 

O mulţime X se numește convexă, dacă pentru oricare două puncte 
ale sale æ gi x, aceasta conține şi toate punctele de forma aw + 
-+ (L — a)ă', unde g este un număr real ce satisface condiţiile 
0 <a < 1. Cu alte cuvinte, o mulţime X este convexă, dacă orice 
segment determinat de două puncte din X este inclus în această 
mulțime. 


TEOREMA 3. (teorema lui Minkovski asupra corpului convex), 
Fie dată reţeaua completă M în spațiul, real n-dimensional R”, al 
cărei paralelipiped fundamental are volumul A şi mulțimea X mărgi- 
nită, convexă, central simetrică, avînd volumul o( X). Dacă o( X) >2"A, 
atunci mulțimea X conţine cel puţin un punci al rețelei W diferit de 
origine, 


Demonstraţie. Ne vom baza pe următoarea propoziţie uşor de 
intuit: dacă o mulţime mărginită Y c R” este astfel încît toate 
translaţiile sale Y, = Y + 2, cu vectorii ze M, sint disjuncte ori- 
care două, atunci 2(Y) < A. Pentru demonstraţie alegem un para- 
lelipiped fundamental al reţelei M şi considerăm intersecțiile Yn T 
ale mulţimii Y cu toate translaţiile 7_,= T — z ale paralelipipedu- 
lui T. Evident că 

AY) = $ Fn T) 
zEM 


(în această sumă formală infinită numai un număr finit de elemente 
sînt nenule, deoarece mulţimea mărginită Y poate intersecta numai 
un număr finit de paralelipipede T., lema 3, $3). Translaţia mulți- 
mii ¥ n T, este, evident, Y,n T, de aceea eY n T) = «(Yn T) 
şi deci > `’ 


(Y) Te (n T). 


Dacă translaţiile Y, nu se intersectează oricare două, aianei nici 
intersecțiile Y, n T nu se intersectează oricare două, si întrucit 
toate acestea sint incluse în T, suma din: membrul drept al ultimei 
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egalităţi nu este mai mare decît 2(7). Prin urmare 2(Y) < ec 
şi afirmația noastră este demonstrată, 


Fie acum mulțimea > X (obținută din X prin o contracție’ de 
' î 


modul z] „ Din enunţul teoremei rezultă că (a ) = L o(X)>A. 


2 


Dacă toate translaţiile 


= X +a, cu vectori z e M, nu s-ar intersecta 
Ad 


: E : i L- 
oricare două, atunci pe baza celor demonstrate ar trebui ca v (x < 
< A, ceea ce nu este adevărat. Prin urmare, pentru anumiți vectori 

1 . l 4 
X +z gi— X +e, au în co- 
2 


distincti z și z din M, mulțimile = 


A 


mun punctul 


1 1 
an w' N a Aa 


zare), 
3 (7, ) 


Transeriem ultima egalitate sub forma 


Deoarece mulțimea X este central simetrică, — ze X; datorită 
convexităţii acesteia putem scrie 


L 1 
pg L — ghe X. 

a ( ) 
Astfel, punctul 2, — 2, din M, diferit de origine, aparţine mulţimii 
X, ceea ce trebuia demonstrat. 


Din desfăşurarea primei părţi a demonstraţiei teoremei 3 se 
deduce imediat şi următoarea afirmaţie destul de evidentă (care va 
fi utilizată în $5). 


Lema 1. Dacă toate translaţiile mulţimii Y, cu vectori din re- 
feaua WM acoperă spaţiul R”, atunci QY) > A. 

Într-adevăr, în acest caz intersecțiile Y,n T acoperă parale- 
lipipedul fundamental T (eventual, cu intersecţii), deci 


29) =A. (Y:n T)> o(T) =A. 
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ca: 


2 za 


În studiul grupului unităţilor vom aplica lema lui Minkovski 
unei reţele din spaţiul 25+ și corpului X compus din acele puncte 
de forma (2) $3 pentru care 


leo] Cow ces 2l <a; lZst1l? < Csi eeey (Espil? < Cass 


unde c,, -.., Cs+: sînt numere reale pozitive. Convexitatea și simetria 
centrală a acestui corp X sînt; evidente. Să caleulăm volumul acestuia, 
Uiilizind notația (4) pentru coordonatele punctului s, obţinem 


a fa s+t 
vX) = |an T |an (| dy, dz.. | dy, da, = 2*7 [I c: 


-e1 — 3 gat ză < cast Vita <Cst 
Aplicarea lemei lui Minkovski corpului X ne conduce la urmă- 
torul rezultat (la care ne vom referi în cele ce urmează). 


TEOREMA 4. Dacă volumul poralelipipedului fundamental al 


unei rejele complete WM din spaţiul L° este A și dacă numerele reale 
s+t 


B í AI 4Y pe e abil i 
pozitie C, - 3 Copi Sînt astfel încât JE e; > [—| A, atunci există în 
i=l T 


rețeaua WM un vector nenul æ = (£i, ..., Case) astfel ca 


[Bi] < Cis eeey | Es] < Cs] ora [2 < Ceris oeo 3 | ssel? < Cape: (3) 


3. Structura grupului unităților. Putem rezolva acum complet 
problema structurii grupului unităţilor într-un ordin oarecare. 


TEOREMA 5. (teorema lui Dirichlet). Într-un ordin oarecare D 
al corpului K de numere algebrice, avînd gradul n = s + 2t, există 
unitățile sy, ..-, E P=s+t+L, astfel încât fiecare unitate ee OD 
să se poată reprezenta unic sub forma 


a a. 
Ca G n na £, 


unde i, ..., 0, sînt numere întregi raționale, iar [ este o rădăcină 
din 1 conținută în D. 


Demonstraţie. Cum am afirmat la sfîrșitul paragrafului prece- 
dent şi la începutul acestuia, trebuie numai să stabilim comple- 
titudinea reţelei C, care reprezintă unităţile ordinului O din spaţiul 
£ (a cărui dimensiune este s + t — 1). Pe baza teoremei 1 este 
suficient să ne convingem, în acest scop, că în L există o submul- 
pime mărginită W ale cărei translaţii cu toţi vectori din € acoperă 
tot spaţiul £. 
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19 — c. 798 


Deoarece norma oricărui număr întreg din K este un număr 
întreg raţional, atunci, în virtutea formulei (17) $3, pentru numere 
a nenule din D punctele (a) sînt situate în semispaţiul 1, + .. 
... F due 2 0 al spaţiului L. În această situaţie, dacă |X(a)| < 
pentru un anumit număr real Q > 1, atunci punctul Yg) se va găsi 
în zona definită prin inecuaţiile : 


0 < à to. +F das < În g. 


Să notăm prin T hiperplanul din +: definit prin ecuaţia M t... 
„as + às = In Q. Este clar că q se obţine din subspaţiul 2 prin- 


— 


tr-o translație, de exemplu cu vectorul LA (ip ms ca L): 
t 


£ 


Pentru orice element nenul ac ©, pentru care IN{(a)| < Q, 
să notăm prin Y, mulțimea tuturor punctelor (Ap -.., sue) ale 
hiperplanului T pentru care 


Ar > hy (a) (k =], dret Fi), 


Deoarece impreună cu ultimele inegalităţi subzistă şi 


A = E u <in QE la), 


itk iFAR 


atunci toate mulțimile Y, sînt mărginite. Se deduce imediat în 
cele ce urmează, pe baza formulelor (16) $3, că orice unitate e din 
inelul © satisface formula 


eE Ya tu £), (4) 
adică mulțimea Ya, se obține din Y, printr-o translație cu vec- 
torul (e). 4 aaa 

Să arătăm că dacă am ales Q suficient de mare, şi anume 


e> (a, (5) 


TU 


unde A este volumul paralelipipedului fundamental al reţelei din 
Rs. care reprezintă numerele din ordinul considerat D, atunci mul- 
timile Y, (pentru «cD, ax 0, |N(a)| <Q) acoperă tot hiper- 
planul T.. Într-adevăr, fie (3f, ..., 194.) un punct arbitrar ales în 
T, iar Cp ..., C4, numere reale pozitive, pentra care A? = 1N 6p. 
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Pe baza inegalității (5) numerele c, satisfac inegalitatea cj... Cs}: > 
Li 


> =) , de aceea, conform teoremei 4, în ordinul O există numă- 
$ 
, ie G i 

4 

rul a # 0 pentru care 


lo,(a)| < e (k = 1, ...,8 ), 
los (DPL G= 
Ultimele inegalităţi pot fi transcrise, cu o altă notație, sub forma : 
lla) < ak  (k=1,...,83 +t) 


Am obţinut astfel că punctul (Af, -.-, A+) aparţine mulțimii Ya, 
deci | N(a)j <Q. 

Conform teoremei 5 §2 în ordinul O există numai un număr 
finit de numere oricare două neasociate ale căror norme sint mai 
mici în valoare absolută decît Q. Să fixăm un sistem a... ax 
de asemenea numere nenule din ©, care au proprietatea că orice 
a #0 din O pentru care |N(«)j < Q este asociat cu unul dintre 
acestea, adică a = a;e pentru un anumit î(l <i < N) şio anumită. 
unitate s din inelul O. Să notăm 


Deoarece toate Ya acoperă T și Fa == Ya + Ue) (formula (4)), se de- 
duce că translațiile mulțimii mărginite Y, eu toți vectorii l(e) ai 
rețelei €, acoperă hiperplanul T. În acest caz translațiile submulţimii 
Ca lui 8, 


cu vectorii He) € (pentru toate unităţile s din O) acoperă subspa- 
tiul 2 şi aceasta, după cum s-a remarcat, demonstrează de fapt teo- 
rema 5. 

Cum s-a văzut la pet. 5 $3, teorema lui Dirichlet arată că gru- 
pul unităţilor oricărui ordin O într-un corp de numere algebrice de 
grad n =s + 2t se prezintă ca un produs direct dintre un grup finit 
şi s+łt— 1 grupuri ciclice infinite. 

Dacă s + t=—1 (aceasta are loc nunai pentru corpul numerelor 
raționale şi pentru corpurile pătratice imaginare), atunci r=0. 
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În acest caz rețeaua Œ este formată numai din vectorul nul, iar grupul 


unităţilor ordinului O este un grup finit de rădăcini ale unităţii. 

Unităţile e, ..., es a căror existenţă este stabilită de teorema 
lui Dirichlet, se numesc unităţi fundamentale ale ordinului D. Din 
rajționamentele făcute în pet. 5 $3 rezultă că unităţile s... es 
sint fundamentale, dacă şi numai dacă vectorii He), ..., UE) for- 
mează o bază a reţelei €. Rezultă, imediat acum că unităţile 


(unde %; sint rădăcini din 1 conţinute în D) vor fi de asemenea fun- 
damentale, dacă şi numai dacă matricea cu numere întregi (4,;) este 
unimodulară,. 

OBSERVAŢIE. Expunerea demonstraţiei teoremei lui Dirichlet nu este 
efectivă, în sensul că nu ne furnizează un algoritm pentru căutarea, 
unui sistem deunităţi fundamentale ale ordinului D. Această neetectivi- 
tate rezultă, din faptul că în raționamentele noastre intervine un sis- 
tem complet ap...» au de numere neasociate ale căror norme nu 
depăşesc un anumit număr Q. Existenţa unui asemenea sistem de 
numere a fost demonstrată de noi neefectiv ($ 2 teorema 5). Asupra 
problemelor efectivității vom mai reveni în următorul. paragraf. 

Teorema lui Dirichlet (de altfel ca si teorema 2 $2) este vala- 
bilă, bineînţeles, şi pentru ordinul maximal O al corpului X. Unită- 
tile fundamentale aie ordinului maximal O se mai numese unităţi 
fundamentale ale corpului K de numere algebrice. 


4. Regulatorul. Conform construcției din punctele 3 şi 4 $3 
fiecărui ordin O al corpului K de numere algebrice avînd gradul 
w==8 -+ 2t i se ataşează o reţea 2 de dimensiune r =s +t— i1 
în subspaţiul R**f. Volumul v al paralelipipedului fundamental al 
acestei reţele nu depinde de alegerea unei baze în aceasta, ceea ce arată 
că este complet definit chiar de ordinul O. Să calculăm acest volum. 
Fie T, paralelipipedul fundamental al rețelei © construit pe baza 
î(e,)..-» (ep) (aici s... e, este un sistem de unităţi fundamen- 
tale ale ordinului: O). Vectorul 


1 


lo = ——— 
y Ys Ft 


(1, Le RH 


este, evident, ortogonal la subspațiul 2 şi are lungimea 1. Este clar 
că volumul r-dimensional v == 2(79) este egal cu volumul (s -+ t}- 
dimensional al paralelipipedului T construit pe vectorii la Hs), ... 
..., l(e,), De aceea în virtutea formulei (1) volumul v este egal cu 
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“valoarea absolută, a determinantului ale cărui linii sînt date de com- 
ponentele acestor vectori. Dacă în ultimul determinant adunăm 
toate coloanele la coloana de indice i şi apoi, utilizind proprietatea 
(18) 33, îl dezvoltăm după această coloană, obţinem 


= Vs iR, 


unde B este valoarea absolută a unuia dintre minorii de ordin rai 
matricii 


llei), <- -s lera) 


Ai €,), ooog ltal E) 


Din .raţionamentele noastre reiese, în particular, că toți minorii 
de ordinul r ai ultimei matrici sînt egali în valoare absolută şi nu 
depind de alegerea sistemului de unităţi fundamentale e... Ep 
Numărul R (ca şi r) depinde, prin urmare, numai de O. El se numeşte 
regulator al ordinului D. 

Regulatorul ordinului maximal © se mai numeste şi regulator 
al corpului, K de numere algebrice. (Pentru corpul numerelor raţio- 
nale şi corpurile imaginare pătrătice, prin definiție, acesta este 
egal cu 1.) 


„PROBLEME 


1. Să se demonsireze că inegalitatea »(X)> 22A din lema lui Minkovski nu poate 
fi salocuită cu alta mai slabă. Să se construiască în acest scop o mulţime X mărginită, 
central simetrică, avind volumul p(X) = 2PA, cars nu conţine, în afara originii, alte 
puncte ale reţciri. 

2. Fie a un număr real pozitiv, Să se demonstreze că volimul mulţimii X e 0t, 
compusă din punctele x pentru care 


alo ee tattoo n arzi < a 
{in coordonatele (4) $3) este 


v(x) = (3) an, 


n? 


Să se verifice apoi că mulțimea X este mărginită, central simetrică şi convexă. 

9. Fie a şi b numere naturale care nu sint pătrate. Să se arate că o unitate fen- 
damentală a ordinului Ti, y a | al corpului RYVa) este și unitate fundamentală a ordi- 
nului {1, Va, =, Vay —b} | 

: 4. Să se arate că grupul unităţilor unui ordin O este subgrup de indice finit în 
grupul unităţilor ordinului maximal D. i 
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f 

5 Fie unitățile Massa Ny (T = st —İ) ale, ordinului O astfel inci vectorii 
Hna) -- > I (nn să fie liniar independenţi. Să se arate că grupul compus din unitățile 
de forma ni, ..., 7, c; fiind întregi raţionali, este un subgrup de indice finit în grupul 
tuturor unităților ordinului ©. 


6. Fie numerele reale pozitive cj, >., Ca Si (aj) o matrice reală, nesingulară, de 
ordin n. Să se demonstreze că dacă c ..., a> d = det (a;;)|, atunci există întregii 
raționali zis ..., Za nu toți nuti. astfel ca 


< c; CI...) 


n 
y [itp 
j=i 


Indicaţii, Ne convingem că în spațiul R? mulţirnea punctelor {Tis ee ea Ly) 
care satisfac inegalitătile de mai sus, este mărginită, central simetrică, convexă și are 
4 


14 
volumul egal cu a Zee Ca Se aplică apoi lema mi Minkovski asupra corpului 
€ 
CUNYeX, 
7. Fie qj Şi st, i sia) întregi raţional și n; numere naturale, Să se 
demonstreze că mulţimea punctelor cu coordonatele întregi (a, --., €n) din spaţiul 
R?, pentru carc 


n 


Y ayz= 0 (modm;) (sis 
j=] 


formează o rețea completă, al cărei paralelipiped fmdamental are volumul mai mie sau 
egal cu m... Mp. 

8. Fie a, b, c, numere întregi raţionale nenule, oricare două relativ prime şi libere 
de pătrate și fie label = 2 py... Pel pi sînt numere prime impare, A este 0 sau 1). Presu- 
punem că forma ax? -l- by? -b ez? reprezintă pe zero în toate corpurile numerelor p- 
adice. Să se demonstreze că în această ipoteză există niște forme liniare cu coeficienţi 


întregi Ly, o., La L^, LO. de trei nedeterminate, astfel incit pentru întregii u, v și w 
are Joc congruenta 


aè + bo? + cm? = 0 (mod 4 jabel), 
numai dacă 
Liu, v, w) = 0 (mod ph (i sis) 
L'u, p, w) = 0 (mod 2175), (+) 
Lu, v, w) = 0 (mod 2). 
9, Păstrăm condiţiile problemei precedente și notăm prin M reţeaua punetelor 
(u, v, WERN? avind coordonatele întregi și verificind congruenţele (). Potrivit problemei 
7 volumul paralclipipedului fundamental al rețelei M nu depășește 4labc|. Notăm apoi 
prin X elipsoidut 
ja] = æ? 4- fbig? + |e]? < 4labe] 
32 
al cărui volum, după cum se calcuiează uşor, este —- 7jabc]. Aplicind rețelei WM si 


elipsoiduluj X lema lui Minkovski asupra corpului convex, să se demonstreze că forma 
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ar? + by? + ez? reprezintă rațional pe zero. (În această demonstrație a eonen anns 
kovski-Hasse pentru formele de trei determinate nu este folosit faptul că forma este 
nedefinită.) 


$5. REZOLVAREA PROBLEMEI REPREZENTĂRI 
NUMERELOR RAȚIONALE PRIN FORME COMPLET 
DECOMPOZABILE 


1. Unităţi de normă -+ 1. În §2 pet. 3 am văzut că pentru rezolvarea, 
probiemei găsirii numerelor de normă dată dintr-un modul complet 
sînt importante numai acele unităţi ale inelului său de stabilizatori 
O pentru care N(e) = +1. Aceste unități tormează la rîndul lor, 
desigur, un grup. Ne ocupăm în continuare de studiul structurii 
acestui grup. aa l R 

Presupunem mai întii că gradul n al corpulai Îi este impar. În 
acest caz în inelul D se găsesc numai două rădăcini din 1, şi anume +1 
($3, problema 2). Dacă pentru o anumită unitate e e O avem N(e€) = 
= —1 atunci 


N(—e) = N(—1)N(e) = (—1} (—1) = 1. 


Fie €,...,s, (r=s+t— 1) un sistem tundamental de unități 
din inelul O. Se poate ca printre aceşti e, să se găsească unităţi de 


normă. —i. Înlocuind toate aceste unităţi e; prin — s obținem, 
desigur, un nou sistem de unităţi fundamentale Tir -ees Nr pentru 
care Nn) = +i pentru toţi i = 1,..., 7. Norma unei unități 


e= ma... mr va fi acum N(11) = (1Y = 1. Prin urmare 
toate unitățile se O pentru care (e) = +1 au forma 


e= nen.. vf (ae ZN 


Fie acum a un număr par. Să arătăm că în acest caz norma tic- 
cărei rădăcini din 1 care se găseste în K eate 1. Pentru rădăcinile 
+1 aceasta este evident. Dacă în K se găseşte rădăcina, complexă, 
din 1, notată %, atunci s = 0 şi deci toate izumortismele corpului K 
în corpul numerelor complexe se grupează în perechi de izomortisme 
complex-conjugate și pentru fiecare pereche o şi 6 avem c(b)o(() = 
= o([)2 = t. Potrivit celor demonstrate în pet. 3 §2 Complemente 
se obţine deci N(%) = 1, şi afirmăţia noastră este demonstrată. 

Fie din nou e, ..., € un sistem fundamental de unităţi ale 
inelului O. Dacă N(e,) = 1 pentru toţi i = 1, ...,7, atunci normă 
oricărei unităţi se O va fi +1. Presupunem acum. că 


Nle) = 1, o., Ne) = 1, N (ee) = —d sc Ne) = 1, 
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unde k < r. Luind 
Ma = G ees Ne — Et Nepia 9 Erti Er ss Nr S Er- Er 


obținem un nou sistem de unități fundamentale m, -3 Nr- Er 


unde N(n:) = 1 (1 <i <7—1). Să găsim în ce condiții normă 


unităţii s = nf... Niel -ey Grau, be Z) este +1. Deoarece 
a i ze : i 

N(e) = (—1}, atunci N(e) = +-1, dacă şi numai dacă exponentul b 

este par, adică dacă b = 2a,. Se obţine în acest mod că pentru n 


par unitatea arbitrară ee O de normă +1 are forma (în cazul că 


există o unitate de normă —1) 


Gp Q 
e = Eni... noin (tieZ), 
unde n, = ef, iar Ç este o rădăcină din 1 conținută în O. 

Astfel, dacă în ordinul O este dat un sistem de unități fanda- 
mentale, putem determina şi toate unităţile de normă --1. 


2. Forma generală a soluţiilor ecuaţiei N (p) == a. Consecința 
teoremei 5 $2, împreună cu rezultatul de la punctul 1, ne conduc la 
următoarea afirmație, care ne dă o imagine completă asupra mul- 
țimii soluțiilor ecuaţiei (7) $ 2. 


TEOREMA 1. Fie M un modul complet în corpul K de numere 
algebrice, avind gradul n=s+- 2i, O inelul său de stabilizatori, iar 
a un număr rațional nenul. În ordinul O există unitățile m... 
.. -N {r=s-Hti— 1) cu normati, iar în modulul M un sistem finit 
(eventual vid) de NUMETE ur, ..., Up CU norma a, astfel încît orice solu- 
ție ue M a ecuației 


Niv) = a (1) 
se reprezintă unic sub forma 


set da ar ad - 
B = UN -Ny peniru n mpar, 


T 


a 
u= HG e... mr peniru n par. 

Aici pu, este unul dintre numerele u ..., pp lar Lesteo rădăcină 
din 1; a, ...,a, Sint numere întregi raţionale. 

În cazul cînd n este par, luînd mulţimea tuturor produselor 
w6 drept nou sistem de numere u; obținem şi în acest caz pentru 
soluţiile u o reprezentare de acelaşi tip ca în cazul cînd n era impar. 

În orice ordin al unui corp pătratie imaginar există numai un 
număr finit de unităţi (deoarece r=s+t—1 = 0). Prin urmare, 
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în acest caz ecuaţia (1) are cel mult un număr finit de soluţii. Dacă, 
însă K nu este un corp pătratie imaginar (şi, evident, nu este corpul 
numerelor raţionale) atunci r>0 şi în consecinţă ecuaţia (1) sau 
nu are soluții, sau are o infinitate. 

OBSERVAȚII. Teorema 1 ne arată cum este varietatea soluţiilor 
ecuaţiei (1), însă nu ne furnizează un procedeu pentru găsirea prac- 
tică a acestor soluţii. Pentru rezolvarea efectivă a ecuaţiei (1) este 
necesar un proceden concret de determinare a sistemului de unități 
fundamentale ale ordinului, cit și a mulţimii de numere pu, ---. Hx 
din modulul M, care au norma dată şi oricare două sînt neasociate. 
Vom arăta în continuare că ambele probleme pot fi efectiv rezolvate 
printr-un număr init de operaţii. Trebuie să atragem totuşi aten- 
fia că metoda generalii, de construcție efectivă è unităţilor fundamen- 
tale şi a numerelor de normă datà dintr-un modul, expusă la punctele 
3 şi 4, nu este potrivită pentru a fi utilizată practic datorită volu- 
mului mare de calcule pe care le presupune. Scopul pe care îl urmărim 
este de a demonstra în principiu posibilitatea acestor construcții 
într-un număr finit de paşi. Într-un şir de exemple concrete, folo- 
sind consideraţii suplimentare şi avînd în vedere specificul fiecărui 
caz particular, se obţin procedee mai simple. Astfel, în §7 expunem 
un procedeu destul de simpiu al rezolvării acestor probleme în cazul 
corpurilor pătratice. 


3. Construeţia efectivă a sistemului de unităţi fundamentale. 
Notăm prin c, ..., 6, toate izomorfismele corpului K de numere 
algebrice în corpul numerelor complexe ; vom demonstra preliminar 
următoarea lemă. 


LEMA 1. Fie numerele reale pozitive Cu -. 3 Cu. În orice modul 
M din corpul K există numai un număr finit de numere « pentru care 


lala) <a, ..., lo„(a)| < ca (2) 


şi toate aceste numere g poi fi efectiv enumerate. 


Demonstrație. Alegem în M o bază o ...;, a, (dacă modulul 
M este dat printr-un sistem de generatori care nu formează bază, 
atunci, urmînd demonstraţia teoremei 1 $2, putem construi într-un 
număr finit de paşi şi o bază pentru M). Orice număr « din M poate 
îi în acest caz reprezentat sub torma 


a = hy F ee F au (3) 
cu æ; numere întregi raționale. 
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Să construim o bază a ,..., «7, reciprocă bazei a... @ny 
în corpul K (v. Complemente, $2, pet. 2) şi să determinăm numărul 
real A >0 pentru care 


loa?) < A W 


pentru toți i şi 3. Înmulţind egalitatea (3) cu a* și luînd urma, ob- 
ținem 


Dacă ae M satisface condiţia (2), atunci pe baza relației (4) se obţine 
următoarea evaluare a coeficienţilor «;: 


n ! 
la;| < < 4 ȘI lako] <A G o (5) 
i=1 i=l ; . 

Întregii a, pot avea deci numai un număr finit de valori. Scriind 
toate numerele de forma (3) pentr care este verificată condiţia (5), 
putem separa imediat dintre acestea pe cele care satisfac inegali- 
tățile 

Vom folosi în acest paragraf aceleași noţiuni gi notații cain 
ultimele două paragrafe. 

Posibilitatea unei construcţii efective à sistemului de unitiţi 
fundamentale dintr-un ordin al unui corp de numere algebrice se 
bazează pe următoarea teoremă. n 


TEOREMA 2. Pentru orice ordin D al corpului K de numere al- 
gebrice poate fi indicat un număr real p > 0 astfel ca bila de rază ç 
a spațiului logaritmic R+! să conțină cel puțin o bază a retelei. © 
(care reprezintă unităţile ordinului ©). 

Vom arăta că această teoremă dă, într-adevăr, o metodă de 
constructie a unităţilor fundamentale ale ordinului D. Dacă reprezen- 
tarea logaritmică We) a unităţii ee O este conținută în bila de rază p, 
atunci 


z 
D 
S” 
A 
[să 

D 
Panai 
pi 
FAN 


k < sh joss (E < ee (1 sj st): 


Conform lemei 1 numărul unităților se O care satisfac această con- 
diţie este finit şi acestea pot fi. toate descrise (pentru a separa uni- 
tăţile dintre numerele ordinului O se va folosi teorema 4 $2). Cu 
unităţile găsite formăm toate sistemele posibile e, ..., e, avind 
fiecare r = s +i—1l unităţi, pentru care vectorii Ke), ..., (e) 
sint liniar inde pendenti. În baza teoremei 2 cel puţin unul dintre 
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aceste; sisteme va fi sistem de unități fundamentale ale ordinului D. 
Pentru a determina care anume, urmează ca pentru fiecare sistem 
Eisa -.£ Să se calculeze volumul paralelipipedului construit pe 
vectorii Ke), ..., Ke). Acest sistem pentru care se obţine volumul 
minim, va fi, bineinteles, sistem de unități fundamentale. 

Demonstratis teoremei 2, rezultă în mod evident din următoa- 
rele două leme referitoare la reţeaua (€. Pentru demonstrarea aces- 
tora amintim că putem enumera totdeauna punctele acestei reţele 
care se află într-o mulţime mărginită dată. Pentru aceasta trebuie 
să observăm că miărginirile coordonatelor punctului He) dau măr- 
giniri de tipul (6) pentru unitățile e, iar aceste unităţi, conform lemei 
i pot fi enumerate. Vom spune, in general, că reteaua WM este dată 
efectiv, dacă, se eunoaste un algoritm de enumerare 8 punctelor sale 
care se găsesc într-o multime mărginită dată. 


LEMA 2, Dacă rejeaua compleiă W din spațiul m-dimensional 
R” este dată cfectir şi dacă se cunoaşte volumul A al paralelipipeđdului 
său fundamental, atunci se poate indica un anumit număr p astfel 
încât printre vectorii xe M situati în bila de rază p să se găsească 
o bază a rețelei YR. 

Demonsirajie. Dacă m == 1, se poate lua p = 2A. Demonstrația 
lemei pentru cazul general se face prin inducție după m. Alegem 
în R” un corp märginit, central simetric şi convex al cărui volum 
este mai mare decit 2”A. Conform lemei lui a Ai ($4, pot. 2) 
în acest corp se găsesc vectori nenuli ai reţelei WM. Alegem dintre 
aceştia un astfel “de vector w, incit u < ny pentru orice we W gi 
orice întreg n > 1. Notăm cu & spaţiul ortogonal la vectorul u iar 
prin W’ proiecția enn M „pe £. Dacă w'e DM, atunci există ae WM 
astfel încât v = Eu -+ 9, E find real. Pentru orice într eg k, vectorul 
æ = ku aparţine lui pi de” aceea vectorul z din M (avind proiecția 


æ dată) poate fi ales astfel încit |E] < — Pentru un astfel de æ 


Yom avea 


jel? = ljal? + jæ l? s — Hail -i le 


Această inegalitate arată că toţi vectorii a” e W care aparţin unui 
domeniu mărginit sini proiecţii ale vectorilor ze M de asemenea, 
dintr-un domeniu mărginit, deci odată; cu M este dată efectiv si 
reţeaua WM. Dacă ta, .. ., Um Sînt vectori din WM, ale căror proiecții 
Uas r, Um formează o bază a lui WM, atunci sistemul t, ta, - 2-0 Ums 
după cum se vede uşur, va fi o bază pentru WM. Se deduce astfel că 
volumul „paralelipipedului fundamental al rețelei W este ar 
u 
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deci este de asemenea cunoscut. Conform presupunerii inductive 
putem determina un anumit număr p’ astfel încît în WM să existe 
o bază us, ...y Um pentru care |w; < p (i =2,...,m). Conform 
celor demonstrate, vectorii tz, ..., Um din M pot fi aleşi astfel încât 


1 


f ka t j2 '2 j2. 
hs; I dE luli? + e ) 


În acest mod, bila de rază 


L 


ull + 13 (hale zi E 


p = Max ( 


conţine baza, W, Woy -.., Um pentru rețeaua M, ceea ce constituie. 
însăşi afirmația lemei 2. 
Este suficient acum, pentru a demonstra teorema 2, să eva- 
luăm superior volumul păralelipipedului fundamental al rețelei €. 
LEMA 5. Volumul v al paralelipipedului fundamental al reţelei 
Œ satisface inegalitatea, 


v s cin gri LA <C(ln Qi, 
a<Q 


2 


unde Q = ( | VIÐ] 4-1. (D este determinantul ordinului D) N este 
T 


numărul acelor numere « 4 0, oricare două neasociaie, din ordinui © 
pentru care N(a) < Q, iar O este o constantă care depinde numai de 
s +t (a parcurge toate numerele naturale mai mici decit Q). 

Demonstratie. Vom folosi notațiile din demonstrația teoremei 
5 §4. Deoarece VID! = ZA (§4, teorema 2) numărul Q indicat în 
lema 3 satisface inegalitatea (5) $4. Deoarece toate translațiile sub- 
multimii M din & cu vectori din reţeaua € acoperă pe Q, conform 
lemei 1 §4, avem 


v SeU) 
Mulțimea U este obținută din Y printr-o translație. Y este o reuniune 
de submulţimi X,, situate în hiperplanul T. Rezultă atunci că 
K 


(U) = AY) < YY). (8) 


i=1 


Să caleulăm volumul corpului (s + #— 1)-dimensional Y,(« e O, 
«x 0, |N(o0)| =a < 0). Să aplicăm acestui corp definit prin con- 
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dițiile 1, +... + Asa = m, >h) (L <k <s +t), o trans- 
lație de vector —l{a). Deoarece L(a)+ ... + haia) = In a, printr-o 
astfel de translație corpul Y, trece într-un corp X care este definit 


prin condițiile 2 +... F doze = In LA Şi A>O(lskss+t). 
d 


Să notăm prin CO volumul corpului X, definit prin condiţiile 4+ . 
„a + de = 1 şi A >O0 (L <k <s +t). Este clar că C depinde 
numai de s 4- î. Corpul X se obţine din X, printr-o dilatare de modul 


Q 


In (>) În consecință, 
3 


AX.) = AX) = 0 [m (4) js i (9) 


Inegalităţile (7) și (8) împreună cu formula (9) ne conduc la prima 
egalitate din lemă. Pentru demonstrarea celei de a doua inegali- 
tăți rămîne doar să observăm că în inelul O nu există mai mult de 
a” numere, oricare două neasociate, ale căror norme în valoare abso- 
lată sînt a (v. demonstrarea teoremei 5 $2). 


4. Numerele de normă dată dintr-un modul. Să examinăm acum 
problema construcției efective într-un moduł a mulţimii tuturor nu- 
merelor de normă dată, oricare două fiind neasociate. 

Să fixăm în inelul stabilizatorilor O al modulului complet M 
un sistem oarecare de unităţi fundamentale e, ..., e. Vectorii 
Uei), <- e) împreună cu vectorul l = (1, ..., 1) formează o bază, 
spațiului logaritmie R:t’, de aceea pentru orice ue M vectorul L(y) 
poate fi reprezentat sub torma 


Up) = + Y Edle) (10) 


cu coeficienți reali £, č, ..., E. Pe baza formulelor (17) și (18) $3 
coeficientul ë este dat de formula 


E In Nim). 
Fiecare număr real £, îl putem reprezenta sub forma £; = k; + Yn 
unde k, este întreg şi || L, Pentru numărul y’ = pei... ey" 
asociat; cu u descompunerea (10) are forma 
Ke) = E e niet Ey Key 
s-+i 


Li 
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unde a = |Y(u)| = IN(u')|. Se deduce prin urmare că există în R+ 
o mulţime mărginită avînd proprietatea că pentru orice ue M astfel 
că |N(w)|= a există numărul p’, asociat lui, a cărui reprezentare 
logaritmică, aparține acestei mulțimi. Avem deci pentru numerele 
u’ evaluări de tipul (2). Conform lemei 1 putem descrie în mod expli- 
cit toate numerele din M pentru care sînt valabile aceste evaluări. 
Separind dintre acestea pe toate care au norma N(u”) dată şi luînd 
apoi pentru numerele asociate între ele numai un singur reprezen- 
tant, obţinem evident un sistem de numere din M, my, -3 He de 
normă dată și oricare două neasociate cu proprietatea că orice ue M 
avind aceeaşi normă este asociat cu unul dintre acestea. 

Prin urmare, rezultatele din acest paragraf ne indică o metodă 
cu ajutorul căreia se poate determina, într-un număr finit de pași, 
toate numerele de normă dată dintr-un modul complet (sau se poate 
stabili existenţa lor). Deci a fost rezolvată compiet şi problema 
reprezentării numerelor raţionale prin forme integrale complet de- 
compozabile. 


PROBLEME 


1, Fie numărul întreg raţional d, liber de pătrate si avind ca factor cel puţin un 
număr prim de forma 4k + 3. Să se demonstreze că în acest caz norma oricărei uni- 
tăți a ordinului 1, Va; din corpul RÜ este +1. 

8, Săsearatecă 5 + 25 este unitate fundamentală în ordinul maximal al corpu- 
lui R(W/6). 


3. Să se găsească toate soluţiile întregi ale ecuaţiei nedefinite 


4, Să se arate că in corpul cubic R(0), 0 = 6, numărul 


g= 1—60 -p 3% 


este unitate fundamentală, 


$5. CLASE DE MODULE 


În legătură cu rolul îndeplinit de module în problemele exami- 
nate este important să ne facem o reprezentare cit mai largă asu- 
pra varietăți tuturor modulelor complete ale unui corp K de nu- 
mere algebrice. Numărul tuturor acestor module este, evident, 
infinit. Printre acestea se află totuşi module care au proprietăţi 
foarte apropiate unul de celălalt. Acestea sînt modulele asemenea, 
definite în pet. 3 ŞI. Am constatat că modulele asemenea au același 
inel de stabilizatori ($2, lema 1) şi că problemele găsirii numerelor 
de normă dată în module asemenea sint echivalente (ŞI, pet. 3). 
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Este natural ca din aceste considerente toate modulele asemenea să 
fie reunite într-o clasă şi să se studieze mulțimea claselor de module 
asemenea, În acest paragraf vom demonstra că într-un corp K de 
numere algebrice există numai un număr finit de clase de module 
asemenea, avind un ordin dat drept inel de stabilizatori. Acest 
rezultat, ca şi teorema lui Dirichlet asupra unităţilor, se numără 
printre rezultatele aflate la fundamentul teoriei numerelor alge- 
brice. Demonstrația sa, ca şi demonstrația teoremei asupra wni- 
tăților, se bazează pe lema lui Minkovski referitoare la corpul 
convex. O altă noţiune auxiliară importantă va fi noţiunea de 
normă a unui modul. 


1. Norma unui modul. Să considerăm un modul complet M 
într-un. corp K de numere algebrice avind gradul n și să notăm cu © 
inelul său de stabilizatori. Să alegem o bază ©... 0, n Ogio 
bază u = - 3 Un în modulul M. Matricea A = (a,;) cu care se trece 
de la prima bază la cea de a dona, adică matricea definită prin ega- 
lităţile l 


u= E eyo, (L S< n, aye R) (1) 


i=} 


depinde, desigur, nu numai de modulul M, ci şi de alegerea bazelor 
w; ȘI u Fie ©, -. -3 Op ȘI Ui ---, i alte două baze ale modulelor O 
şi, respectiv, M si fie 


h 
w= Y aie; (aye R). 
i 


Matricea A, = (ay) este legată de matricea A prin relația 
A, = CAD, (2) 


unde 0 = (e) şi D = (da) sint matrici unimodulare de numere 
întregi definite prin egalitătile 


n n 
$ f t - 
o = $ Gyon u= Y fym (Cip dye R) 
1 i=l 


pa 


(matricea de trecere de la o bază a modulului la alta, este, cum se 
ştie, unimodulară). în acest mod modulului A i se asociază anumiți 
invarianți, şi anume acele expresii de elementele matricii A care, 
conform formulei (2), sint invariante la transformarea lui A în A. 
Un sistem complet de asemene invarianţi îl constituie așa-numiții 
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factori invarianţi ai matricii raţionale A. Vom considera pe cel mai 
simplu dintre aceştia: valoarea absolută, a determinanțului det A. 
Invarianţa, sa se arată imediat : 

|det A,| = | det 0|-|det A|-|det D| = | det A 


. 


DEFINIȚIE. Fie M un modul complet în K iar D inelul său de 
stabilizatori. Valoarea absolută a determinantului matricii de trecere 
de la baza inclului D la baza modulului M se numeşte normă a modu- 
tului M și se notează N(M). 

Potrivit formulei (12) $2 Complemente, diseriminanții D = 
= D(t e = 5 Ba) ŞI Do = Dlo -3 On) ai bazelor p; respectiv, œ 
(adică discriminanții modulelor M şi O, v. $2, pet. 5) sînt în relaţia 
D = Do(det AP. Cu ajutorul noţiunii de normă această formulă 
devine 


D = D,N( M}. (3) 


Pentru modulele conţinute în inelul lor de stabilizatori matricea 
(a) detinită de descompunerile (1) are, evident, elementele întregi 
şi de aceea norma unor asemenea module este un număr întreg. În 
acest caz semnificaţia normei unui modul este dată de următoarea 
teoremă. 


TEOREMA 1. Dacă modulul complet M este conținut în inelul 
său de stabilizatori D, atunci norma sa N(M) este egală cu indicele 
(0: M). 

Această teoremă este un caz particular al următoarei afirmaţii, 

LEMA i. Dacă My esie un grup abelian fără elemente de ordin 
Jimi şi avind rangul n, iar M este un subgrup avind același rang n, 
atunci indicele (Mo: M) este finit şi egal cu valoarea absolută a deter- 
minantului matricii de trecere A de la o bază oarecare a lui My la 
o bază a lui M. 


Demonstraţie. Fie o, ...} o O bază în M,. Conform teoremei 2 
§2 există în subgrupul M o bază m, .--> mm de forma: 


N = Cur toat -e Cina; 


Ma = Caga F e... F ConOn 3 


Na = Can On 


unde e, sint întregi raţionali iar cu >0 (L si < n). Evident că 
|det A | nu depinde de alegerea bazelor în M, şi M, de aceea 


dei A| < Cuzz + Cun: 
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Să considerăm elementele 


Dog H -e F BOn OS a < ea (d <i<s n) (4) 


şi să arătăm că acestea formează un sistem complet de reprezentanți 
ai claselor factorizării grupului M, prin subgrupul M. Fie un element 
a = apt eee F oa, din Mo. Să împărţim cu rest pe a, la e: 

i . 
A = Guf + Bu 0 < A <C Atunci 

a — di — h = Maat oa E Gata. 

Dacă împărţim acum cu rest pe @ la Cos: ds = Cago F Ea OS Pa < 
< Co, atancei se obţine 


1 tr 
a — Qi — aa — AA — LO = Mz Og F -F an One 
Repetind acest proces de n ori se ajunge în final la egalitatea 


x — hh — e — aa Pa o M Lnn 5 0, 


în care qg; şi æ, sint întregi raţionali, iar O sa; Su „Deoarece 
dm --- H Quinn aparţine lui M, ultima egalitate arată că a Și 
un element po ot... F BarOn de forma (4) aparţin unei aceleiași 
clase a factorizării prin subgrupul M. Am arătat astfel că în fiecare 
clasă a factorizării lui Mọ prin M se găseşte un reprezentat de forma 
(4). Mai trebuie verificat faptul că elemente diferite „de forma (4) 
aparțin la clase factor diferite. Admiţind contrariul, să presupunem 
că, diferenţa a două elemente distincte mo, + .-. F nOn Și Mont 
+... + ao, din sistemul (4) aparţin lui M. Să notăm cu s cel 
mai mie indice (L ss < n) pentru care s, £ 4. Atunci 


(2, — Da tH -e FH (Ba — Lion = but = F ba Mm 


b, fiind întregi. Substituind aici în locul Iui m, - - -, Nn expresiile lor 
prin œ, și identificind coeficienţii lui e, din cei doi membri ai egali- 
tății se găseşte imediat că b = 0, .. > Baa = 0 şi apoi că Csaba = 
— y, — z. Ultima egalitate este imposibilă însă pentru b, întreg 
întrucât 0 < |a; — 2| < Cs. Prin urmare, elementele (4) formează 
într-adevăr un sistem complet de reprezentanți ai claselor factori- 
zării lui M, prin M. intrucit numărul acestora este finit și dat de 
CuCza = +: Cu = |det Aj, lema 1 şi teorema 1 sint astfel demonstrate. 


TEOREMA 2. Normele a două module complete asemenea M şi 
aM satisfac relaţia 
N(x M) = | N(a)| - N(M). 
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1t — e. 796 


În particular, pentru modulele asemenea cu ordinul O, se verifică 
egalitatea 


N(aD) = | N (a)]. 


Demonstraţie. Dacă p, ..-, a este o bază a lui M, atunci 
drept bază a lui «M se pot alege numerele AUi -e 3 Up, Numărul 
N(a) este determinantul matricii C de trecere de la baza u la baza 
au; (v. Complemente, $2, pet. 2). Conform lemei 1 $2 modulele M 
şi a M au același inel de stabilizatori O. Să notăm cu A și A, matri- 
cile de trecere de la baza inelului O la bazele p, respectiv, aug 
Atunci A, = AC și obţinem că 


N(aM)= |det A, |= |det A| - [det 0|= N(M) | N(«)]. 
A doua afirmație a lemei se deduce din faptul că N(O) = 1. 


2. Finitudinea numărului elaselor. Trecem la demonstrarea teo- 
remei fundamentale a acestui paragraf. Aceasta se va baza pe două 
leme. 


LEMA 2. Peniru oricare modul complet M, din corpul K și 
oricare submodul complet M, al său există numai un număr finit de 
module intermediare M (adică module care satisfac condiția M> 
> M> Ma). 


Demonstraţie. Să alegem un sistem de reprezentanți č -..,És 
s=(M:M,) ai claselor factorizării lui M, prin subgrupul M,. 
Dacă a... æn este o bază în M, atunci fiecare element 0e M, 
se reprezintă unic sub forma 0 = E -+ aoa +... + Cao, unde 
Śs este unul dintre reprezentanți iar C, ..., €, sint numere întregi 
raționale. Fie 6,, ..., 0, o bază a modulului intermediar M. Pentru 
fiecare 0, are loc reprezentarea 6, = Exp Gyo + -.- F Casta Ci 
fiind întregi, De aceea 


ME Rasă s 

M= Bas e es Oa) = {O e 050 A oey a) Ens oo 23 Erny O -opale 
Deoarece dispunem numai de un număr finit de posibilități în alcă- 
tuirea mulțimilor de reprezentanţi Er, ..., Ern rezultă că și numărul 
modulelor jM intermediare este tot finit. 


CONSECINȚĂ. Pentru orice modul complet Moc K și orice număr 
natural r există numai un număr finit de module M în E, care îl 
conţin pe Mo si (M: Ma)= r. 

Intr-adevăr, pe baza finititudinii grupului factor M/M, rezultă, 


ù x : A a AO } 
că PM c M, ṣi, prin urmare, ~M, > M > Me 
r 
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r 


kip, 


LEMA 3. Fie K un corp de numere algebrice avind gradul n = 
= $ + 26 și M un modul complet în K, al cărui discriminant esie D. 
Ezisiă în M un număr nenul a a cărui normă satisface inegalitatea 


Niel < 63) ViDi- (5) 


Demonstratie. Să alegem numerele reale pozitive Ci, ---, Cs+t 
astfel încit 


Ci sa Cor > Sug + £, (6) 


unde s este un număr real pozitiv. Din teorerele 2 şi 4 $4 rezultă 
că, există în modulul M numărul nenul « care satisface condițiile : 


loa)! < 0r (Is Bs5), los) < es (1 <j <è) 


Norma 


N(a) SA o(a). .. osla) |0s+a(0c) |? e. CI ia 


a unor astfel de numere nu este mai mare în valoare absolută, desigur, 
decât; numărul dat de produsul (6). Întrurit aceasta esto adey ărat 
pentru = oricit de mie, atunci în M trebuie să existe du asemenea 
numere g nenule care satisfac inegalitatea (5). 

TEOREMA 3. Pentru orice ordin D din corpul K de numere algebrice 
există numai un număr finit de clase de module asemenea care admit 
pe © ca inel al siabilizatorilor. 

Demonstraţie. Fie M um modul avînd ordinul © ca inei al Aia 
zatorilor. Să notăm cu D diseriminantul modulului M şi cu Pe W8- 
criminantul ordinului D. Alegem în modulul M numărul nenul a 
care satisface condiția (5). Pe baza formulei (3), condiția (5) devine 


Aa)! {5 N(M) V1D.]- 


i T 


Deoarece xO c M, atunci D c ENA Mai mult, pe baza lemei 1 
% 


si a definitiei normei unui modul avem 


G M: o) =x(7 my a LA le 6 ) IPAR 


a a N(M) T 


TU 
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A A iii , S 
a cuie at astfel că în orice clasă de module asemenea care au 
Stabilizatorilor O, se găseşte un modul M” pentru care 


7 7 2 Vor 
M' > D, (M :D) < (1) VIÐ]. (7) 


3, Pan B a aa ren = în corpul K se află în general numai 

è e module W’ care satisfac conditia (7). Pri 
i l ia (7). Prin urma: 
numărul claselor de module a in or 

semenea care au inelul stabilizatori 
l le module inelul s zatorilor 
D este de asemenea finit, și astfel teorema 3 este demonstrată, 
ESEAS pi + A ) ; 

OBSERVATIE, Pentru orice două module complete M, si M 
ale unui corp K de numer i e aaa 
uni ul De numere algebrice putem determina efectiv dacă 
Sigla PEE E A În acest scop se determină mai întîi inelele 
or de stabilizatori. Dacă aceste două inele sint distincte atunci M. 
șI Ma nu sii asemenea, Să considerăm cazul cînd M, si M. au acelasi 
nel de stabilizatori 9. Îulocui nul dintre modulele 

; ocuind, eventual, unul dint: 

ar ol ae und, ev , intre modulele 
: Paran pn unul asemenea lui, incluziunea M, > M, poate fi satis- 

a. Caleulăm indicele (W, : M,) == a. Dacă «3E = M.. otunei 
ae D și | N(a)| =a Det inăm anni în î ip = ay ATUNCI 
a n „ eterminam apol în inelul O mulțimea tuturor 
eri au t:> % Oricare două dintre ele neasociate, « căror 
ei e Mila absolută este a (conform $5 pei. 4 sistemul acestor 
cu ia ca a efectiv). Dacă æa este un număr din inelul 
hi iei ial (x)| = a, atunci acesta este asociat cu un anumit 
skin Fi a i = a, M. Pentru a rezolva problema asemănării modu- 
i î. A ı Și M, trebuie deci să comparăm modulul MW, cu modulele 
3 la < î < k). Modulele M, şi M, vor fi asemenea, dacă si numai 
acă M, coincide cu un anumit x Ma. l 


PROBLEME 


1. Să se Le că ri i 
AP a pare n ia coip a numere algebrice, în afară de corpul numerelor 
ationale, ordine. (In consecinţă, numărul tuturo: 

i 1 . r clasel 

Rea e a rare partin la toate ordinele posibile, este infinit.) aak 

2. Folosind problema 2 $4, să se de ăi r 

3. Fol a i E emonstreze că într-un modul e > ar 
are ciseriminantul D, există un număr nenul &, astfel ca li dili aia 


i 


PR 
IN(a)| < =) 2 yip] 
T n? 


(n = Sa eh gradul corpului de numere algebrice). 
3. Aplicind problema 2 ordinului maximal al unui cor J e a i 
de grad n = s+ 21 și aplicind formula iui Stirling e SEEREN 


n! = V2mm|—j e (0< ê< 1) 
e 
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să se arate că discriminantul Do al corpului K satisface inegalitatea 
i a 1 
Zi 1 A 
IDo! > (3) an cet Gn e. 


În acest mod modulul, discriminantului corpului de numere algebrice tinde la infinit cînd 
n creşte nemărginit. 

4, Să se arate că discriminantul oricărui corp de numere algebrice al cărui grad 
este n> 1 este diferit de 4-1 (teorema mi Minkovski). 

5. Să se demonstreze că există numai un număr finit de corpuri de numere alge- 
brice avind o valoare dată a discriminantului (teorema lui Hermite). 

Indicaţie. Conform cu rezultatul problemei 3 este suficient să arătăm că 
există numai un număr finit de corpuri K de grad n = s + 2i fixat și discriminantul 
dat Dy. Se consideră în spaţiul R? (compus din punctele (x e. Tas Yis Zp cca Yt 20) 
mulţimea X definită în cazul s> 0 prin condiţiile : 


a 


lale VIBE, bel coke, iri sjsd, 


ar în cazul s == 0 prin contiţiile: 


2 
4 


t PP 2 
iyl <2 7 zl } [Dol + 1, P4 Ii 


Aplicind lema lui Minkovski asupra unui corp convex mulțintii X si retelei care reprezintă 
numerele din ordinul maximal D, să se arate că în K există im număr primitiv Be ©, 
al cărui polinom caracteristic are coeficienții mărginiți. 


$7. REPREZENTAREA NUMERELOR PRIN FORME 
PĂTRATICE BINARE 


În acest paragrat vom da o dezvoltare ceva mai amănunţită 
a problemelor studiate în capitolul de față pentru cazul formelor 
pătratice binare. Deoarece orice formă raţională ireductibilă ag? -+ 
4- bay + ce? se descompune în factori liniari într-un anumit corp 
pătratic, problema noastră este legată de studiul modulelor complete 
din corpuri pătratice şi al inelelor lor de stabilizatori. 


1. Corpuri pătratice. Se numește corp pătratic orice extindere 
de gradul doi a corpului numerelor raţionale R. Ne vom ocupa mai 
intii de descrierea corpurilor pătratice care reprezintă eca mai simplă 
clasă de corpuri de numere algebrice. 

Fie dz 1 un număr întreg raţional liber de pătrate (pozitiv 
sau negativ). Deoarece polinomul 1? — d este ircductibil peste corpul 
numerelor raţionale, corpul R(0), obținut din R prin adjuneţionarea, 
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rădăcinii 0 a acestui polinom, are gradul doi peste R, adică este un 
corp pătratic. în continuare îl vom nota cu R(Vd ). 

Se observă imediat că şi reciproc, orice corp pătratic K are 
numai forma indicată. Să demonstrăm aceasta. Dacă «x aparţine 
lui K dar nu este raţional, atunci, evident, K = R(«) Polinomul 
minimal peste R al lui « are gradul doi, de aceea există, relaţia a + 


+ pa +g = 0, unde p şi q sint raţionali. Dacă 6 = a +Ê, atunci 
2 


2 
2- _ ărul rati r: i 
B 7 g. Numărul rațional TA q poate fi reprezentat sub 
forma cd, d find un întreg liber de pătrate. Este clar că d # i 
gl în caz contrar B, deci şi a ar fi raţionali. Dacă notăm 
9 = =i atunci 02 = d şi doei K = R(0), adică K= Rd). 

Să arătăm că pentru d întregi distineţi (diferiți de 1 şi liberi 
de pătrate), corpurile R(/d) sînt distincte. Într-adevăr, dacă R(/d)= 
= R(Vd ), atunci 

Vă = o + Vă 


pentru anumiți æ şi y raţionali, de unde 


d = a? + dy? + 2ayVd 
şi, în consecinţă, 


T = aè + dy’, 2ay = 0. 


Dacă y = 0, atunci d' = %?, ceea ce este imposibil. Dacă însă æ = 0 
atunci d = dy? şi deci d = d. l 
Am demonstrat în acest mod că toate corpurile pătratice se 


găsesc în corespondență bijectivă cu toate numerele întregi rațio- 
nale d + 1, libere de pătrate. regi rațio 


2. Ordinele dintr-un 'corp 'pă i h i iintr-i 
corp pătratie. Numerele dintr-un cory 
R(Vd) au forma i 


a= gs P yy, 
æ şi y fiind raționali. Deoarece polinomul caracteristic al lui a este 
P — da p æ — dy’, 
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înseamnă că a va aparţine ordinului maximal O al corpului RVĂ), 
dacă şi numai dacă 2% = Sp (a) şi æ? — dy? = N(«) sint întregi 


A m? SE : 
raţionali. Fie 2% = m. Deoarece GA dy? trebuie să fie întreg, iar 
d este liber de pătrate, înseamnă că la nomitorul numărului rațional 


pda i A maS A oaia 
y (în seriere ireduetibilă) poate fi numai 2, adică y == i n fiind întreg. 


z m? n? ` ; A 
Este clar că N(a) = Pa ara este întreg numai cu condiția 


m? — dn? = 0 (mod 4). (1) 


Soluţiile acestei congruențe depind, evident, de d, mai exact de 
valorile lui d modulo 4. Întrucît d este liber de pătrate, se deduce 
că dz 0(mod 4) şi există trei posibilităţi : 


d= 1 (mod 4);  d=2(mod4); d = 3 (mod 4). 


Dacă d= 1 (mod 4), congruenţa (1) desire m? = n? (med 4), 
ceea ce echivalează cu condiția m = n (mod 2), adică m = n -+ 2, 
şi obţinem 


l şi n fiind întregi. în acest caz, se poate lua drept bază a ordinului 
maximal © (adică drept bază fundamentală a corpului R(Vd), v- 
1+Vă. 

2 

Fie acum d = 2 sau 3 (mod 4). Dacă congtuența (1) ar admite o 
soluţie pentru n impar, atunci din d = n? (mod 4) ar rezulta d = 
= 0 (mod 4) pentru n par şid=1 (mod 4) pentru n impar. Aceasta 
contrazice însă presupunerea făcută. Dacă însă n este par, din con- 
gruenţa m? = 0 (mod 4) se obţine că şi m este par. Am obţinut, în 
acest mod, că în cazul considerat, numărul 2 + yd aparține ordi- 


sfirgitul $2), numărul 1 şi e = 


nului masimal Ö al corpului R(Vă ) numai dacă v = şi y= = 


sînt întregi. Ca bază a ordinului D se poate lua deci în acest caz nu- 
mărul 1 și © = yä. 
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lu continuare, vorbind despre baza ordinului maximal al corpu- 
lui R(/d) vom avea în vedere totdeauna baza 1, œ, unde e = 
= isi pentru d = 1 (mod 4) şi o = Vd pentru d= 2,3 (mod 4). 

Să considerăm acum un ordin O al corpului R(/d). Deoarece 
© este inclus în ordinul maximal O (v. $2, pet. 4), toate numerele 
din O sint de forma e + yo, æ și y fiind întregi raţionali. Să alegem 
dintre acestea numărul care are cea mai mică valoare pozitivă, a 
coeficientului y. Fie acesta a + fo. Deoarece a este întreg rațional 
Și se găseşte deci în D, înseamnă că fo e O. Bate clar acum că pentru 
orice e + ya din © coeficientul y se divide la f şi deci D = (1, fo}. 
Reciproc, conform lemei 3 $2, pentru orice număr natural f modulul 
(1, fo) este inol, deci este şi ordin al corpului R(/d). Deoarece pen- 
tru numere naturale f distincte, ordinele (1, fo! sint de asemenea 
distincte, se ajunge la următoarea situaţie : ordinele dintr-un corp 
pătratie se află în corespondenţă bijectivă cu numerele naturale. 

Vom nota în continuare ordinul 11, fo) prin D,. Se constată 
imediat că numärul f este egal cu indicele ordinului O, în ordinul 
maximal O = O, = {1, œ}. În acest fel se deduce că orice ordin al 
unui corp pătratic este complet definit de indicele său în ordinul 
maximal. 

Să caleulăm diseriminantul D, al ordinului O;. Vom presupune 
mai întîi că d= 1 (mod 4). Deoarece Sp Vd = 0, atunci 


Sp o = sp (+45) =l 


ve-a(tt ag 
și deci 
pa i Sp ja fasal = fä. 
[Spo Soo jf pg) 
Dacă însă d= 2 sau 3 (mod 4), atunci 
; FE lo 
D, = |p pia r opa TP A 


Formulele pe care le-am obținut pentra D; ne arată că orice ordin 
dintr-un corp pătratic este unic definit de diseriminantul său. 
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Sintetizăm rezultatele acestui punct în următoarea teoremă, 
TEOREMA 1. Fied gt Lun număr Întreg rajional liber de pătrate. 
Ca bază a ordinului mazimal © din corpul păiratic RV d) pot fi 
luate numerele L şi o, unde © sit pentru d= 1 (mod 4) şi 


© = Vd pentru d =2, 3 (mod 4). Discriminaniul D, al ordinului 
D (adică diseriminantul corpului RYT) este în primul caz d, iar 
în cel de al doilea 4d. Un ordin © din corpul R(|d) are forma D, = 
= {1, fo), unde f este indicele (©: O). Diseriminantul ordinului D; 
este D f’. 


3. Unități. Deoarece fiecare număr din ordinul O; se reprezintă, 
conform teoremei 4 $2 sub forma s+ y fo, cu ægi y intregi rationali, 
a determină toate unităţile din O, înseamnă, a rezolva ecuaţia ne- 
definită, 

N(æ + yfo) = +1, (2) 
adică ecuația 


„1—d 
e ja e e a ali (3) 


pentru d= 1 (mod 4) şi ecuația 
æ? — df’y? = 1 (4) 


pentru d = 2, 3 (mod 4). 
În cazul unui corp imaginar pătratic s = 0, 1=1, r=s4 

+ t — 1 = 0, ceea ce înseamnă că grupul unităţilor din orice ordin 
al acestui grup este finit şi format numai din rădăcinile lui 1. Acest 
fapt este și în acord cu aceea că ecuaţiile (3) şi (4) pentru d<0 
au numai un număr finit de soluţii întregi. Anume, pentru d = — 1 
sau d—1 ecuaţia (4) are patru soluții: œ = + 1, y = 0; @ = 0, 
y = + 1, care corespund rădăcinilor de ordinul 4 din 1: +1, +ê. 
Pentru d = — 3, f = 1, ecuația (3) are șase soluţii 2 = +1, y=0; 
&=0, y= 41; = y= —1l; e=—l, y=1, corespun- 


, n ÎN a 
zind tuturor rădăcinilor de ordinul şase din 1:—4+1, + a + Vă. 


Pentru toate celelalte ordine ale corpurilor imaginare pătratice ecua- 
tiile (3), respectiv, (4) au numai două soluţii: œ = + 1, y = 0, 
adică toate unitățile lor sînt numai numerele +4. 
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Mai complicat se prezintă cazul corpului real pătratic RYVA), 
d > 0. Deoarece în acest caz s = 2, t = 0 şi deci r = 1, atunci toate 
unităţile ordinului D, al cpt RÑ) au forma + e”, unde e 
este aşa-numita unitate fundamentală a ordinului ©,. Problema a fost 
în acest fel redusă la determinarea unităţii fundamentale e. Odată, 


cu e sint unităţi fundamentale şi num erele 2A De aceea 
€ € 

se poate considera că s > 1. Este clar că prin condiţia s > 1, unitatea 

fundamentală e este unic determinată, 

Vom arăta că pentru unitatea m > 1 din O, scrisă sub forma 
D= v + yfo în baza 1, fo coeficienții v şi y sint pozitivi (pentru 
d = 5 f= 1 este posibil e = 0). Pentru orice «e R(|d) vom nota 
cu x’ conjugatul său, adică imaginea lui « prin automortismul Vå — 


-> —Vd al corpului R(/4). Se vede uşor că e — 6'>0. Deoarece 


Nin) = mm = +1, rezultă că unitatea n’ este sau A sau — 1, 

Y \ 
în ambele cazuri y — y >0, adică yflo — o')}>0 si deci y >0. 
Apoi, deoarece ni = x + yfo <I si fo < — 1l, cu excepţia 
cazului d = 5, f = 1, atunci g >0 (dacă d = 5, f = 1, atunci — 1 < 
„_1—V5 
< fo ga 2 

Fie s> 1 unitatea fundamentală a ordinului ©,. Pentru uni- 
tăţile e” == a, + yfo, unde n este natural, avem a >a si y>y. 
Prin urmare, pentru a determina unitatea fundamentală e >] 
trebuie să determinăm solutiile întregi ale ecuației (2) avind pentru 
æ și y valori pozitive minime. Folosind. rezultatele din pet. 3 $5 
putem limita superior valorile căutate w şi y printr-o constantă C, 
după care determinarea acestora se reduce la un număr finit de 
verificări. 

Vom arăta acum că numărul de verificări necesare pentru caleu- 
lul unității fundamentale poate fi substanțial micgorat dacă utili- 
zăm un rezultat din teoria fracţiilor continue. Este vorba despre o 
teoremă care afirmă că dacă numărul real £ >> 0 şi numerele naturale 
relativ prime v şi y satisfac relaţia, 


<0 şi deci z > 0). 


æ al 


< 
y s] 2y” 


X > ; iy PE die 
atunci -— este neapărat una dintre fracțiile” care intră în dezvol- 
Y 
tarea în fractie continuă a numărului &. 


*) Adică una dintre „redusele” asociate cu £ (v. Sunan, G., Geometrizarea frac- 


fiilor continue, Ed. Tehnică, Bucuresti, 1959 (N.T.}- 
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n oma 


Din relaţia (2) se deduce 


| 
E + fo | = SP SRR ARIEI 
ly yis + yfo) 
Dacă d= 1 (mod 4), atunci lăsind la o parte cazul d = 5, f= 1 
găsim 
Ee = 1 
LN T EEE 
|Y ; „| x Văd+ 1) 2y 
A at 
g 
(deoarece F ->90 şi „litri =. > 2). Dacă însă d=2,3 (mod 4), 


atunci cum gê= fe + i > dy2— 1 > yd — 1) ṣi d > 2, avem 


1 1 L 


F < rr E s 
pe +y yya — it Yad) 2 


ontorm teoremei amintite fracția ireductibilă —— este una dintre 


fracțiile care intră în dezvoltarea numărului irațional — fo’ în fracţie 
continuă. Pentru a afla cea mai mică soluţie pozitivă a ecuaţiei (2) 
trebuie deci să verificăm numai numărătorii şi numitorii care cores- 
pund acestora, în fracțiile care intră în — fo’ (care nu sint mai mari 
decît constanta C anterior ealculată). 

Calculul se poate desfăşura practic în modul următor. Găsim 
pentru numărul — fo’ în mod succesiv citurile parţiale ọọ (k > 0) 
și imediat numărătorii P, şi numitorii Q, ai fracţiilor corespunză- 
toare. Calculul se continuă pînă cînd, după un număr de pași, expre- 
sia N(P, + efQ,) devine +1 sau —1. Această va avea loc neapărat 
pentru Py < C, şi astfel va fi determinată unitatea fundamentală 
e = P, + afQ,. (Cu excepţia cazului d = 5, f = 1, caz în care uni- 
tatea fundamentală, este a = +6.) Vom ilustra cele afirmate 


prin două exemple. 


*) Numerele qg se mai numesc „nurnitori incompleți” (v. SUDAN, G., op. cit.) 


(N.T). 
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nului (1, 3/6) din corpul R(/6), descompune numărul — 3o' = 


= 3/6 în traeţie continuă : 
V54 =7+ (V54 — 7); 

i 
Va —7 5 
|5+—3 9 


Putem deci completa tabelul 


9 54 —G 
je LE 1; 


k 0 | 1 
qk 7 2 
Pk 7 15 
Qr A 1 2 
Pi — 540} -5 9 


2 3 


A 
ki] 


| 
1 1 2 
2 169 485 
3 20 j 
2 


Unitatea fundamentală a ordinului 


+ 66 - 3/6 = 485 + 198/6. 


R4). 

Avem 

E Me MIRE V41 —5 
2 e ata ip 
3 _ 

fa 5 14 Ps 
E edu Vä -—5. 

CES ? 


Va —5 4 


EXEMPLUL 1. Pentru a găsi unitatea fundamentală a ordi- | 
IET E. 
E, 45 Duo te ate TI = 1 +Z a. 
5 — 
| 


4 ; yii OZER 
a N reii: S 1 9, 
Val — 3 T 8 


U, 3/6) este deci 485 + 


i 


2 1 2 2 ph 

Py 2 3 8 19 27 

Qk 1 1 3 7 10 

Pkt PrQe —1005 | 4 ie $ K 


Unitatea fundamentală din ordinul maximal al corpului R(V41) 
este deci 


Vai +1 


27 + 10 5 


= 32 + SJA. 


4. Module. Trecem la studiul modulelor complete din corpurile 
pătratice. Deoarece orice modul {«, 8} este asemenea cu modulul 


fı, g l, ne putem limita la examinarea modulelor de forma {1, y}. 
aj. ` 


Orice număr irațional y din R(/d) este rădăcină a unui polinom 
at? + bt +c cu coeficienți întregi rationali. Dacă impunem lui a, 
b, e condiţia (a, b, c) = 1 și a >0, atunci pentru y dat polinomul 
al? + bt -+ e va fi unic definit. În cele ce urmează vom nota acest 
polinom prin q(î). Este clar că pentru numărul conjugat acestuia, 
v, avem ọy(t)=ọy(t). Mai mult, chiar egalitatea q(î) = ọy(t) sub- 
zistă, dacă şi numai dacă y, este egal fie cu y, fie cu y’. 

UEMA 1. Dacă pentru numărul irațional y din RÜ) poli- 
nomul (t) este at? + bt +- e, atunci inelul stabilizatorilor D al modulu- 
lui M — {1, y) este ordinul {1, ay} avînd discriminantul D = b? — 4ac, 

Demonstraţie. Considerăm numărul « = ~ + yy, cu æ și y rațio- 
nali. Deoarece incluziunea aM c M este echivalentă cu faptul că 
a'l =gg+yyve M şi 


aA (2 =at M, 


a 


atunci « aparține inelului stabilizatorilor O, dacă şi numai dacă 
numerele raționale 


C 
8, Y; u E 
d (74 


sint toate întregi, adică atunci cînd æ și y sint întregi si, mai mult, y 
se divide prin a (această divizibilitate rezultă din faptul că (a, b, e)=1). 


173 


S-a demonstrat; astfel că O = {1, ayj. Pentru a încheia demo 
strația lemei 1 mai trebuie calculat discriminantul ordinului © : 


zi Sp 1 Sp ay 
Sp ay Sp ap? 


| 2 — | 
= = bt — 4 A 
| | =b p2—aae i 


D 


í i Se . i , 

Ua Folosind aceleași notatii, norma modulului {1, y} 
este —» 

a 

Intr-adevăšr, matricea de trecere de la baza 1, @v la 7 y 
ia a Î, &y la baza l, y 
axte 


LEMA 2. Pentru ca modulele i1, y} si {l, yl să fie asemenea, 


esie necesar și suficient ca numerele y, și y să satisfacă o relatie de tipul 


ky +i 
Yi = ee g (5} 
my +n 
unde k, l, m, n sint întregi rationali care verifică egalitatea 
k l 
= 41 (6) 
m n 


| Demonstraţie. Deoarece două baze diferite ale aceluiaşi modul 
sînt legate printr-o transformare unimodulară (v. pet. 1 $2), atunci 
din egalitatea (a, ayı} = (1, y} se deduce 


ayı = ky +l, a = my +n, 


întregii raționali X, Î, m,n verificind condiţia (6). Împärti i 

) n l, Mm Ve t ; părțind prima 
dintre aceste egalități prin cea de a doua obținem chiar (5). Teci. 
proc, fie y, şi y, satisfăcînd relaţia (5). Atunci l 


1 a 1l 

Q, n) = (my + m, ky +Y = — 11 
mirn s AY ) ma U 

(egalitatea {my + n, ky + 1} = {1, y} este îndeplinită datorită, rela- 

tiei (6). Demonstrația lemei 2 este astfel terminată. l - 
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Să considerăm acele module din corpul R(Vă) care aparțin 
unui ordin fixat O (adică acele module pentru care O este inel de sta- 
bilizatori). Conform teoremei 3 $6 toate aceste module se descompun 
intr-un număr finit de clase de module asemenea. Vom introduce 
acum operaţia de înmulţire a claselor gi vom arăta că toate clasele 
de module asemenea care aparţin ordinului dat O formează grup 
relativ la această operaţie. 

Fiind da e două module M, = {«, B} şi M, = {%, Bı} prin 
produsul acestora MM, se înțelege modulul fos fas Ban Pfa 
(v. $2, problema 7). Evident că pentru A # 0 şi u 0 este verificată, 
formula 


AMD) = Xa MM). (7) 


Pentru fiecare modul M vom nota prin [M] clasa de module aseme- 
nea care admite pe M ca reprezentant. Din egalitatea (T) se deduce 
dependenţa clasei [MM] numai de clasele [M]şi [4 1} Clasa [MM] 
se numeşte produsul claselor [M] şi [W]. Pentru a înmulţi două 
clase este deci necesar să se aleagă cite un reprezentant în fiecare 
dintre acestea şi apoi să se înmulțească între ei. Clasa de module 
asemenea care vă conţine produsul obţinut va fi chiar produsul cla- 
selor date. | 

Pentru orice modul M vom nota cu M' modulul compus din 
numerele a conjugate cu toate numerele g din M. Deoarece a + 
-+ a” = Sp « este raţional, atunci «'e R(|d) şi deci M’ împreună 
cu M sint module complete ale corpului R(/d). Se constată imediat 
că pentru orice ordin O modulul său conjugat ©’ coincide cu D. Re- 
zultă astfel că două module conjugate au același inel de stabilizatori. 

Să demonstrăm formula 


MMW = N(M)O, (8) 
unde prin O am notat inelul stabilizatorilor, iar N(M) este norma 
modulului M. 


Să presupunem mai întii că modulul M are forma (1, y}. In 
acest caz, folosind notația din lema 1, obținem 


+ ? Lă t b ĉ 
MM" = 1, Y} {1, Y } T= UL Y: Y; YY j=fi, Ys i ai, E s= 


b 1 
= fı, y —— > Sta b, €, ay}. 
a 
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Deoarece numerele a, b, e sînt relativ prime, se deduce că toate com- 
binaţiile lor liniare cu coeficienţi întregi coincid cu inelul Z al nume- 
relor întregi şi, în consecință, 


MW = La, ay} = b O= NM 
[4 Q 


(consecința lemei 1). Dacă M este un modul, acesta poate fi pus sub 


forma M = œ M,, M, fiind de forma {1, y}. Pe baza teoremei 2§ 4. 


se obține 


M = au MM, = N(0)N(M)O = |N (x) NI) = N(3D D, 
şi formula (8) a fost astfel demonstrată pentru cazul general. 
Fie acum două module M şi M, aparţinind aceluiasi ordin O. Dacă 
D este inelul stabilizatoriloi pentru produsul MM,, atunci în vir- 
tutea formulei (8), avem 
MM (MM y= N(M). 
Pe de altă parte, deoarece înmulțirea modulelor este, evident, co- 
mutativă şi asociativă, înmulţind formulele MMW = N(M)O şi 
MM = N(M,)O, obţinem 
MM(HMY = N(M) N (W DR. 
Comparind această egalitate cu cele precedente şi avind în vedere 
că, două ordine diferite nu pot îi asemenea, deducem egalitatea, 
D = 9. Aşadar, pe baza faptului că egalitatea «D = bO, a şi b fiind 


numere raționale pozitive, nu este posibilă decit dacă a = b, obţinem 
formula 


N(M M) = N(M) N(M). 

În acest mod, dacă modulele M şi M, aparțin ordinului O, 
atunci produsul acestora M M, apartine și el lui O. Deoarece pentru. 
orice modul M avind inelul de stabilizatori O sînt verificate simultan 
relațiile MO = M şi M EA 

NU 


M )= D, obţinem astfel următorul 


rezultat. 


TEOREMA 2. Toate modulele unui corp pătratic, care aparțin 
unui. ordin fixat, formează grup relativ la operația de înmulţire a 
modulelor. 
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a. a 


Y 


-an M- OT, O ia aa E 


IRI ma 


Din această teoremă şi din teorema 3 $6 se deduce imediat 
teorema următoare. 


TEOREMA 3. Togte clasele de module asemenea dintr-un corp 
pătratie avind acelaşi inel de stabilizatori O formează un grup finit, 
comutativ. 

Observăm că teoremele 2 şi 3 sînt specifice modulelor din cor- 
puri pătratice şi își pierd valabilitatea pentru module care aparțin 
unui ordin nemaximal al unui corp de numere algebrice (v. $2, pro- 
blema 18). 


5. Corespondenta dintre module şi forme. Conform pet. 3 ŞI 
fiecărei baze a, B a modulului complet M c R(Vd) îi corespunde în 
mod unic o formă pătratică binară N(a& + By) cu coeficienţi raţio- 
nali. Deoarece pentru baze diferite în M formele care le corespund 
acestora sint echivalente, reiese că modulului Ñf îi corespunde o 
clasă de forme echivalente. Dacă în locul lui M se ia modulul y M 
asemenea cu el, atunci toate formele noastre se înmulțesc cu fac- 
torul constant N(y). În consecinţă, considerind formele şi făcînd 
abstracţie de un factor constant, se poate afirma că fiecărei clase 
de module asemenea, îi corespunde o clasă de forme echivalente. 
Această, Chesa no de tă nu este totuşi o bijeeţie. Într-adevăr, modulele 
conjug gate M — (0, B} şi M' = (a, P') nu sînt în general asemenea 

nsă formele care le corespund acestora coincid. O situatie asemănă- 
toate se întilneşte, desigur, şi pentru formele decompozabile de orice 
grad. În general, pe cît se pare, nu există un mod general de a eli- 
mina această neconcordanţă între clasele de forme şi clasele de 
module. Pentru corpurile pătratice însă, cum vom vedea imediat, 
se poate stabili o bijecţie, moditicind uşor definițiile echivalenței 
formelor şi asemănării modulelor. 


DErINIȚIE. Forma pătratică binară f(æ, y) = Aæ? + Bay+ 0y? 
cu coeficienti întregi rationali se numeşte primitivă dacă cel mai mare 
divizor comun al coeficienţilor săi este 1. 

Numărul ântreg B? — 4A0 se numeşte discriminantul formei 
primitive f. 

În consecinţă, diseriminantul unei forme primitive se đeose- 


2 
beşte de determinantul său AC — 5 prin factorul constant —4. 


Se constată imediat că pentru o formă primitivă orice formă 
echivalentă cu ea va fi de asemenea primitivă. Printr-o transformare 
liniară de matrice C a nedeterminatelor, determinantal formei pă- 
tratice se înmulțegte cu factorul (det C)?, ceea ce arată că acesta 
rămîne neschimbat numai în cazul cînd det C — +1. Se deduce astfel 
că formele primitive echivalente au acelaşi discriminant. 
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DEFINIȚIE. Două forme primitive se numese propriu echivalente 
dacă una dintre ele se transformă în cealaltă printr-o transformare tini- 
ară cu coeficienţi întregi a nedeterminatelor şi avînd delerminantul +1. 

Formele pătratice binare primitive se descompun în clase de 
forme propriu echivalente. Pe tot parcursul acestui punct, cînd se 
va vorbi despre clase de forme, vom subînţelege că este avută în 
vedere echivalenţa proprie. Se întilneşte însă adesea cazul cind două, 
forme echivalente impropriu (adică transtormindu-se una în alta 
printr-o transformare liniară de determinant egal cu —1) vor fi și 
propriu echivalente. 

Vom da acum o nouă definiţie asemănării modulelor. 

DEFINIȚIE. Două module complete M şi M, dintr-un corp pătra- 
tic se spune că sînt asemenea în sens restrîns, dacă M,= aM, unde 
a este un element cu normă pozilită. 

Deoarece în cazul corpurilor pătratice imaginare norma oricărui 
element nenul « este pozitivă, înseamnă că în aceste corpuri noțiu- 
nea de asemănare în sens restrins nu se deosebeşte cu nimic de noţiu- 
nea obişnuită de asemănare. Aceeaşi situaţie se întilnește şi în 
cazul corpurilor pătratice reale cu condiţia ca în inelul de stabii- 
zatori O al modulelor considerate să existe o unitate e pentru care 
N(e) == — 1. Într-adevăr, dacă M, = «M şi N(a) < 0, atunci de- 
oarece sM = M, rezultă M, == (ae) M, unde N(ae)>0. Reciproc, 
presapunind că asemănarea în sens restrins coincide cu cea obiș- 
nuită, adică din M, = «M, M(a) < 0, rezultă existența unui anumit 
B pentru care N(B) >0 şi M, = PH. Luind e = aP1, avem sM = 
= M, ceea ce înseamnă (v. $2, pet. 3) că e este unitate în inelul de 
stabilizatori ©, iar N(e)= — 1. 

În acest mod, noţiunea de asemănare în sens restrins se deose- 
beşte de noţiunea obişnuită de asemănare numai pentru acele module 
ale unui corp pătratie real, în inelul de stabilizatori al căruia toate 
unităţile au norma +1. Este clar că în acest caz fiecare clasă de 
module asemenea în sens larg se descompune exact în două clase 
de module asemenea în sens restrins, 

Să descriem acum corespondenţa între clasele de module şi 
clasele de forme. 

În fiecare modul M din corpul R(/d) vom considera numai 
astfel de baze œ, B, pentru care determinantul 


| | 
A=|* p 
| H 
A>0 cînd d>0, 


(9) 


satisface condiţia : 
(10) 


r A >0 cind d < 0. 
i 
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(Ca și mai sus, « şi B' sînt numere din R(Vd) conjugate cu a și B. 
Există totdeauna în M baze care au proprietatea (10) : dacă o primă 
bază œ, &, nu are această proprietate, este suficient; să se interver- 
tească a, cu a). 

„___ Fiecărei baze «, B a modulului M, care satisface condiţia (10), 
îi punem în corespondență torma 


fx, y) = Aæ + Bey + 0y? = 


_ Nae + py) (ao + pya'e + py) 
N(M) N(M) 


(N(M) este norma modulului M). Dacă pentru numărul y = 
f 
= -E vom considera polinomul p(t) = at? + bt -+- e (v. începutul 


pet. 4), atunci vom avea 


(11) 


N(a) 


& 


Nae + By) = 


(aa? +- bay + ey2). 


Pe de altă parte, conform consecinţei lemei 1 şi teoremei 2 § 6, 
norma modulului M =a(1, y} este Bal Se deduce astfel că 
Q 


A, B, C se deosebesc de coeficienții a, b, e, eventual, prin semn. 
S-a demonstrat prin aceasta că forma (11) este primitivă și discri- 
minantul său B? —- 4AC coincide cu discriminantul b? — 4ac al 
inelului de stabilizatori ai modulului M (lema 1). În acest mod, 
se găsește aplicația : | 


ta, Bf y), (12) 


care pune în corespondență fiecărei baze a, B a corpului R(Vd), 
care satisface (10), forma primitivă f(x, y). (În cazul corpurilor 
reale, coeficientul A poate fi negativ.) Bineînţeles că în cazul corpu- 
rilor imaginare pătratice forma (11) este totdeauna pozitiv definită, 
astfel că formele,negativ definite rămîn în afara corespondenţei (12). 

TEOREMA 4. Fie M mulțimea claselor de module asemenea în 
sens restrâns din corpul pătratie R(|d) şi E mulțimea tuturor clase- 
lor de forme pătratice binare primitive propriu echivalente pentru 
d>0 și pozitiv definite pentru d < 0), decompozabile în R(Vd) în 
factori liniari. Aplicația (12) stabileşte o corespondență bijectivă 
între M şi Ç; dacă ordinul de stabilizatori al unei clase de module 


are discriminantul D, atunci formele care îi corespund au de asemenea 
diseriminantul D. 
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Fie «, B şi au, fu, două baze ale corpului R(Vd) pentru care 
determinanţii de forma (9) satisfac condiţia (10) şi fie f și f, formele 
care corespund acestor baze. Pentru a demonstra teorema 4 trebuie 
să arătăm. că formele f şi f, sînt propriu echivalente, dacă şi numai 
dacă moduleie {«,B} și {anbi} sînt asemenea în sens restrins. Trebuie 
să ne convingem apoi că pentru orice formă ireductțibilă primi- 
tivă fl, y) (decompozabilă în factori liniari în R(/d) şi pozitiv 
definită dacă d < 0) există o bază g, B satistăcînd condiţiile (10), 
astfel ca forma (11) să coincidă cu g(x, y). Ne limităm la această indi- 
caţie generală, lăsînd amănuntele demonstraţiei în seama cititorului. 

La punctul 4 a fost definit produsul claselor de module asemenea. 
Putem defini produsul claselor de module asemenea în sens restrîns, 
exact în acelaşi mod. În virtutea corespondenţei bijective M — $, 
înmulţirea, claselor de module poate fi transpusă asupra claselor 
de forme. Operația de înmulţire astfel definită pe & se numeşte 
compunere a claselor de forme (termenul îi aparține lui Gauss, care 
a considerat pentru prima dată această operaţie). Deoarece toate 
clasele de module asemenea în sens restrins, care aparţin unui inel 
fixat de stabilizatori, formează, cum se vede imediat, grup, se deduce 
că toate clasele de torme primitive avind discriminantul D dat 
(pozitiv definite pentru D < 0) formează de asemenea grup. 


6. Reprezentarea numerelor prin forme binare și module ase- 
menea. Vom arăta în cuprinsul acestui punct că problema: determi- 
nării reprezentării numerelor întregi prin forme pătratice binare 
poate fi redusă la problema asemănării i modulelor într-un corp pătratic. 

Fie f(x, y) o formă pătratică binară avînd discriminantul D 
nenul şi decompozabilă în factori liniari în corpul R(Vd), iar m un 
număr natural. În cazul D < 0 presupunem că forma f este pozitiv 
definită. Problema constă în a determina toate soluţiile întregi ale 
ecuației nedetinite 


Ram 03) 


(ne mărginim la valorile pozitive ale lui m, deoarece în cazul m< 0, 
D >> 0 în locul lui f poate fi considerată forma — f}. Conform teoremei 
4 vom avea 


up a Mor + By), s 
Kæ, y) = E (14) 


unde baza «, B a modulului M satisface condiția (10). Aplicația 
(æ, y) > E = ax + By stabileşte o bijecţie între mulţimea soluții- 
lor ecuaţiei (13) și mulţimea numerelor e M de normă N(£) = 
= mN(M). Două soluţii ale ecuaţiei (13) se vor numi asociate, dacă 
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numerele care le corespund în M sint asociate. Se verifică imediat 
că noţiunea de asociere a soluţiilor nu depinde de reprezentarea (14). 
Să notăm cu O inelul de stabilizatori al modulului M şi prin C clasa 
de module în sens restrins care are ca reprezentant pe M. Conform 
teoremei 4 clasa C este unic determinată de forma f. 

„Fie numărul če M avind norma mN(M). Considerăm modulul 
A = EM-1. Deoarece AM = EMM = EO c M, rezultă că modulul 
A este conţinut în 9. Norma sa este N(E)N(M)i = m. Rezultă 
imediat; că şi A este conţinut în clasa de module 0-:, inversa clasei O. 

Reciproc, presupunem că în clasa 0-1 se găseste un modul A, 
inclus în ordinul O și avind norma m. Atunci, pentru un anumit č 
avind norma pozitivă este satisfăcută egalitatea A = EM-, iar 
te MAc M si N(E) = mN(M). Dacă A, este un a un din 
clasa 0-1 inclus în D și avind normă m şi dacă A, = EMI NE) > 
>0, atunci A, = 4671A si deci A, coincide cu A, dacă şi numai 

dacă £, este asociat cu č. 

Am demonstrat astfel următoarea teoremă. 


__ TEOREMA 5. Considerăm forma f(x, y) care corespunde clasei 
de module O (în sens restrins) avind inelul de stabilizatori O. Toate 
clasele de soluţii asociate ale ecuaţiei (13) se găsese în corespondență 
bijectivă cu modulele A care aparțin clasei inverse, 0-1, conținute în 
inelul de stabilizatori D şi avînd norma m. Soluţiile (£, Y) care Cores- 
pund modulului, A sînt definite de numerele £ pentru care A = EML, 
N(E)>0, unde M este un modul din clasa o. 

Oricare ax fi numărul natural m, putem descrie toate modulele 
A. care au inelul de stabilizatori O, incluse în O si avind norma m. 
Fie A un astfel de modul. Să notăm prin k cel mai mic număr natural 
conținut în A. În acest caz putem scrie modulul A sub forma 


A = = (hi, ky == RU 3 y}. 


Generatorul y este definit aici pină la semn și la o constantă întreagă 
aditivă. De aceea putem alege y astfel ca, mai întîi, 


Im y >90, cînd d <0. 
(15) 
Irr y >0, cînd 4d>0. 


{Dr y este partea iraţională a numărului y) şi, apoi, astfel ca partea, 


iraţională a lui y să aparţină intervalului ( Es gy) Dacă aplicăm 


notația din lema i numărului y şi îl scriem sub forma 


' 


__—b+yD 


2a ý (16) 
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a doua condiție devine 


—a sSb<a. (17) 


Pe baza egalităţii O — (1, ay) (v. demonstraţia lemei 1) și a condiţiei 
A c D, obţinem imediat că a divide pe k, adică k = as, s fiind întreg. 


1 
Deoarece m = N(A) = k?— (consecinţă a lemei 1), atunci 
a 


m = as?. (18) 
Vom arăta că reprezentarea modulului A. sub forma 
A = a8ţ1, yh (19) 


cu a, $ și y satisfăcînd condiţiile (18), (15) și (17) este unică. Într-a- 
devăr, dacă as(1, y} = asi{l, Yı) a $ Și yı îndeplinese aceleași 
condiţii, atunci as = as, și deci (1, y} == (1, y1}. Pe baza consecinţei 
Jemei 1 se deduce astfel egalitatea a = a, şi, în consecinţă, s=s. 
Mai mult, deoarece generatorul y din modulul 11, y}, satistăcind con- 
dițiile (15) şi (17), este unic definit, rezultă că y = yz 

Să presupunem acum că, reciproc, fiind dat numărul natural 
m vom alege numerele naturale a şi s astfel încit să fie verificată ega- 
litatea (18). Dacă b şi e verifică condiţiile: 


b? — 4ac = D, (a, b, c) =1l(—-asb<aj, (20) 


atunci pentru un număr y de forma (16) modulul A = as{1, y} va 
îi conţinut în inelul său de stabilizatori O = (1, ay} şi norma să Vă 
fi q232.—=— m, 

[/Ă a 

În acest mod, vom determina toate modulele A care ne sînt. 
necesare dacă se găsesc toate evadruplele de numere întregi s > 0, 
a >0, b, e, satisfăcind condiţiile (18) şi (20). 

Dacă dispunem de un algoritm cu ajutorul căruia se poate decide 
asupra asemănării în sens restrins a două module complete din corpul 
R(/4), atunci, scriind toate modulele A c O de normă m, putem 
separa dintre acestea pe cele asemenea cu modulul M. Pe baza, 
teoremei © vom determina astfel toate soluţiile ecuaţiei (13). 

Din teorema 5 rezultă imediat următoarea afirmație. 


TEOREMA 6. Pentru ca numărul natural m să fie reprezentat 
printr-o formă pătratică binară primitivă avind diseriminantul D, 
este necesar și suficient ca în ordinul O de discriminant D să existe 
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un modul A avînd norma m. Faptul că modulul A are norma m. echi- 
valează cu existența întregilor a > 0, s>0, b, e, satisfăcind condițiile 
m = as, b? — 4ae = D, (a, b, 6) =1, —asb<a. 

În cazul in care D este discriminantul ordinului maximal D, 
a doua afirmație a teoremei 6 admite o simplificare. Anume : 


TEOREMA 7. Fie D diseriminantul unui corp pătratie (adică 
discriminantul ordinului maximal). Condiţia necesară şi suficientă 
pentru ca numărul natural m = as?, a fiind liber de pălrale, să fie 
reprezentabil printr-o formă binară primitivă de discriminant D este 
ca congruenţa 


a? = D (mod 4a) (21) 


să fie rezolubilă. 
Lăsăm în seamă cititorului demonstraţia acestei teoreme. 


7. Asemănarea modulelor într-un corp pătratie imaginar. În 
cazul corpului pătratie imaginar R(Vd), d < 0, există un procedeu 
extrem de simplu de rezolvare a problemei asemănării modulelor. 

Reprezentarea geometrică a numerelor ze RU) prin punctele 
spaţiului R? (v. $3 pet. 1) coincide cu reprezentarea uzuală a nume- 
relor complexe în plan. Numerele dintr-un modul complet 
Me R(/d) se reprezintă în acest fel prin puncte (sau vectori) ai unei 
reţele complete din R?. În cadrul acestui pune: vom identifica adesea 
numerele complexe cu imaginile lor din planul R?, astfel că reţeaua 
din R? care corespunde modulului M o vom nota tot cu M. Deoa- 
rece înmulţirea punctelor reţelei M cu numărul complex nenul & 
se reduce la o rotație a rețelei M (în jurul originii) cu unghiul arg & 
şi o dilatare de |Z! ori, atunci pentru modulele asemenea M şi &M, 
reţelele care le corespund vor fi asemenea în sens geometric elemen- 
tar. Tocmai pe »eeastă proprietate evidentă ne vom baza în cele ce 
urmează. 

Problema asemănării à două rețele din plan se rezolvă constraind 
pentru fiecare dintre ele o anumită bază specială, numită redusă. 
Baza redusă «, f este formată din cel mai seurt vector nenul a şi 
cel mai scurt vector necoliniar cu acesta, 8 (îndeplinid, în plus, alte 


cîteva condiţii). Să arătăm că pentru orice reţea M o astfel de pereche 


de vectori «, B formează totdeauna o bază. Într-adevăr, presupu- 
nînd contrariul, în M ar exista vectorul £ = ua + 28 pentru care 
numerele reale 4 și v nu ar îi simultan întregi. Adăugiud acestui 
vector în mod convenabil o combinație liniară cu coeficienţi întregi 


i ; ; ! i E l S 
a lui « şi B, putem obține, desigur, ca |u|s TA şi jel < i Dacă 
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v Æ 0, atunci, conform alegerii lui 8, ar trebui ca |E| > |B], ceea ce 
contrazice inegalitatea 


JE < lua] + ep < Š la] + BI < Jl. 


Hoa aa i l 
Dacă însă v = 0, atunci |E| = Meee jal < [al, ceea ce con- 


trazice alegerea lui «. În acest mod afirmația noastră este demon- 
strată. À 

Dacă « este unul dintre cei mai scurţi vectori, iar B este cel 
mai scurt dintre vectorii necoliniari cu acesta, lungimea proiecției 


. 1 n y ; 
vectorului 8 pe vectorul « nu depăşeşte z lJa]. intr-adevăr, printre 
Ci 


vectorii 8 -+ pa (n întreg) există, evident, un vector a cărui lungime 
SI i z SR s 
a proiecției este < al Pe de altă parte, dintre vectorii B + na 


cea mai mică lungime o are vectorul cu cea mai mică proiecţie. 

Să considerăm acum pentru o reţea M dată toţi vectorii nenuli 
de lungime minimă şi să notăm cu w numărul acestora, Deoarece 
împreună cu a și vectorul —a va avea lungimea minimă, rezultă, 
că w este un număr par. Se observă apoi că măsura unghiului a doi 


a e ge us ` : . . x A TI 
astfel de vectori distincti a şi a' nu poate fi mai mică decit ---, 
l i 3 


deoarece, în caz contrar, vectorul a — a’, eare aparține reţelei, 
ar avea lungirea mai mică. În consecință, w < 6 și deci numărul 
vectorilor cei mai scurţi poate îi w = 2, w = 4 sau w = ô. 

Să trecem la construirea unei baze reduse pentru rețeaua M. 
Dacă w = 2 vom alege drept « pe oricare dintre cei doi vectori cei 
mai scurți. Dintre vectorii necoliniari cu «, c:a mai mică lungime 
o pot avea doi sau patru vectori (v. fig. 1 și 2). Drept f alegem dintre 
aceştia pe cel al cărui unghi e, măsurat de la « către B în sens 
direct, are măsura mai mică. Dacă w == 4 sau w = 6, atunci se alege 
ca bază redusă perechea de vectori minimi distincti æ şi 6, astfel 
încît unghiul q, măsurat de la « către B în sens direct, să fie de mă- 
sură minimă, 

Se constată imediat că baza redusă este unic definită de rețea, 
pînă la o rotaţie care transformă rețeaua în ea însăşi. Anume, în 


3 N o T T ; PEES 
cazurile cînd w == 2 sau w = 4 (avem a p< (v. fig. 3) | există, 
două baze reduse care se transformă una în alta printr-o rotaţie 


de unghi, multiplu de xv. Pentru w = 4, e = zS 4) avem de a 


tace cu o reţea pătratică, avînd patru baze reduse, care se transformă 
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una într-alta prin rotații cu unghiuri care au ca măsuri multiplii 
- TE 5) t LY 
de 5: În fine, pentru w = 6, există gase buze reduse, care trece una 


apon 
iy 


în alta prin rotații de unghiuri, multipli de - 


a 


2 


(fs. d; cercul se îm- 


Fig. 1 Fig. 2 


parte în şase părţi egale, deci unghiurile dintre vectorii minimi nu 
pot avea măsura decit =) . 
La] 
3 
Folosind notiunea de bază redusă este usor acum să rezolvăm 
problema asemănării rețelelor din plan. 


LR 


Fig. 5 


TEOREMA 8, Retelele M și M, din R? sînt asemenea, dacă şi 
numai dacă bazele lor reduse sîni asemenea (adică acestea se trans- 
formă una în alta printr-o rotaţie şi o dilatare uniformă). 

Demonstraţie. Fie a, B şi a, B, bazele reduse ale rețelelor M şi M. 
Dacă EM = M, atunci ča, EP vor forma evident o buză redusă 
a lui M. Această bază, cum am văzut, trebuie ca printr-o rotaţie 
cu un anumit unghi să se transforme în baza a, By, de aceea există, 
un număr y (care este rădăcină de ordin 1, 2, 4 sau 6 din unitate) 
astfel încât fa = o, 758 = 8 Astfel, baza a, B, se obţine din 
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baza «, B printr-o rotaţie de unghi arg (46) şi o dilatare de Im&]| 
ori, ceea ce înseamnă, de fapt, asemănarea acestor baze. Reciproca 
teoremei este imediată. 

Să trecem la descrierea claselor de module asemenea ale unui 


corp pătratic imaginar. Fie M un modul din Rd), d <0 şi a, B 


g PRR 1 
o bază redusă din M. Trecem la modulul asemenea — M = (1, y}, 
% 


unde y == B Baza 1, y este de asemenea redusă. Din definiţia bazei 


æ 
reduse se deduce imediat că numărul y satisface condițiile : 


Im y>0; (22) 


I d : 
—< Re y <>; (23) 
, len L ; 
jy|>1, dacă — TS ke y<0; 


Ip] > 1, dacă 0 < Rey < Z (24) 


DBeINIȚIE. Numărul dintr-un corp pătratic imaginar se numeste 
redus, dacă satisface condițiile (22), (23) și (24); împreună cu y se 
va numi redus și modulul 11, y}. 

Faptul că numărul y este redus înseamnă din punct de vedere 
geometric că imaginea să în planul complex aparţine domeniului 
F indicat în fig. 6 (incluzind numai acea parte a frontierei care con- 
ține punctul i). 

TEOREMA 9, În fiecare clasă de module asemenea a corpului 
pătratie R(Vd), d <0, se găsește un modul redus și numai unul 
Singur, 

Demonstraţie. S-a demonstrat că fiecare clasă conţine un modul 
redus. Mai rămine numai să veriticăm că două module reduse dis- 
tinete nu pot fi asemenea. Pentru aceasta vom demonstra mai întii 
că pentru orice număr redus y = e +iy, numerele 1, y formează 
o bază redusă a reţelei (1, y}. Este necesar să arătăm că y este cel 
mai scurt dintre vectorii rețelei (1, y}, nesituaţi pe axa reală, adică 
avem |k +iy|> |], oricare ar fi întregii k și l #0. Deoarece 


1 ; 
|z| s p atunci 


k yP = (korg > a ty yt. 


Dacă însă |I] > 2, atunci 
[k + ly > Py > 2g? > a? +y? = |y, 


ceea ce demonstrează afirmaţia noastră. Fie acum două numere 
reduse y și y Dacă modulele ți, y} şi 11, yı} sint asemenea, atunci 
conform teoremei 8 bazele 1, y şi 1, y, sînt asemenea. Aceasta însă, 
după cum se poate intui uşor, este posibil numai pentru y = y. 
Teorema 9 este astfel complet demonstrată. 

Pentru a rezolva complet problema asemănării modulelor din- 
ir-un corp pătrutie imaginar ne mai este necesar un algortim pentru 
determinarea modulului redus care este asemenea cu un modul dat. 
Un astfel de algoritm se formulează în problema 24. Pentru a stabili 
dacă modulele W, şi M, sint sau na asemenea vom determina modu- 
lele reduse asemenea cu acestea; modulele inițiale M, şi M, sint 
inte dacă şi numai dacă modulele reduse care le corespund 
coincid. 


OBSERVAŢII. În demonstraţia teoremei 9 nu am folosit efectiv 
nicăieri faptul că modulele considerate sint conţinute într-un corp 
pătratie imaginar. În consecinţă afirmaţia acestei teoreme este vala- 
bilă pentru orice rețele plane : orice reţea din pianul complex este 
asemenea cu o repeu şi numai cu una singură de forma {1, y}, y fiind 
an număr din domeniul I indicat în fig. 6. Conform lemei 2 (care 
este aplicabilă fără nici un fel de modificări oricăror reţele plane), 


[ŞI 


Fig. 6 


i 
t 
nj SEN PEE: 


două retele de forma {1, à} şi (1, y} sînt asemenea, dacă şi numai 
dacă, numerele à și y satisfac relaţia 


ky +1 


? 
my -Hn 


kn— m= + 1, 
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k,l, m si n fiind întregi raţționali. O astfel de pereche de numere 
complexe nereale se numesc modular echivalente. Rezultatul pe care 
l-am obţinut arată astfel că fiecare număr complex nereaj este modu- 
lar echivalent cu un număr şi numai cu unul singur din domeniul T. 
Domeniul T însuşi se numește adesea figură modulară. Ținîind seama 
de cele de mai sus, punctele sale se află în corespondență bijectivă 
cu clasele de reţele asemenea din plan. Problema asemănării rețele- 
lor plane se întiinegte în contextul multor probleme, cu deosebire 
în teoria fancțtiilor eliptice. Fiecare corp de funcții eliptice este dat 
prin reţeaua sa de perioade, douïŭ corpuri de funeţii eliptice fiind 
izomorfe, dacă, şi numai dacă reţelele lor de perioade sint, respectiv 

asemenea (v., do exemplu, CHEVALLEY, ©., Introducere în teoria 
functiilor algebrice de o variabilă, Moscova, 1959). În acest mod, punc- 
tele figurii unimodulare (C sint în corespondență bijeetivă cu tipurile 
de corpuri neizomorfe de functii eliptice. 

Să considerăm acum clasele de module asemenea care aparțin 
unui anumit ordin fisat O de diseriminant D < 0. Fie modulul 
{1, yh ye D, &parţinind ordinului D. Dacă aplicăm numărului y 
notația gin loma I si i seriem sub forma 


— b +15] 


atunci condițiile (23) şi (24) ne dau 


a a cînd b <0, (25) 


le>a cînd b>0. 


În acest mod, pentru a obţine un sistem complet de module reduse. 


ale corpului pătratie imaginar, apartinind ordinului de discriminant 
D, trebuie determinate toate tripletele de numere întregi a >0, b, e 
care satisfac inegalităţile (25) și, în plus, condiţia 

D = bf — 406, (a, b,c) = 1. (26) 


Jonform teoremei 3 $6 numărul acestor triplete este finit, ceea ce, 
de altfel, se deduce şi direct pe baza inegalităţilor 


D| = 4ae — b? > 4a? — a = 3a2, 
5 
Jb| < E ALA) 
y 3 
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Ps 


PD O a MM y a, 


cînd D este dat putem avea pentru a şi b, deci şi pentru ce, numai un 
număr finit de posibilităţi. 

EXEMPLUL 1. Să determinăm numărul claselor de module apar- 
ţinînd ordinului maximal al corpului R(/ —47). Deoarece în acest 


g 
caz D = — 47, rezultă că |b| <a< EA Avind în vedere că 


pentru D impar numărul b este de asemenea impar, există următoarele 
posibilităţi : b? — D == 56 = “n ac = 14, 3 sase, ceea ce nu 
este posibil. Dacă însă b == -+ 1 atunci b? — D — 48 — 4ae, de unde 


a = 1l, o = 12; & = 2, 6 = 6; a= 3, =. 


Deoarece cazul b = 1 == a trebuie exelus, deducem că pentru ordinul 
maxim al corpului R(J —-47) există cinei clase de module asemenea. 
Aceste clase admit ca reprezentanţi modulele asemenea (1, y}, unde 
y este unul dintre numerele 


1 pia iii  z1+ia? 
Ta So a A a 


S-a remarcat în punctul precedent că existenta unui algoritm 
pentru rezolvarea problemei asemănării modulelor dintr-un corp 
pătratie dă posibilitatea rezolvării ecuaţiilor de forma (13). 

EXEMPLUL 2. Să determinăm în modulul M = 13, 1 + 5i} 
toate numerele de normă 650. În acest caz inelul de stabilizatori este 


ordinul O = 1, 5i} avind diseriminantul D = — 100. Deoarece 
N(M) — 13 trebuie să enumerăm mai întîi modulele A. c O care 


aparţin ordinului O şi au norma m = dă = 50. Condiţiile (18) 


şi (20) conduc la următoarele posibilități : 


2) 3 = 1, a = 50, b = 10, e = 1; 


3) 8 — I; [7 Ai 50, & = — 10, iz) = 


4) s = 1, a = 50, b == — 50, e = 13. 
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Vom construi pentru fiecare dintre aceste patru cazuri un modul 
A de forma (19) şi vom determina modulul redus asemenea cu 
acesta : 


50 fı, T | =(—5 Eai 55); 


1 
50 fı, ga = (5 + BL, 5i); 
sofa, a 2 10: e 
10 


apă adi a al 
Mi = fa, Eo 42 ML fı | A 


În cazurile 2) şi 3) modulele A se omit, deoarece nu sînt asemenea 
cu M-. În cazurile 1) şi 4) care rămîn, egalitatea A = EM-1 se în- 
deplinește pentru č = 5 + 25i şi č = — 25 + 5i. Deoarece în O 
se găsese numai două unități +1, obținem în cele din urmă că în 
modulul M se găsese patru numere: +(5 + 25i) şi +(—25 + õi) 
cu norma 650. 

În exemplul pe care l-am considerat s-a stabilit și că ecuaţia, 
1382 + 2xy + 2y? = 50 are patru soluţii întregi : 


s = 0, y =5; z=0, y=- 5; 
o = 2, y = —l; æ = —2, y =i. 


EXEMPLUL 3. Care sint numerele naturale reprezentabile de 
către forma g? -+ y?? 

Diseriminantul formei este D — —4. Pentru ordinul O = {1, i} 
din corpul R(J —1) (discriminantul fiind — 4) se găseşte numai un 
modul redus, deoarece condiţiile (25) şi (26) sint satisfăcute numai 
cînd a —c==1, b=0. Aceasta înseamnă că toate modulele care 
aparțin ordinului O sînt; asemenea şi, deci, toate formele binare cu 
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diseriminantul —4 sînt echivalente cu forma w? -+ 2. Formele echi- 
valente reprezintă însă aceleaşi numere, de aceea în virtutea teo- 
remei 6 forma g? + y? reprezintă numărul m, dacă şi numai 
dacă există un modul A c O aparţinind ordinului O şi avînd norma 
m. Dacă există un astfel de modul atunci pentru anumiţi s, a, b, ©, 
există egalităţile : 


m = as? D= — 4 = b? — dac, (a, b, e) =L. 


Numărul b trebuie să fie par, b = 22, z satisfăcind congruența 


2 = — 1 (mod a). (27) 
Reciproc, dacă congruenţa de mai sus este rezolubilă pentru un 
s m Aie ; x 
număr a de forma a = Sea deci z? = — 1 + ac, atunci, după cum 
8 


se deduce imediat, (a, 2g, c) = 1 şi deci există modulul A c D apar- 
ţinînd ordinului O de normă m, prin urmare m este reprezentat de 
torma g? -+ y?. 

Congruența (27), după cum se ştie, este rezolubilă, dacă și numai 
dacă a nu se divide prin 4 şi nici printr-un număr prim de forma 
4k +- 3. Deoarece a conţine toţi factorii primi care intervin în a cu 
puteri impare, obţinem în final că m este reprezentat de forma 
&? + 92, dacă şi numai dacă numerele prime de forma 4k -+ 3 intră 
în exprimarea lui ea factori numai la puteri pare, 


PROBLEME 


1. Să se determine unităţile fundamentale în corpnrile RV19) şi RV3P. 

2, Să se demonstreze că dacă d = 1 (mod 8) (d fiind liber de pătrate), o unitate 
fundamentală din ordinul (1, Vd}; este unitate fundamentală și în ordinul maximal al 
corpului RVa ) d>0. 

3. Să se demonstreze că dacă diseriminantul unui ordin dintr-un corp pătratic se 
divide prin cel puţin un număr prim de forma -4n -|- 3, atunci norma oricărei unităţi 
din © este +1. 

4, Considerăm întregul raţional m> 1 care nu este pătrat perfect. Să se arate că 
la dezvoltarea lui Vm în fractie continuă, sirul de cituri parțiale este de forma 


do» > te” Qs 2ga» Qis = 0 Usa 299 fi -e 


(aici q = f? i=0, i,...,s —1). 


it 


3. Să se urate, folosind aceleași notații, că dacă este fracţia redusă corespun- 
Ss 
x . R ` : CDi a $ w AAi . 
zătoare termenului penultim al celei mai mici perioade, atunci Ps -b OYn este unitate 


fundamentală a ordinului {1, Vm; (în corpul Rm). 
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6. Considerăm modulele M, şi M, ale unui corp pătratic avind ca inele de stabili- 
zatori pe Dy, respectiv, pe Oy, (pentru notații v. sfirșitul pet. 2). Să se arate că produsul 
MiM are ca inel de stabilizatori ordinul Op, f fiind cel mai mare divizor comun al lui 
f și fa. 

1. Să notăm cu (37 grupul modulelor unui corp pătratic dat conţinute în ordinul 
Dy pentru fiecare număr natural f (v. sfirșitul pet. 4). Să se arate că dacă d divide pe 
f, atunci aplicația M -> MOr (ME 7) este un homomorfism al grupului (7 pe 
grupul Ga. 

8. Fie Ẹ un număr din ordinul maxinal Š = 11, ot al unui corp pătratie, relativ 
prim cu numărui natural f. Să se arate că Dy este irel de stabilizatori pentru modutul 
M = įf, fo, E} şi, de asemenea, că MO = D. Să se arate apoi că și reciproc, orice modul 
M apartinind ordinului Ərşi avind proprietatea MO = 9 are forma M = If, fo, £ 
pentru un anumit £€e O relativ prim cu f. 

5. Fie £, și E, două numere din © relativ prime cu f. Să se demonstreze că egali- 
tatea if, fo, E = {f fo, E2)) este îndeplinită, dacă și numai dacă SE = Ep (mod f) 
pentru un anumit întreg rațional s. 


19. Să se arate că pentru orice două module complete M, și M, ale unui corp 
pătralic (neaparţinind neapărat unui același ordin) este valabilă formula 


N(M, Mo) zE N(M) N(M). 


11. Să se demonstreze că numărul A de clase de module asemenea aparținînd 


ordinului maximal © al unui corp pătratic și numărul h; al claselor de module asemenea 
aparținind ordinului Dp (de indice f} sînt legate prin relaţia 


D(f) 
erof) 


hp = Ah 


unde (f) este numărul claselor de resturi modulo f din © relativ prime cu f*) (analog 
cu funcţia lui Euler q(f)). iar e; este indicele grupului unităților ordinului Oy în grupul 
unităților ordinului maximal 5 

12. Numărul y dintr-un corp pătratic real se n umește redus dacă satisface condiția 
GO<y<1, iar numărul y’ conjugat acestuia, satisface inegalitatea y’ < — 1. Medulul 
{1, Y} se va numi, o dată cu y tot redus. Să se demonstreze, folosind netaţiile din lema 1, 
că reductihilitatea numărului y este echivalentă cu îndeplinirea inegalităţilor : 


0O<b<VD, —b+ VD < 2a < b+ VD. 


Să se deducă de aici că numărul de module reduse aparținind unui ordin fixat dintr-un 
corp pătratic real este- finit. 

13. Fie y un număr irațional al unui corp pălratic real, satistăcind condiţia 
0O<y<1, hry>0. Fie 


1 
y= — 6ga y) — n, 
Y 


unde numărul intreg rational n eslo astfel ales incit 0 < y; < 1. Să se demonstreze că 
în urma unui număr finit de transformări {1, y} —> {1, y,} modulul {1, y} se transformă 
într-un modul redus asemenea lui. În acest fcl, în fiecare clasă de module asemenea (n 
sens obişnuit) dintr-un corp pătratic real se găsește un modul redus, 


*) Ai căror reprezentanţi sint primi cu F(N.T.). 
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14. Fic y un număr redus dintr-un corp pătratic-real. Deoarece sgn y= —i, 
transformarea y -> y, din problema precedentă are forma 


FI 
= — = n, n= —]. 
nT Y 


Să se demonstreze că o dată cu numărul y și numărul Y, este redus. În ai (linga în 
iniţial y se numeşte vecin la stinga cu y, Să se verifice că oricare ar = nu E 
există totdeauna un număr y, și numai unui singur, vecin la stinga cu A RI 
î5. Plecind de la un număr redus yọ al unui corp pătratic real, eee ide 
de numere reduse Yo, Yy Yz .. . în care fiecare termen este vecin la iu o pe di 
cedentui său. Pentru un anumit număr natural m este adevărată egalitatea Ya o 
adică şirul nostru de numere reduse este periodic, Dacă se alege n mo că ereu 
numerele Yos Yy- +» Ym Sint distincte. O astfel de succesiune rinita s cpu P Ri 
se numește perioadă. Să se demonstreze că două module reduse t, y 5 , n ţa 
asemenea (în sens obişnuit), dacă și numai dacă numerele reduse y şi y* aparț 
aceleiași perioade. cal Pa: N 
16. Să se determine număra] claselor de module asemenea aparținîind ordinului 


A 
vr 


maximal al corpului R Vb). E i Ba 
17. Să se demonstreze că toate soluțiile întregi ale ecuaţiei 


17x? + 32xry + 14 = 9 
sint definite prin egalitàțile 


+ (15 — 6 Y2) 6 -+ 2 VP = an + 06 + 3 Va] 


(pentru toţi n intregi). 
18. Care dintre modulele 


{1. VIB, {2, 1 + VIBp 43, Ví5p {35, 20 + VIB} 


din corpul R yis sint asemenea intre cle? EN 
19. Să se determine un sistem complet de reprezentanți în clasele de forme primi- 
tive propriu echivalente avind diseriminantul 252. i j dia 
20. Cite clase de forme primitive propriu echivalente cu discriminantul 360 există? 


21. Care numere prime sint reprezentate de către formele z + 5y? și 22? 4 
+ day + 3y? _ 
22. Să se rezolve în numere întregi ecuațiile : 
1) 5x? + 2ay + 29? = 26; 
2) 5x2 — 2p? = 3; 
3) 80x? — y? = 16. 
23. Să se arate că ecuațiile 
1) 13x? + 34xy +- 227° = 23, 
2) 5x? + 16y + 13y? = 23 
nu admit soluții întregi. l TO ie 
24. Considerăm numărul y dintr-un corp pătratic imaginar till condiţiile 
l 1 ă ji votă! == — — + n, unde întregul 
Im y> 0, — — < Reys P dar nefiind redus, Notăm yı e Hn, å 
1 


-——. Dacă y, nu este redus, atunci se 
2 


1 
rațional n este astfel ales incit — ET < Reys 


193 


13 — e. 19% 


1 e 
notează, analog, yY = — — + n, ş.a.m.d. Să se demonstreze că în urma unui număr 


finit de astfel de transtorns modulul {1, y} se transformă într-un modul redus {1, y, } 
asemenea cu el. 

25. Să se determine numărul claselor de module asemenea care aparţin ordinului 
maximal al corpului R (| 47), 

26. Să se determine toate numerele de normă 650 din modulul 13, 1 -- 5i}. 

21. Să se găsească inelele de stabilizatori pentru modulele 


(11, 6 + 2iV/ 2), (2, 1 ij, 44, 12), 12, yz. 


Care dintre aceste module sînt asemenea? 


„28. Să se arate că în corpul R V 223) toate modulele care admil ca mel de sta- 
bitizatori ordinul maximal sint asemenea. 


CAPITOLUL II i 
TEORIA DIVIZIBILITĂȚH 


În capitolul precedent s-a analizat o problemă de teoria nu- 
merelor a cărei rezolvare a condus la considerarea unor probleme 
profunde din teoria, numerelor algebrice: găsirea reprezentărilor 
întregi ale numerelor raţionale prin forme complet decompozabile 
s-a dovedit a fi în strinsă legătură cu teoria unităţilor din ordinele 
corpurilor de numere algebrice. 

Un număr şi mai mare de probleme din teoria numerelor conduce 
la o altă chestiune importantă a aritmetieii corpurilor numerelor 
algebrice, aceea a descompunerii în factori primi a numerelor algebrice, 

În acest capitol vom construi teoria generală a descompunerii 
numerelor algebrice în factori şi o vom aplica la citeva probleme 
din teoria numerelor, Noţiunile de teoria inelelor care sint necesare 
aici sînt expuse în $5 Complemente. Aceste noțiuni, impreună cu 
proprietăţile extinderilor finite de corpuri, care au fosi utilizate 
în capitolul al doilea, vor constitui aparatul algebric al capitolului 
de fată. 

În mod deosebit descompunerea numerelor algebrice în factori 
este legată de teorema lui Fermat. Tocmai preocupările generate 
de teorema lui Fermnat l-au condus pe Kummer la lucrările sate asu- 
pra aritmeticii numerelor algebrice, care conțin o serie de idei fun- 
damentale în acest domeniu. 

De aceea vom începe prin a expune primul rezultat obţinut de 
Kummer asupra teoremei: lui Fermat drept iniroducere în teoria 
generată a descompunerii numerelor algebrice în factori primi. 


$. CÎTEVA CAZURI PARTICULARE ALE TEOREMEI 
LUI FERMAT 


1. Legătura dintre teorema lui Fermat şi descompunerea în 
factori. Ipoteza, exprimată de Fermat, constă în aceea că ecuaţia 


aj = a 
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nu admite soluţii în numere întregi raționale nenule æ, y, z, pentru 
n > 2. 

Evident, dacă teorema lui Fermat este demonstrată pentru 
un anumit exponent n, prin aceasta este demonstrată gi pentru toți 
exponenţii multipli de n. Deoarece orice întreg n >2 se divide fie 
prin 4, fie printr-un număr prim impar, înseamnă că ne putem limita 
la cazurile cînd exponentul este fie 4, fie un număr prim impar. 
Pentru n = 4 există o demonstraţie elementară a teoremei lui Fermat 
datorită lui Euler*), În cele ce urmează ne vom limita la studiul 
ecuației 


g Hy =, (i) 


în care exponentul este un număr prim impar. Evident că putem 
considera numerele v, y, din ecuația (1) ca fiind relativ prime. 

Pentru acele valori ale lui 1 pentru care a fost găsită o demon- 
strație a teoremei lui Fermat, această demonstraţie se desparte de 
obicei în două cazuri : mai întîi se demonstrează că ecuația (1) nu 
admite soluții în întregii v, y, z, care nu se divid prin 1, apoi că nu 
admite soluții în întregii z, y, 2, dintre care unul (și numai unul) 
se divide prin l. Aceste două cazuri poartă respectiv denumirea de 
primul şi al doilea caz al teoremei lui Fermat. Din demonstrațiile 
diferitelor cazuri particulare existente pină acum se poate trage 
concluzia că, pe cât se pare, dificultăţile de principiu ivite în primul 
şi al doilea caz al teoremei lui Fermat sînt relativ asemănătoare, 
cu toate că primul caz se examinează, din punct de vedere tehnic, 
mai simplu. Ne vom ocupa aici numai de primul caz al teoremei 
lui Fermat. 

Legătura dintre teorema lui Fermat şi problema descompunerii 
în factori primi a numerelor algebrice este dezvăluită, de următoarele 
considerente simple. Dacă notăm prin ¢ o rădăcină primitivă de ordin 
l. din unitate, atunci ecuaţia (1) poate fi reprezentată sub forma, 


l-1 


TI (e + ty) = 2.. (2) 


k=0 


Pentru numere întregi raționale, din faptul că produsul cîtorva 
factori relativ primi este o putere a l-a, se deduce, avind în vedere 
unicitatea descompunerii în factori primi, că fiecare factor luat sepa- 
rab este o putere a l-a. Factorii din membrul stîng al egalităţii 
(2) aparţin corpului R() de numere algebrice avind gradul 7 — 1 
peste Æ (se arată uşor că polinomul 1 -+ t2 4 ++ este 


*) De fapt, prima demonstraţie pentru n = 4 este dată chiar de Fermat (N. T.) 
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ireductibil peste corpul numerelor raționale în cazul cînd 1 este 
ini Va E osia a problema 6 sau teorema 1 $ 2 cap. V). Să 
considerăm în corpul R(¢) ordinul O = 4 v, ap tt-2 (conform 
teoremei 1 $ 5 cap. V, O este ordin maximal în corpul R(0)). Presu- 
punem că în inelul O descompunerea numerelor în factori primi este 
unică. Atunci, oricare ar fi ae D, a 0, există descompunerea 


X = ETA e.e TT 


unde e este unitatea în inelul O, numerele prime 7, . - -y Tr sint ori- 
care două neasociate iar exponenţii a, ..., a, sint unic determinaţi 
(v. $2, pet. 2). Este clar că orice număr prim 7 care intră în descom- 
punerea numărului 2! va avea în această descompunere un expo- 
nent multiplu de l. Pe de altă parte, se va arăta apoi că dacă ne situăm 
în primul caz al teoremei lui Fermat, numerele. æ F la ylk PF 0, 
l, ...,}l — 1) sînt oricare două relativ prime. Prin urmare, «acă 
reprezentăm pe z + (*y ca un produs de puteri de factori primi, 
atunci fiecare factor prim al acestei desecompuneri va interveni cu 
un exponent care este tot multiplu de [. Aceasta arată că fiecare 
g + čty, pînă la un factor care este unitate, va fi o putere a l-a. 
În particular, 
2 
æ + y = cai, (3) 

unde e este unitatea din inelul D gi ze D. a i 

Deoarece egalitatea g? + y? =z poate fi scrisă, datorită impari- 
tății lui 1, şi sub forma 

æ + (— 2} = (— y7, 
în mod analog obținem 
7 
æ — Taj = sai. (3”) 

Epalităţile (3) şi (3”) conduce imediat, prin comparaţie, la con- 

tradicție. Aceasta va demonstra nerezolubilitatea ecuaţiei (1) în 


întregi æ, y, 2, care nu se divid prin ! (conform presupunerii făcute 


asupra inelului O). . SEA | E pante AC | 
După aceste observaţii introductive să stabilim citeva proprie- 


tăţi ale inelului O. 


2. Inelul Z[(]. Lema 1. În inelul O = ZIU], numărul 1 — č 
esie prim şi l admite descompunerea 


l= a — %i, (4) 


ct fiind unitate din D. 
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Demonstraţie. Dacă în descompunerea, 


PA Ea e rii (i — 000 — 02) (t — i-a) 


egalăm pe t cu 1, obţinem 
l= (1 — O — 02)... (1 — g3). 


Dacă a = r(%) este un număr din corpul R(C) (r(t) este în cazul 

acesta un polinom cu coeficienți raţionali), putem considera numerele 

cle) = A) (1 <k sl—1) (6) 

ca fiind imagini ale lui æ prin izomorfismele corpului R(T) în corpul 

numerelor complexe. Altfel spus, numerele (6) sînt conjugate cu 
ji 


a în sensul dat în pet. 3 $2 Complemente şi deci X(a) = TI (ZE). 


În particular, pentru s #0 (mod!) avem A=1 


I—i SE, 
AI r (0 pa 0 i ai 
k=t k=l 


Rezultă astfel că 1 -— č, 1 — 3, ...,1 — 1 gint numere 
prime din inelul D. Într-adevăr, dacă 1 — C = aß, atunci N(a) > 
N(B) —1 şi de aceea sau N(a) = 1, sau N(B) = 1, adică unul 
dintre factori trebuie să fie unitatea (teorema 4 $ 2 cap. IT). Dacă în 
egalitatea 


1— CS1 HE+.. H I= 9, O (T) 


trecem la norme, obținem că N(e,) = i și deci e, este unitate în 
O. În acest mod toate numerele 1 — & sint asociate cu 1 — 7 cînd 
s£ 0 (mod Î). Descompunerea (4) rezultă acum din (5) şi (7). 

Lita 2. Dacă numărul întreg raţional a este divizibil prin 1 — [ 
(în inelul O), atunci este divizibil gi prin L 

Demonstraţie. Fie a = (1 — (ha, ae D. Trecind în această ega- 
litate la norme, obţinem a't == iN(a), N(a) fiind întreg raţional. 
Cum / este prim, rezultă că a se divide prin L 

Lema 3, Toate rădăcinile din L, conținute în R(Q), epuizează 
rădăcinile de ordin 2l din 1. 

Demonstraţie. Toate rădăcinile din 1, conţinute în R($), aparţin, 
evident, ordinului maximal. Potrivit teoremei 2 $3 cap. IL acestea 
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formează un grup ciclic finit. Să notăm cu m ordinul acestui grup 
şi cu y o rădăcină primitivă de ordinul m. Deoarece — aparţine 
lui R(X) şi este rădăcină primitivă de ordin 21, rezultă că m este 
divizibil prin 21. În $2 cap. V (consecinţa teoremei 1) vom demonstra 
că gradul corpului R(n) peste R este q(m), prin (m) înţelegind 
funcţia Jui Euler din teoria numerelor. Notăm 


m == mo (mo = l(r>1, m > 2). 


Deoarece R(n) este continut în R(Z), iar gradul ultimului corp este 
| — 1, se deduce 


p(n) = PU — 1) olm) si-—li. 


Din această inegalitate rezultă că r=1 și (mp) = 1. Condiţiile 
plm) = 1 și m, > 2 fiind posibile numai dacă mo = 2, deducem că, 
m = 21 şi astfel am demonstrat lema 3. 

Lema 4 (lema lui Kummer). Orice unitate din inelul D este un 
produs dintre o putere a lui [ și o unitate reală. 

Demonstraţie. Fie 


e = a Hat ee. H auz 2 = 7(0) (ae Z) 


o unitate a inelului O. Evident că numărul complex conjugat € = 
== r(%71) = r((-1) va fi tot unitate în inelul O. Considerăm unitatea 


€ a . .. : 
u = —. În virtutea relaţiilor (6) numerele conjugate cu u au forma 
€ 


r( TE) r( gE) l 


r (UDE) 


Cum r(î*) gi r(0-E) sînt numere complex conjugate, atunci | ox(u)| = 
= 1 (pentru orice k = 1,...,01— 1). Conform lemei 2 $3 cap. II 
u este rădăcină din 1 și deci în virtutea lemei 3 


u = +% 


Vom arăta că în membrul drept al acestei egalități trebuie luai 
semnul plus. Într-adevăr, în caz contrar ar fi adevărată egalitatea 


e = — T, 
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Vom. privi această egalitate ca o congruenţă modulo à= 1 — % 
în inelul O. Deoarece ( = 1 (mod >) toate puterile lui £ sînt con- 
gruente modulo à cu 1 gi obţinem 


£ 


E= tta +t... +a = M (mod à), 


ceea ce arată că M = —M (mod ìà), sau 2M = 0 (mod ìà). Pe 
baza lemei 2 deducem astfel 


Il 


2M = 0 (mod l), M = 0 (mod), M = 0 (mod 1) 
şi deci 
e = O (mod à), 
ceea ce contrazice faptul că e este unitate a inelului O. Astfel 
e = te. 
Să considerăm un număr întreg s astfel încît 2s = a (mod l). În 


acest caz (e = (% şi egalitatea e = (“E poate fi reprezentată sub 
forma, 


Egalitatea obţinută arată că unitatea y = a este reală. În acest 


fel, e poate fi pus sub forma unui produs dintre & şi unitatea reală 
Y, ceea ce trebuie demonstrat. 


LEMA 5. Fie x și y numere raționale întregi. Pentru ca nume- 
rele a-i şi x+ “ry să fie relativ prime pentru m + n (mod) 
(adică singurii lor divizori comuni să fie unităţile), este necesar şi 
suficient în primul rînd ca œ şi y să fie relativ prime, iar în al doilea 
rind ca x +y să nu se dividă prin |. 

Demonstraţie. Dacă a şi y admit pe d>1 ca divizor comun, 
atunci e + my și æ + Why se divid, evident, prin d. Dacă însă æ + y 
se divide prin l, atunci æ + C” y şi x + (y au ca divizor comun pe 
1 — č (care nu este unitate). Într-adevăr, 


æ + y =w +y + (E —Dy = (e +y) c beny = 


= 0 (mod (1 — 3)). 
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În acest mod a fost demonstrată necesitatea ambelor condiții, Pentru 
a demonstra și suficiența, vom arăta că există în inelul O elementele 
čo 8i No astfel încît i 


(2 + Ep) + (2 + 09) no = 


Să considerăm mulţimea A a numerelor de forma 
(æ + Cry) -+ (2 + y) 


E şi m pareurgind independent toate numerele din O. Este evident 
că dacă a și B aparțin lui A, crice combinaţie liniară a acestora ač’ + 
+ Bn’ cu coeficienții £, n’ din O aparţine, de asemenea, lui A. Vom 
demonstra că numărul 1 aparţine lui A. 

Din egalităţile 


(e + Cy) — (x + Cry) = P — C”) y = tes (1 — Oy, 


(æ -+ gry. i (æ + Cey) gn a — In Ai (a) ap EPA gm En—ml t — 3) Ly 
deducem că (1 — Cyce A gi (| — î)aze A (deoarece C” e, m este uni- 
tate în inelul O). Deoarece z şi y sint relativ prime, se deduce exis- 
tența a două numere întregi raţionale a ṣì b astfel încît ax ~- by = 
= 1 şi deci 


(1 — aa t (1 — č)yb =1 — če A. 
Mai departe, avem 


æ +y = (æ -b Ery) t (1 — Gy = (e + y) + (1 — feng, 


ceea ce arată că w + ye A. Deoarece 1 se divide prin 1; — ¢, rezultă 
că le A. Potrivit celei de a doua condiții a lemei, numerele w + y şi 
l sînt relativ prime. În consecinţă, există întregii raţionali u şi v 
pentru care este adevărată relaţia (w + y)u + lw = 1, de unde se 
deduce că le A. Lema 5 este astfel demonstrată. 


3. Teorema lui Fermat în cazul unicităţii descompunerii în factori. 


TEOREMA 1. Fie numărul prim impar | şi to rădăcină primi- 
tivă de ordinul l din 1. Dacă în ordinul D = ZIY] = {1, 6, 0-2) 
al corpului R(X) descompunerea în factori primi este unică, atunci 
pentru exponentul l este valabil primul caz al teoremei lui Fermat, 
adică ecuaţia 


zi Hy =g 
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nu admite soluții în numere întregi rationale 4, Y, Z, care nu se divid 
prim L 

Demonstraţie. Un rol deosebit; îl va avea în cele ce urmează 
numărul prim 3, din care cauză cazul Z =3 îl studiem separat. 
Vom arăta că nu numai ecuaţia æ? +- y? = 25, ci şi congruența 


a + y? = 2 (mod 9) 


nu arc soluţii în numere nedivizibile prin 3. Să admitem astfel 
că ultima congruență ar fi valabilă. Atunci din congruenta g? -H ge 
= 25 (mod 3) ar rezulta (pe baza teoremei mici a lui Fermat): + 
+ y = z (mod 3), adică z =g +y t 3u şi deci 


g3 py? = (a Hy t3? 205380 + 3x4? (mod 9), 


de unde 
0 = dy + sy? = oyle +y) = ya (mod 3). 


În acest mod, unul dintre numerele w, y, 2 trebuie să fie divizi- 
bil prin 3. Contradieţia obținută demonstrează afirmaţia noastră 

Să considerăm acum > 5. Folosind metoda reducerii la absurd, 
să presupunem că pentru anumiţi întregi rationali v, y, 7, oricare 
doi relativ primi și nedivizibili prin (, este valabilă egalitatea a + 
+y = zi, pe care o putem scrie sub forma (2). Deoarece, x -+ y = 
= y +y = a 0 (mod?) și, mai mult, æ şi y fiind relativ primi, 
conform lemei 5 toate numerele œ- Cy(k = 0, 1, ..., l — 1) sint 
oricare două relativ prime. După cum s-a arătat în punctul 1, pe 
baza unicității descompunerii în factori primi din (2), se dedue 
egalităţile 


sr Cy = ea, (3) 
g — ta = ai, 


în care e şi e, sînt unități din inelul O. Am afirmat deja că egalită- 
tie (3) şi (3) conduc la contradicţie. Mai mult, vom arăta acum că, 
însăși congruenţele corespunzătoare modulo ! din inelul O sint contra- 
dictorii. 

Fie a = mph e. + ua 2, coeficienţii ao & -. 
fiind întregi raţionali. Atunci 


-3 i-a 


at atat +. Folii M (mod), 
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iri n 


d ame 


mamei OU 
E, DEE, m pereti re at 


Pea M = do +a... T Me. Pe baza lemei lui Kummer uni- 
jatea e poate fi reprezentată sub forma e = Ex, y fiind o unitate 
reală. În consecință, din egalitatea (3) obţinem congruența 


s + ty = nM = E (mod), 


g Ci pg o P 
E e O fiind un număr real. Mai putem -ă 

: - :m reprezenta aceast: noruentă 
și sub forma astă congruență, 


E(mod 1). (8) 

„Să observăm acum că oricare ar fi ae O, numărul complex g 

conjugat cu a, aparține de asemenea lui O. Dacă este adevărată 

congruenţa, a = p (mod), atunci. a — B — ly, de unde rezultă că 
« = p (mod 1). Trecind în congruenţa (8) k 

t i g ţi a numere complex ju- 

gate obtinem z di ARE 


(a + čty) =E (mod 2). (9) 
Însă Ẹ = E, de aceea, din (8) şi (9) se deduce că 
Cosa + Cy) = G(s + čty) (mod d), 
sau 
ate + yg — pot — yti = 0 (mod). (10) 


Evident că un număr oarecare din O, reprezentabil sub forma 
alea dă dp Dn PA NA &—207? este dizivibil prin 7, dacă şi 
că toţi coeficienții ag aa Sînt divizibili pri ă 

uC ti c t <.. Ga Sînt ili pr i 
exponenții ; iti ci i 


8, 8—1, 


s, i — s, (11) 
nu sint congruenți oricare doi nici între ei şi nici cu Z — 1 modulo 
l, atunci numărul care reprezintă membrul sting al congruenței (10) 
va avea forma canonică, caz în eare din această congruenţă se deduce 
că toţi coeficienții sînt divizibili prin 1. În acest mod, în cazul de 
față æv = 0 (mod 1) și y = 0 (mod 1), ceea ce nu este însă posibil 
deoarece w şi y sînt relativ primi (și nu se divid prin l). 

Să considerăm acum cazurile în care membrul sting al congru- 
enței (10) nu este o reprezentare canonică, adică atunci cînd printre 
numerele (11) se găsesc unele congruente cu L — 1 sau congruente 
intre ele modulo î. Unul dintre exponenţii (11) va fi congruent modulo 
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Leul — 1 numai în cazul cînd aceşti exponenţi au următoarele valori 
(modulo I): 


S | s—l | =$ | 1 —s 
I—i 1—2 1 2 

9 l-1 D 1 

ł 0 l~i 0 

3 1 1—2 1—1 


Observăm că în fiecare dintre aceste cazuri se găseşte numai un 
singur exponent congruent cu / — 1 (deoarece [> 5). Pentru ca 
membrul sting al congruenţei (10) să fie scris sub formă, canonică 
trebuie să folosim egalitatea 


di ED tă A Re e 


Substituind această expresie în acel termen din membrul stîng al 
congruenţi:i (10) în care exponentul este congruent cu ! — 1 modulo 
l, obţinem în locul acelui termen o sumă de monoame 1, č, ..., K2 
cu coeficienţii -=e sau +y. Cum numărul acestor monoame este 
| — 1 > 4 (devarece | > 5), după reducerea termenilor asemenea cel 
puţin unul dintre aceștia nu se va reduce cu vreunul dintre cei trei 
termeni rămaşi în membrul sting al congruenței (10). În acest 
caz însă, din congruenţa (10), în care membrul sting este reprezentat 
sub forma canonică, se deduce că +e = 0 (mod l), sau +y = 
= 0 (mod 1), ceea ce este de asemenea imposibil deoarece s-a presu- 
pus că v si y nu sint divizibili prin l. 

Mai trebuie examinat cazul cînd printre exponenții (11) se află 
unii congruenţi între ci modulo /. Congruenţa s = s — 1 (mod t) 
este evident imposibilă. Dacă s = — s (mod ł) sau s — 1 =1 —s8 
{mod 1), atunci se deduce respectiv că s = 0 (mod l) şi s = 1 (mod!) 
situîndu-ne astiel în cazurile s — 1 = 1 — 1 (mod }) şi ~s =] — 
— 1 (mod 1) care au fost deja studiate. În cele două cazuri care au 


mai rămas, s = 1 — s (mod }) şi s — 1 = — s (mod }), se găseşte 
Că s= LEI (mod 1). Astfel congruența (10) devine 


il 1 


(e — y) E? + (y — 02 = 0 (mod }). 
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o Dem mt e a a mate 


a e a 


Deoarece membrul sting al acestei congruențe are forma cano- 

¿+1  I—a1 

O 
2 


nică (exponenţii `; 
2 


nu sint congruenți între ei şi nici 
cu Z — 1), rezultă că 


æ = y (mod). 
În mod analog obţinem din (37) 
æ = — g (mod). 


Din congruenţele æ + y = z + y! = 2 = g (mod î) se deduce acum 
că 2s = — æ (mod l) sau 3x = 0 (mod 1). Deoarece 1 4 3 înseamnă 
că œ = 0 (mod [) se ajunge astfel din nou la o contradicție. În acest 
mod demonstraţia teoremei 1 este încheiată, 

„__ Kummer, folosind proprietăţi mult mai fine ale numerelor întregi 
din corpul R(), a demonstrat; că dacă un număr prin 7} satisface con- 
dițiile teoremei 1, atunci pentru exponentul 7 este valabil si cel de 
al doilea caz al teoremei lui Fermat. 

Generalizarea teoremei 1 pentru o clasă mai largă, de exponenţi 
l va fi dată în pet. 3 §7 din acest capitol. Al doilea caz al teoremei 
lui Fermat pentru aceiaşi exponenţi } va fi demonstrat în pet. 1 
ŞT cap. V. 

in continuare vom face cîteva observaţii asupra teoremei 1. 


OBSERVAȚIA 1. Demonstrația teoremei constă în principal în 
a arăta că unele congruente modulo } nu sînt rezolubile. Desicur 
că, din aceasta nu rezultă că am arătat; nerezolubilitatea, congruen- 
tei ai + y' = 2 (mod). Deoarece această, congruenţă este echiva- 
lentă cu congruență æ + y = e (mod 1) înseamnă că admite tot- 
deauna o soluţie în numere nedivizibile prin Î. Mai mult, se poate 
arăta că pentru l = 7, de exemplu, ecuaţia 47 + y = g? privită, ca 
o congruență modulo 7” admite pentru orice n > 1 o soluţie (2, y, 
2) în numere nedivizibile prin 7 (v. cap. I, $5 problema 3). 7 

În acest mod, demonstrarea nerezolubilităţii ecuaţiei (L) se 
bazează pe reducerea acesteia la ecuaţiile (3) şi (3) cu ajutorul 
teoriei descompunerii în factori în inelul Z[Y] și pe aplicarea teoriei 
congruențelor asupra acestor ecuaţii. 


OBSERVAȚIA 2. Este clar că acele considerente pe care le-am 
folosit în acest paragraf asupra teoremei lui Fermat pot fi aplicate 
şi în cazul altor probleme analoage, însă atunci în locul corpului 
ciclotomie R(() se vor folosi alte corpuri de numere algebrice (pro- 
blema 2). 
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OBSERVAȚIA 3. Dacă vrem să aplicăm teorema demonstrătă 
pentru. cazul unui număr oarecare } precizat, constatăm că nu o 
putem face, deoarece nu dispunem de un procedeu care să ne permită, 
să stabilim dacă descompunerea numerelor întregi din corpul R(%) 
în factori primi este unică. 

În legătură cun aceasta sintem conduși la următoarele două 
probieme fundamentâle ale teoriei numerelor algebrice : 

1. Care sint corpurile de numere algebrice în care descompu- 
nerea numerelor întregi în factori primi este unică? 

2. Care sînt proprietăţile aritmetice fundamentale în acele 
corpuri K în care descompunerea numerelor întregi în factori primi 
nu este unică? 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că congruenţa 2% -j- y5 = z? (mod 52) nu admite soluţii întregi 
raţionale x, y, z care nu se divid prin 5. 

2. Fie œ o rădăcină primitivă de ordin 3 din 1. Presupunind că în corpul (co) 
descompunerea numerelor intregi in factori primi este unică, să se demonstreze că ecua- 
ţia x? -i y? = 5z? nu admite soluţii întregi raționale x, y, z care nu se divid prin 3. 

3. Fie numărul prim î, Ç o rădăcină primitivă de ordin }, x și y numere întregi ratio- 
nale, iar d cel mai mare divizor comun al lui x şi y. Fie 6 = d dacă x + y Æ 0 (mod l} 
şi ò = d(1 — č) dacă z 4- y = 0 (mod!). Să se demonstreze că 8 este un divizor comun 
al numerelor x +- Py six + EPy(m # n (mod !ł)), care se divide la toți ceilalți divizori 
comuni ai acestor numere. 

4. Să se demonstreze că în ordinul (1, &, .... C72} din corpul R(€) produsul aB 
se divide prin i — %, dacă și numai dacă cel puțin unul dintre factorii « sau f se divide 
prin 1'—4. . 

5. Folosind noțiunea de congruenţă a polinoamelor cu coeficienți 
arate că #71- ,., + t-41 = (t —1)}7 {mod l). 

6. Să se demonstreze că polinomul i-l ... + î-+ 1 este ireductibil peste corpul 
numerelor raţiona!e, folosind congruența modalo 72 a polinoamelor cu cocficienţi întregi. 


întregi, să se 


$2. DESUOMPUNEREA ÎN FACTORI 


1. Faetori primi. În paragraful precedent am văzut pe un exem- 
plu modul în care problemele din teoria numerelor ne condue la 
problema descompunerii în factor. primi în ordinele corpurilor de 
numere algebrice. Mai tirziu vom întilni şi alte exemple de acest gen. 
Acum ne vom ocupa de studiul general al problemei descompunerii 
în factori primi, 

Pentru a putea vorbi despre descompunerea în factori primi, 
este necesar să fixăm inelul O, ale cărui elemente vrem să le des- 
compunem în factori. Începem prin a formula această problemă, în 
modul cel mai general şi de aceea singurele condiţii pe care le vom 
impune asupra acestui inel sint să fie comutativ, fără divizori ai 
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PEONES 


eat aa, 


lui zero si cu unitate. În continuare vom presupune aceste condiţii 
satistăcute fără a le menţiona de fiecare dată. 


DEFINIȚIE. Elementul v din inelul D, nenul şi diferit de ele- 
mentul unitate, se numeşte prim, dacă nu se poate descompune în fac- 
tori n — aß asifel ca nici unul dintre aceștia să nu fie unitate în D. 

Faptul că un element este prim înseamnă deci că acesta se divide 
numai prin unităţi şi prin elementele asociate cu el. 

Nu orice inel conţine elemente prime, deci nu totdeauna elemen- 
tele inelului se pot scrie ca produse de elemente prime. Să consi- 
derăm, de exemplu, inelul O al tuturor numerelor algebrice întregi. 
Pentru orice « nenul din O, care nu este unitate, există descompu- 
nerea a = aa în care factorii aparţin inelului O și nu sînt uni- 
tăţi. Astfel, toate elementele din O care nu sînt unități admit o 
descompunere în factori nebanali, ceea ce înseamnă că în O nu există 
elemente prime. 

Ca exemple de inele în care este posibilă descompunerea în 
factori primi pot servi ordinele din corpurile de numere algebrice 
(tocmai aceste inele ne interesează în mod deosebit). Elementele 
prime din ordine le vom numi de asemenea numere prime. 

TEOREMA 1. Într-un ordin O dintr-un corp K de numere alge- 
brice orice număr nenul gi diferit de unitate se poate serie ca produs 
de numere prime. 

Demonstraţie. Conform teoremei 4 $2 cap. III unităţile e ale 
unui ordin sînt caracterizate prin faptul că normele acestora, N{e), 
sint +1. Vom demonstra teorema prin inducţie după valoarea 
absolută |N(a)| a normei numărului «e O. Dacă numărul a este 
prim, atunci nu este nevoie de demonstraţie, Dacă însă a = py, 
unde 8B și y sînt numere din O diferite de unitate, atunci 

1< IN) <N) 1 < INI < Na). 
Conform presupunerii inductive, B şi y sînt produse de numere. prime 
din inelul ©. Astfel, din egalitatea a = By rezultă că şi numărul « 
este produs de numere prime. Teorema 1 este în acest mod demon- 
stratä. 

2. Unicitatea descompunerii. Presupunem acum că într-un inel 
D este posibilă descompunerea în factori primi şi studiem problema 
unicității unei asemenea descompuneri (evident, pînă la o asociere). 

DEFINIȚIE. Vom spune că în inelul D descompunerea în factori 
primi este unică, dacă două descompuneri 


[i ] 
XP ee. Tr A = Ey ere Œ 


au totdeauna același număr de factori (r = 8) și făcînd o numerotare 
convenabilă elementele m; și n, sînt asociate. 
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“În descompunerea « = m ... m, elementele prime asociate pot 
fi făcute egale prin înmulţirea cu unităţi convenabile. Grupînd 
apoi factorii egali într-o singură putere obţinem o descompunere 
de forma a = ext: ... min în care elementele prime ry --., Tp Sînt 
oricare două neasociate, e fiind unitatea din inelul O. În cazul unici- 
tăţii descompunerii în factori elementele prime 7, ..., Tea (pînă la 
o asociere) şi exponenţii kj, ..., Em sînt unie determinaţi. 

Un exemplu clasic de inel în care descompunerea în factori 
primi este unică îl constituie inelul numerelor întregi raţionale. 
În general, nici nu poate fi vorba ea în toate inelele în care este 
posibilă descompunerea în factori primi, aceasta să fie unică. Astfel, 
rezultatul problemei 1 arată că dintre toate ordinele din corpurile 
de numere algebrice numai pentru ordinele maximale se poate vorbi 
de unicitatea descompunerii, 

Unicitatea descompunerii în factori primi în inelul Z al nume- 
relor întregi raţionale rezultă din teorema împărţirii cu rest, care 
afirmă că oricare ar îi a şi b # 0 din Z, există numerele întregi q şi r 
astfel încît a = bg r și |r| < |b]. Dacă într-un inel O va exista 
un analog al acestei împărțiri cu rest, atunci în O se poate demonstra 
unicitatea descompunerii în factori primi întocmai ca şi în Z. 

DEFINIŢIE. Spunem că în inelul D se poate aplica algoritmul 
împărțirii eu rest, dacă este definită o functie | «|| pentru orice element 
nenul œc D și cu valori întregi nenegative, satisfăcînd condiţiile : 

1) dacă a s£ 0 este divizibil prin B, atunci llall> IBI; 

2) oricare ar fi elementele a şi B 140, în D există elementele y 
și p astfel că a = By + p iar p = 0 sau || oll <A]. Inelul © se va 
numi în acest caz euclidian. 

Să ne reamintim demonstraţia unicității descompunerii nume- 
relor raționale întregi în factori primi şi cea a descompunerii unui 
polinom în factori ireductibili. in acestea, în afară de proprietăţile 
generale ale inelelor, este folosită numai teorema împărțirii cu rest, 
De aceea, repetind întru totul aceste demonstraţii, sîntem conduşi 
ia următorul rezultat. 

TEOREMA 2. În orice inel euclidian descompunerea elementelor 
în factori prim există şi este unică, 

Drept exemplu să considerăm ordinul maximal Odin corpul 
pătratie R(|-—1) în care vom arăta că se poate aplica algoritmul 
împărţirii cu rest relativ la funcția |a] = N(a). Fie a și 8 + 0 nu- 
mere arbitrare din O. Pentru numerele raționale 4 şi v definite prin 
egalitatea 


[eA ——— 
—- = u + o= 1, 
p 
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alegem numerele raționale întregi 2 şi y astfel încît să fie cele mai 
dpropiate de acestea: 

1 


jo — yis 


d 
ju — g] s- 
2 2 


Dacă notăm y =g +y/— 1, p= a — By, pe baza inegalităţii: 


Ri 1 
N| — y| = (u — s} + o — ys H <I, 
(= v) (u — a)? + (o — ps + 
vom obţine 


Ne) = ae =x) N(B) < N(E), 


ceea cee demonstrează afirmația făcută, 

Pe baza teoremei 2 obţinem deci că în ordinul maximal din corpul 
R(/ —1) descompunerea în factori primi este unică, 

În acelaşi mod se poate demonstra unicitatea descompunerii şi 
pentru multe alte inele (v. problemele 3, 4 și 7). Trebuie remarcat 
insă că există totuşi şi inele neeuclidiene în care descompunerea în 
factori primi este unică. Cel mai simplu exemplu de un astiel de inei 
îl poate constitui ordinul maximal din corpul R(V —19). Inaplica- 
bilitatea în acest inel a algoritmului împărțirii cu rest se deduce din 
problema 6. Faptul că în acesta descompunerea în factori primi 
este unică rezultă din problema 11 §7 din acest capitol. 

Dintre ordinele maximale ale corpurilor pătratice reale R(/d) 
au algoritm de împărţire cu rest în normă acelea şi numai acelea 
pentru care d ia una dintre următoarele şaisprezece valori : 

2, 3, 5,6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41,57, 73. 


3. Exemple de descompunerii neunice. Este foarte uşor să se 
construiască contraexemple care ilustrează posibilitatea ca în anu- 
mite ordine maximale ale corpurilor de numere algebrice descom- 
punerea în factori primi să nu fie unică. Fie, de exemplu, corpul 
R(/=5). După cum s-a arătat la pet. 2 §7 cap. IE numerele din 
ordinul maximal O al acestui corp au forma « = æ + y/—5, ași y 
fiind întregi raționali şi N(a) = g? +- 5y?. Pentru numărul 21 din 
inelul O există, deseompunerile 


21=3-7, (1) 
21 = (1 + 2/54 — 2/25). (2) 
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14 — c. 796 


Afirmăm că în inelul O toţi factorii din membrul drept sînt yirok. 
Într-adevăr, dacă, de exemplu, 3 = af, unde a şi 6 nu sînt unități, 
atunci din egalitatea 9 = N(aß) = N(«) N(B) se deduce că N(a) = 3. 
Aceasta însă nu este posibil deoarece egalitatea æ? -- 5y? = 3, cu 
æ şi y întregi rajionali, nu este posibilă. Exact la fel se demonstrează 
că numerele 7,1 +2/—5, 1—2/—5 sînt de asemenea prime. 
Deoarece rapoartele 


ja 25. 1+2y35 
s3 Bn 


na aparţin inelului O, rezultă că numerele 3 si 7 nu sint asociate cu 
1 +25 şi 1 — 2—5. Constatăm astfel că în O există numere 
care admit descompuneri diferite în factori primi. 

'azul analizat al corpului R(V —-5), al cărui ordin maximal nu 
admite o descompunere unică în factori primi, nu constituie o excep- 
ție. Se pot găsi multe asemenea exemple (v. probiemele 10 și 11). 

S-ar părea că situaţia evidenţiată de noi privind neunicitatea 
descompunerii în factori primi în corpurile de numere algebrice ar 
tace imposibilă construirea unei aritmetici închegate a numerelor 
algebrice, lipsindu-ne astfel de posibilitatea unor aplicații mai 
profunde ale numerelor algebrice în probleme de teoria numerelor. 
Totusi în realitate lucrurile nu stau astfel. Kummer a arătat la mij- 
locul secolului trecut că deşi aritmetica numerelor algebrice este 
cu totul deosebită de aritmetica numerelor raționale, ea poate fi 
dezvoltată, într-o asemenea măsură încât să, aibă aplicaţii excepţio- 
nal de puternice în probleme de teoria numerelor. 

Ideea fundamentală a lui Kummer constă în aceea că dacă în 
ordinul maximal © al unui corp de numere algebrice descompu- 
nerea în factori primi nu este unică, atunci există o aplicaţie a nume- 
rejor nenule din O într-o anumită nouă mulţime în care descompu- 
nerea în factori primi este unică. Atunci oricare ar îi numărul a 
nenul din O, imaginea sa (a) prin această aplicaţie se va reprezenta 
unic printr-un produs de factori primi care vor aparţine nu inelului 
dat, ci unei anumite noi mulţimi. Unicitatea descompunerii, în 
concepţia lui Kummer, trebuie să fie dedusă pe baza faptului că unele 
numere prime din O (eventual toate) au ca imagini elemente neprime 
din noua mulţime, care se pot descompune deci în factori nebanali. 
Astfel, în cazul ordinului maximal al corpului R(V —5), pentru 
a stabili unicitatea descompunerii este necesar ca în descompunerile 
{1) şi (2) să existe asemenea obiecte pi, Pa, Pa Pa, încât 


3 = PP 1 = Popp 1 + 2V =5 = pipa 1 — 2V —5 == PaPa 
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(în aceste egalităţi am identificat numerele cu noile elemente care 
le corespund). Descompunerile (1) şi (2) se reduc acum la 


21 = PiPPa Pa = PPP Pa 


care se deosebesc numai prin ordinea factorilor. 


Kummer a numit aceste noi obiecte numere ideale. Actual- 
mente acestea sînt numite divizori. O prezentare sistematică a teoriei 
divizorilor este conținută în următoarele paragrafe, 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că dacă într-un ordin O dintr-un corp K de numere alge- 
Drice descompunerea în factori primi este unică, atunci acest, ordin este maximal. Mai 
general, dacă în inelul O există descompunerea în factori primi și este unică, atunci 
inelul O este întreg închis în corpul său de fracții. 

2. Să se demonstreze că dacă într-un inel euclidian elementul nenul g se divide 
prin B, x, nefiind asociat cu B, atunci || «l> BI. 

3. Fie W o reţea din planul complex ale cărei puncte reprezintă numerele ordinului 
maximal O ale unui corp pătratic imaginar. Să se demonstreze că în O algoritmul de 
împărțire cu rest în norma N(0) există, dacă și numai dacă translaţiile discului unitate 
(deschis) după toţi vectorii reţelei M acoperă tot planul. 


4, Să se arate că în ordinul maximal al unui corp pătratic imaginar RVĂ, aglo- 
ritmul de împărțire cu rest în normă există, dacă şi numai dacă d are una dintre valo- 
rile: —1, —2, —3, —7, —ił. 


5. Să se demonstreze că în corpul pătratic imaginar R Vă, d, fiind un întreg nega- 
tiv liber de pătrate, diferit de f; 2, 3, re 11, norma oricărti număr întreg 
diferit de O şi +4 este mai mare ca 3. 

6. Să se demonstreze că, în afara celor cinci corpuri îndicate în problema 4, în 
toate celelalte corpuri pătratice imaginare ordinele maximale nu sint inele euclidiene. 


Indicaţie. Demonstrația se face prin reducere la absurd. Presupunem că 
pentru elementele o din ordinul maximal O există funcţia tæl, care satisface condi- 
țiile definiţiei de la pet. 2. Dintre numerele inclului O, care nu sint unităţi, fie y cel 
pentru care valoarea | || este minimă. Atunci oricare ae O va fi congruent modulo y 
cu unui dintre numerele 0, î. —1. 

7. Să se demonstreze existența algoritmului de împărțire cu rest în ordinul 


maxima! al corpului RVD). 

8. Să se demonstreze că în ordinul maximal al corpului R(V —1) orice număr 
raţional prim impar rămîne prim în cazul cind este de forma 4k + 3 ṣi se descompune 
în produsul p = x” de doi factori primi neasociaţi în cazul cînd p = 4k + 1. Să se 
descomprnă apoi numărul 2 în factori primi. 

9. Fie inelul O în care descompunerea în factori primi este unică. Să se demon- 
streze că oricare ar fi e şi B din O (nenuli simultan) există un divizor comun al lor 8 
care se divide la toţi ceilalți divizori comuni ni lui æ şi B (8 se numeşte cel mai mare 
divizor comun al lui g şi 8) ' 

10. Să se demonstreze că in ordinul maximal al corpului RY —6) există des- 
compunerile esențial distincte in factori primi : 


55= 5 -11 = (7 4- V —6X(7 —V 6), 6 = 2-3 = VF. 
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11. Să se verifice că în ordinul maximal al corpului RY —23) există descompu- 
nerile în factori primi 


27 = 3-33 a A Aaa V-a). 


În același inel să se găsească descompuneri distincte în factori primi ale numărului 8. 
12. Să se demonstreze că dacă în inelul O toate idealele sint principale, atunci D 
este inel cu descompunere unică în factori primi. 


153. Folosind unicitatea descompunerii în factori în inclu! numerelor întregi al 
corpului R(V —2), să se demonstreze că ecuaţia 


gi A 2yt = 1774 


arc în corpul numerelor raționale numai soluția nulă rt = y = z = 0. 


indicație. Presupunind că v, y, z sint întregi ṣi relativ prime se obţin ega- 
litatea ` 


+ xp 2 = (3 + 2V hu + Va, 


Se identifică apoi coeficienții lui V 2, 


$3. DIVIZORI 


1. Descrierea axiomatică a divizorilor. Să examinăm un inel 
comutativ O (cu unitate şi fără divizori ai lui zero) şi să căutăm să 
elarificăm ideea prezentată în pet. 3 $2 privind o aplicaţie a elemen- 
telor nenule din O într-o nouă mulţime în care descompunerea în 
factori primi este unică, 

Teoria noastră trebuie să cuprindă, evident, două părţi: mai 
întîi, construirea unei anumite mulţimi D de noi obiecte în care 
descompunerea în factori primi să fie unică şi, apoi, stabilirea unei 
corespondențe între elementele nenule ale inelului O şi elementele 
lui D. Să începem cu prima parte. Pentru ca în mulţimea D să putem 
vorbi. despre descompunerea în factori, este necesar ca în ea să fie 
definită operația de înmulțire, care pune în corespondenţă oricăror 
două elemente din D un al treilea numit produsul acestora. Vom presu- 
pune această, operaţie ca fiind. asociativă şi comutativă. O mulţime 
înzestrată cu o astfel de operaţie se numeşte semigrup comutativ. 
Este necesar ca în continuare să impunem ca în D să existe unitate, 
adică un astfel de element, e încît ea =a pentru orice ae D. 

În semigrupul comutativ cu unitate D se poate vorbi despre 
divizibilitatea elementelor : elementul ae D se divide prin be 9, 


2i2 


trimite 


dacă există un element ce D astfel încît; a = be (se mai spune că b 
este divizor al lui a sau că a este multiplu de b). Elementul pe DÐ, 
diferit de e se numește prim, dacă este divizibil numai prin el însuși 
şi prin e. Se mai spune că în semigrupul D descompunerea în factori 
primi există, şi este unică, dacă orice element ae D se poate repre- 
zenta ca un produs de elemente prime 


a = Di ... Pre 


şi o astfel de descompunere este unică (pînă la ordinea factorilor) 
(pentru r = 0 produsul se consideră egal cu unitatea e). Unicitatea 
descompunerii cere astfel ca în semigrupul D să nu existe în afara 
lui e şi alte elemente inversabile (divizori ai lui e). Este clar că un 
semigrup în care descompunerea în factori este unică este complet 
determinat de mulțimea elementelor sale prime (de cardinalul său). 
Un exemplu simplu de semigrup în care descompunerea în factori 
primi este unică ne este furnizat de mulțimea numerelor naturale 
înzestrată cu operația de inmulțire. 

În semigrupul D cu descompunere unică în factori primi, există 
desigur peniru oricare două elemente, cel mai mare divizor comun 
al acestora (adică un anumit divizor comun care se divide la toţi 
ceilalţi divizori comuni ai elementelor date) şi, de asemenea, cel mai 
mie multiplu comun. Două elemente din D se numesc relativ prime, 
dacă cel mai mare divizor comun al lor este e. Să; evidenţier citeva 
proprietăţi elementare ale divizibilității în D: dacă produsul ab 
este divizibil prin c şi a este relativ prim cu c, atunci b se divide 
prin c; dacă c se divide prin elementele relativ prime a şi b, atunci 
c se divide gi cu produsul ab; dacă produsul ab se divide prin ele- 
mentul prim p, atunci cel puţin unul dintre factori se divide prin p. 

Să trecem acum la găsirea condiţiilor pe care trebuie să le 
satisfacă cea de a doua parte a teoriei noastre : stabilirea unei co- 
respondenţe între elementele inelului O şi antunite elemente ale 
semigrupului 2. 

Să notăm cu O* mulţimea tuturor elementelor nenule ale inelu- 
lui 9. Deoarece prin ipoteză inelul O nu conţine divizori ai lui zero 
mulțimea O* constituie semigrup față de operaţia de înmulţire. 

Fie dată o aplicaţie a semigrupului O* în semigrupul D cu des- 
compunere unică în factori primi. Vom nota imaginea elementului 
a €'O* prin această aplicație cu (a). Este clar că studiul structurii 
multiplicative a inelului O cu ajutorul semigrupului D va fi posibil 
numai în cazul cînd aplicaţia a —> (a) face ca produsului elemente- 
Jor din O* să-i corespundă produsul imaginilor lor din D, adică 
dacă (43) = (a)(B) pentru orice « și p din O*. În consecință tre- 
buie să impunem ca aplicația a —> (a) să fie un homomorfism al 
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semigrupului O* în semigrupul D. Din divizibilitatea lui « prin £ 
în inelul O va rezulta atunci că (a) se divide prin (G) în semigrupui 
D. Pentru ca relaţia de divizibilitate în O să corespundă întrutotul 
cu relaţia de divizibilitate în D trebuie să cerem ca şi, reciproc, din 
divizibilitatea lui (a) prin (8) în semigrupul D să rezulte divizibili- 
tatea lui « prin B în semigrupul O. 

Vom spune în cele ce urmează că elementul nenul « din © 
se divide prin elementul ae D şi vom scrie a| dacă (a) se divide 
prin a în sensul divizibilităţii din semigrupul D. Vom considera că 
0 se divide prin toate elementele din Ð. 

Mulțimea tuturor elementelor inelului O care se divid prin 

ae D* este închisă faţă de operaţiile de adunare și scădere. Este 
natural să se impună conservarea acestei proprietăți şi asupra noilor 
divizori a din semigrupul D. 
„Ultima condiţie va îi cerința ca în D să nu fie clemente „în plus”. 
ințelegem prin aceasta ca două elemente diferite din D să se deose- 
bească între ele prin proprietăţile lor de divizibilitate faţă de ele- 
mentele din O. 

Trecem la următoarea definiție. 


DEFINIȚIE. Prin teorie a divizorilor pentru inelul O vom întelege 
un anumit semigrup D cu descompunere unică în factori primi si um 
homomorfism a -> (a) al semigrupului O* în D, astfel ca următoarele 
condiții să fie satisfăcute : 

1°. În inelul D elementul ae D* se divide prin B e O*, dacă și 
numai dacă (x) se divide prin (6) în semigrupul D. 

2. Dacă a şi P din D se divid prin elementul ae D, atunei 
a A B se divide de asemenea prin a. 

3°. Dacă a şi b sint două elemente din D şi dacă mulțimea tuturor 
elementelor ae O divizibile prin a coincide cu mulțimea tuturor ele- 
menlelor fe D care se divid prin b, atunci a = b. 

Elementele semigrupului D se numesc divizori ai inelului O 
iar divizorii de forma (a), ae 0%, divizori principali. Elementul uni- 
tate e al semigrupului D se numeşte divizor unitate iar elementul 
prim p divizor prim. 

Din condiţia 1 a definiţiei teoriei divizorilor se deduce imediat 
următoarea afirmaţie importantă. 

Egalitatea (a) == (8) este adevărată, dacă şi numai dacă aœ şi B 
sînt asociate în inelul D. În particular, toate unitățile din inelul © 
sîni caracterizate prin egalitatea (=) = e. 

O teorie a divizorilor pe inelul O va fi notată în continuare 
prin O* —> D. 

Definiția dată de noi teoriei divizorilor stabileşte numai ce anume 
vom înțelege prin această noţiune. Ea nu garantează nici existenţa, 
homomorfismului O* -> D, nici unicitatea sa. 


G 
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În următorul punct vom examina problema unicității ren 
divizorilor, presupunind că aceasta exista, iar in pet. 3 vom indica 
o importantă condiție necesară (dar nu și suficientă) pentru exis- 
tenta sa. i | 

Existenţa unei teorii a divizorilor pentru ordinele maximale în 
corpurile de numere algebrice, care ne interesează meee pri va în 
expusă în $b (în ce priveşte ordinele nemaximaie, teoreme 3 arată 
că pe ele nu poate fi construită o teorie a divizorilor). 

OBSERVAȚIE. Condiţia 2° din definiţia teoriei divizorilor poate 
fi omisă. Se deduce uşor că această condiție este o consecință a 
condiţiilor 1 şi 3 (v. problemele 11—13). 


2. Unicitatea. TEOREMA 1. Dacă pentru inelul © există o teorie 
a divizorilor, aceasta esie unică, „Mai precis, aceata oae că 
oricare ar fi două homomorfisme O¥ — D şi D? > L guti acea a i 
nitia dată în pol. |, exisiă alunci un izomorfism DaD prin oar 2 
divizorii principali puşi în corespondență aceluiași elemeni as D 
în D și în D' corespund unul aitwa. 

Demonstratie, Fie D* -> D gi D* -> D' două teorii ale divizorilor 
pe inelul D. Pentru divizorii primi pe D și peD notăm pin p 
si p' mulțimile elementelor inelului D care se divid la p Și ha si 
la p' (divizibilitatea prin p se înțelege, desigur, relativ z Caan 
D* —> D, iar divizibilitutea prin p’ relativ ia teoria D > )- om 
demonstra că oricare ar îi divizorul prim p'e D’, există un vizar 
prim pe D astici incit pc p^ Să presupunem č pntraiiul, mari 
că p £ p' pentru orice divizor prim pe D. Din condiția ard - 
imediat că pentru orice divizor mulțimea, elementelor din del ul 4 
divizibile prin acesta nu poate fi formată numai din zero. Să cou 
derăm în © elementul nenul B, care este divizibil prin p’ şi să descor- 
punem divizorul principal (6)e D în factori primi : 


(B) = pi... pr 


(Pis ---, pP- Sint divizori prirni în semigrupul 2). popa a pe 
supus că P; £ p, atunci oricare ar fi i= 1,..., n, Sm a 5 e- 
ment y;e 0 divizibil prin p; însă nedivizibil prin p’. Pro nsu a T 
= pr se divide, evident, prin př... pr si deci, avind î 
vedere condiţia 1, y se va divide prin ß în inelul D. în acest caz 
insă y trebuie să fie divizibil şi prin p’. Am obținut o contradicție 
deoarece produsul y}! ... y? nu este divizibil prin p Mitric p 
este prim şi nici unul dintre factorii y; nu se divide prin p’. 
Aşadar, pentru orice divizor prim pe D’ există un divizor prim 
pe D astfel încît p c p'. Analog, din motive de simetrie, există un 
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divizor prim q' e D’ pentru care q' c p. Vom arăta că q’ =p şi 
deci q = P = P’. Într-adevăr, condiţia 3 arată că în inelul O există 
elementul č divizibil prin q’ și nedivizibil prin q’ p’. Dacă presupunem 
q’ # p’, atunci acest element £ nu se poate divide prin p', ajungind 
astfel la o contradicţie cu incluziunea q’ c p'. 

„Deoarece egalitatea p = p' defineşte unic (condiţia 3) divizorul 
prim pe D (pentru p'e D dat), obţinem o corespondenţă, bijectivă, 
pep între mulţimea divizorilor primi din D şi mulţimea divizorilor 
primi din D. Această corespondență poate fi, desigur, prelungită 
(în mod unic) la izomorfismul D ~ 2. Anume, dacă p,e pi,. 
Drop, atunci 


o 


Ne rămîne acum să demonstrăm că prin acest izomorfism divi- 
zori principali (a)e D şi (a) e D se află în corespondenţă oricare 
ar fi «e O. Fiepe Dgi p'e D divizori primi aflați în corespondență. 
Să presupunem că aceștia intervin în descompunerile lui («), res- 
pectiv, («)' cu exponenții k şi respectiv. Conform condiţiei 3, în 
inelul O există un element, m care se divide la p şi nu se divide la 
p2. În virtutea egalităţii p = p' elemetntul m se divide și la p’. 
Divizorul principal (x) are, evident, forma (7) = pb, b nefiind divi- 
zibil prin p. Considerăm în O elementul œ care se divide prin b* şi 
nu se divide prin bp. Deoarece p nu intervine în bt, o nu se va divide 
nici prin p şi deci nici prin p’. Considerăm produsul aw. Deoarece œ 
se divide prin pt, iar œ se divide prin b*, rezultă că «o se va divide 
prin pb? = z“, de unde pe baza condiţiei 1 obţinem că ao = nën, 
ne D. Însă p|z şi de aceca aw se divide prin pi, iar cum p'/o 
rezultă că pa. Aceasta arată că în divizorul (a)'e D divizorul 
prim p’ intervine cu un exponent mai mare sau egal cu k, adică, 
i > k. Din motive de simetrie se deduce şi X > l, ceea ce arată că 
l= k. 

Am demonstrat în acest mod că dacă (0) = př... pir gi 
Pi t Pis cc: Pr Pr, atunci (a) = ph... pr, ceea ce înseamnă 
de fapt că la izomorfismul DÐ œ~ D divizorii principali (a)e D şi 
(a)'e D se află în corespondență. Teorema 1 este demonstrată. 

"Dacă în inelul O descompunerea în factori primi este unică, 
atunci putem construi imediat pentru acesta o teorie a divizorilor 
O* ->D în care toţi divizorii din D să fie principali. Într-adevăr, 
să descompunem toate elementele nenule ale inelului O în clase 
de elemente asociate între ele și să considerăm mulțimea D a tuturor 
acestor clase. Pentru orice «e O* vom nota cu (a) clasa elementelor 
asociate cu a. Se constată imediat că faţă de înmulţirea (a)(8) = 
= (af) mulțimea D este semigrup cu descompunere unică în factori 
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primi, și, de asemenea, că aplicația « —> (a), ae D* defineşte teoria 
divizorilor pe inelul O (Divizorii primi vor fi aici clasele (m) deter- 
minate de elementele prime me O). Potrivit teoremei 1 orice teorie 
a divizorilor pe inelul O trebuie, în acest caz, să coincidă cu cea pe 
care am construit-o. 

Să presupunem acum că, reciproc, ni se dă pentru un anumit 
inel O o teorie a divizorilor O* — D, în care toţi divizorii din D sînt 
principali. Vom demonstra că în acest caz elementul nenul m din 
inelul O va fi prim, dacă și numai dacă divizorul (x) care îi cores- 
punde este prim. De fapt, dacă (7) = p este divizor prim şi dacă y 
este un divizor al lui n în inelul O, atunci şi divizorul (y) trebuie 
să fie divizor al lui p (în semigrupul D) şi de aceea, intrucit p este 
prim, trebuie să coincidă fie cu x, fie cu divizorul unitate e. În primul” 
caz y este asociat cu x, iar în cel de al doilea y este unitate în inelul O 
ceea ce de fapt înseamnă că z este element prim al inelului O. Fie 
acum divizorul (a) diferit de e şi nefiind prim. Deoarece (a) se divide 
la un divizor prim p = (z) şi nu coincide cu acesta, înseamnă 
că a se divide prin elementul prim ~ şi nu este asociat cu z. Blementul 
a nu poate fi, în consecinţă, prim. 

În acest mod, rezultă că dacă toţi divizorii sînt principali, atunci 
afirmaţia că divizorul (7) este prim echivalează cu aceea că ele- 
mentul x este prim. 

Fie acum a un element din 0%. Dacă în O există descompu- 
nerea 


(a) = P Pr (1) 


(divizorii primi p, nu sînt neapărat distincţi) şi dacă p, = (m), e. 
.. -3 Pe = (T) atunci în inelul O va exista descompunerea 


A = ET se. Try (2) 


unde e este unitate în inelul O. Deoarece orice descompunere de 
forma (2) prin trecere la divizori trebuie să dea o descompunere de 
forma (1), se deduce că în D descompunerea în factori primi este 
unică, 

Am obţinut următorul rezultat. 

TEOREMA 2. Pentru ca în inelul D descompunerea în factori 
primi să existe şi să fie unică, este necesar și suficient ca pe O să 
existe o teorie a divizorilor D* —> D relativ la care toti divizorii din D 
să fie principali. | 

3. Închiderea întreagă a inelelor eu teoria divizorilor. După cum 
am menţionat nu pentru orice inel există o teorie a divizorilor. Pre- 
zenţa unui homomorfism « —> (a) care satisface condiţiile definiţiei 
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teoriei divizorilor introduce restricţii importante asupra inelului. 
Una, dintre aceste restricţii este dată de următoarea teoremă. 


TEOREMA 1l. Dacă pentru inelul O există o teorie a divizorilor, 
atunci acest inel este întreg închis în corpul său de fracții K. 


Demonstraţie. Presupunem că elementul £ din corpul K de frac- 
ţii al inelului © satisface relaţia 


Er t a EP e F anah Pop =O (ap cae D) 
; . : Te z = a 
şi nu aparţine lui O. Să îl reprezentăm sub forma č = ——,unde 


ae D, Be D şi apoi să descompunem divizorii principali (a) şi (6) 
în produse de puteri de divizori primi. Întrucit în inelul O a nu 
se divide prin B (am presupus că £ ¢ O) înseamnă că (a) nu se divide 
prin (6) în sensul divizibilităţii divizorilor (conform condiţiei 1°). 
Aceasta înseamnă că un anumit divizor prim pe D intervine în (p) 
cu o putere mai mare decit în (a). Deoarece (B), se divide prin pr! 
atunci, în virtatea condiţiei 2°, membrul drept al egalității 


a” = — Pat ap” 


se divide prin p***1. Pe de altă parte, p intervine în divizorul («”)}= 
= (aY cu exponentul kn şi de accea g” nu poate fi divizibil prin 
p*”+1, Contradieţia obţinută arată că £ e O, şi astfel teorema 3 este 
demonstrată, 

O altă condiţie necesară de existență a unei teorii a divizori- 
lor este prezentată în problema 1, 

Deoarece dintre ordinele corpurilor de numere algebrice numai 
cele maximale sint întregi, închise, conform teoremei 3 numai pen- 
tru acestea se poate construi o teorie a divizorilor. 


4. Legătura dintre teoria divizorilor și exponenţi. Să ne ocu- 
păm acum de problema construirii efective a teoriei divizorilor. 
Mai înţii presupunem că există pentru inelul O teoria divizorilor 
Ot — O si să încercăm să găsim un mod de construcție al acestei 
teorii. 

Alegind un divizor prim p, îi putem atașa acestuia o anumită 
funcție v, (a), analog modului în care în cap. I am atașat unui număr 
prim p exponentul p-adic. Anume, oricare ar fi elementul nenul 
ae D, vom nota prin v («) exponentul puterii cu care p intervine 
în descompunerea în factori primi a divizorului principal (a), Bine- 
înţeles că v(x) satisface şi relaţiile 

a) v (ati 


i z 
pr” jagi pP ya, 
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Deoarece zero este divizibil prin o putere oricit de mare a lui p, 
este firesc să notăm vp(0) = oo. 
Din definiţie se deduc imediat următoarele proprietăți ale functiei 
va) : 
vp(aB) = vp(a) > vp(B), (3) 


„(a + b) > min (vp(a), vp(8)) (4) 


(pentru demonstrarea proprietății (4) se va folosi condiţia 20). 
Putem extinde functio (a) asupra corpului de fracții K al 
inelului O, proprictăţite (3) și (4) răminind valabile, Pentru aceasta 


ash că i - x 
vom defini pentru un clement E =- -e K(«, Be D), 


vpl 5) a v(a) ng (8). 
Valoarea, v( 8) nu depinde, desigur, de reprezentarea lui E sub forma 
a emo y : y s Lae : - ` 
E = -—. Be verifică direct că proprietățile (3) si (4) au loc şi pentru 


funcția extinsă v}. 

Să cercetăm acum care sint valorile pe care le ia funcția v (x) 
cind « parcurge toate elementele corpului K. Deoarece divizorii p 
şi p? sint distineţi, potrivit condiției 3 există un element ye O care 
se divide prin p și nu se divide prin p?, deci v„(y) = 1. În acest caz 
însă vp(y*) = k, oricare ar fi întregul k. Aceasta arată că funcția 
vp(a) ia, pentru  nenui, toate valorile întregi raționale. 

DEFINIȚIE. Pie K un corp. Functia v(a) definită pentru ele 
mentele ue K se numeste exponent al corpului K, dacă satisface con- 
dijiile : 

1. v(a) ia toate valorile întregi rationale cînd a parcurge toate 
elementele nenule ale lui K; v(0) = oo, 

2. v(af) = v(a) + v(B), 

3. va + B) > min (v(a), v(B)). 

Putem afirma acum că orice divizor prim p al inelului O defi- 
nește un anumit exponent vp(a) în corpul de fracții K. Se verifică 
imediat că dacă divizorii primi p şi q sînt; distineţi, atunci şi expo- 
nenţii vy şi va sînt de asemenea distineți. Într-adevăr, potrivit con- 
diţiei 3 în inelul O există un element y care se divide la p şi nu se 
divide la q. Se ştie atunci că v (y) > 1 şi va(y) = 0, deci v, # Yy 
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Toţi exponenţii corpului K de forma v 
tatea 


p au, desigur, proprie- 


v(a) > 0 pentru orice «e D, (5) 


Descompunerea în factori primi a divizorului principal (a) 
care corespunde elementului « e O’ se scrie foarte comod cu ajutorul 
exponenţilor v. Divizorii primi p; care intervin în această descom- 
punere sint caracterizați de condiţia vp (æ) >0. Descompunerea are 
forma 


(a) = J pi”, (6) 


unde p, parcurge toti divizorii primi care îndeplinese condiţia 
pi a) > 0, 

Constatăm, în acest mod, că semigrupul divizorilor D şi homo- 
morfismul O* —> D sînt complet determinate dacă se dă mulţimea 
tuturor exponenților v, ai corpului K, care corespund divizorilor 
primi p. Într-adevăr, mulţimea tuturor divizorilor și operatia de 
înmulţire a acestora sint unie determinate prin preserierez divizorilor 
primi (fiecare divizor este produs de puteri de divizori primi avin€ 
exponenţi nenegutivi, iar la înmulţirea divizorilor exponenţii res- 
pectivi se adună). În ceca ee priveşte divizorii primi, aceștia sînt 
anumite obiecte p aflate în corespondență bijectivă cu exponentii 
yp- În cele din urmă, și faptul cel mai important, egalitatea (6) defi- 
neste -homomorfismul O* — D. 

Aceasta arată că teoria divizorilor poate fi fundamentată pe 
noţiunea de exponent v(a). Aceasta va fi ideea care ne va călăuzi 
în cele ce urmează. 

Mai întîi va trebui rezolvată următoarea problemă importantă, : 
prin ce ceste caracterizată mulțimea %9 a tuturor acelor exponenți 
v ai corpului K, ce pot fi consideraţi pentru construirea teoriei divi- 
zorilor inelului ©? 

Deoarece în produsul (6) trebuie să intervină numai un număr 
finit de factori avind exponenţii va) nenuli, înseamnă că mul- 
timea N a exponenţilor este supusă condiţiei v(a) = 0 aproape pen- 
tru toţi ve N, oricare ar îi ae O* fixat (expresia „aproape pentru 
toţi” înseamnă : pentru toţi, cu excepția unui număr finit). 

Se deduce, în continuare, pe baza relaţiei (5), că oricare ar fi 
ve N trebuie ca v(a) > 0 numai dacă ae O. Presupunem acum că, 
reciproc, pentru un anumit £ nenul din K inegalitatea v(8)>0 
este satisfăcută oricare ar fi ve N. Dacă reprezentăm pe £ sub forma 
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E = (a, fe 9)), condiţiile noastre se seriu sub forma v(a) >v(B) 


pentru orice ve N. Aceasta însă echivalează cu divizibilitatea divi- 
zorului principal (a) prin divizorul principal (8). Se obține astfel, 
în virtutea condiției 1, că « se divide prin 6 în inelul O, adică £ e D. 
Am obţinut; în acest mod o a doua condiție necesară: mulţimea de 
exponenţi N este supusă condiţiei ca inegalitatea v(a) > 0 să fie satis- 
făcută, de către elementele inelului O, oricare ar fi ve N, şi numai 
de către acestea. Pentru a mai evidenția o proprietate a mulţimii 9, 
considerăm un număr finit de exponenţi vi, -..» Ym Care corespund 
divizorilor primi p4, .. -, Pa. Să fixăm în continuare numerele întregi 


. Pi . NI . w ba k 
nenegative kj, ..., km Si să considerăm divizorul a = A J 
Condiţia, 3° arată, că în inelul O există elementul a,, care se divide 
prin a; == apj ... Proza -+e Pam Și Du se divide prin apli sl s 


< m). Să considerăm acum suma 
Bz 0 ae br T 


Avind în vedere conditia 2° deducem imediat că elementul a se 
divide prin p şi nu se divide prin pt. S-a demonstrat astfel că 
mulțimea N satisface şi următoarea condiţie necesară: oricare ar 
fi exponenţii yj, >- -, Ym Qin Ñ şi oricare ar fi numerele întregi nenega- 
tive ky, -..; Em, în inelul O există un element œ astfel încît v(a) = 
= k(l <i <m). 

Condiţiile necesare pe care le-am determinat se dovedese a fi 
şi suficiente pentru ca să putem construi cu ajutorul exponenților 
din N teoria divizorilor pe inelul D. Pentru demonstrație conside- 
răm semigrupul O cu descompunere unică în factori primi, ale cărui 
elemente prime se găsesc în corespondenţă bijectivă cu exponenții 
din N. Exponentul ve N. care corespunde elementului prim pe D 
îl vom nota tot cu vp. În baza primei şi celei de a doua condiţii 
produsul (6) are sens pentru orice ae D* (exponenţii Yp, (4) sînt 
nenegativi şi numai un număr finit dintre aceștia sînt nenuli). Avind 
în vedere proprietatea v(af) = x(a) + B) aplicaţia a > (a) este 
un homomorfism al lui O* în D. Din cea de a doua condiţie se deduce 
imediat că divizibilitatea lui « prin B în inelul O este echivalentă 
cu inegalităţile v(a) > v(6) pentru toţi ve R, ceea ce asigură îndepli- 
nirea condiţiei 1°. Condiţia 2° rezultă direct din inegalitatea v(a +9) > 
> min (v(a) »(8)). Dacă a şi b sînt două elemente distincte din DÐ, 
atunei un anumit element prim p intervine în descompunerile aces- 
tora. în factori primi cu exponenţi diferiţi, fie aceştia k şi, respectiv, 
l. Fie k < l. Potrivit celei de a treia condiții în O există elementul 
a divizibil prin a, pentru care v («) = k. Acest element a nu se va 
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divide prin b. Am demonstrat prin aceasta că şi condiţia 3 este satis- 
tăcută, Prin urmare, homomorfismul O* -> D ne dă o teorie a divi- 
zorilor pe inelul ©. 

Rezultatul obţinut se formulează prin : 

TEOREMA 4. Fie inelul D avind corpul de fracții K, iar R o 
anumită mulțime de exponenji ai. corpului K. Peniru ca exponentii 
din R să definească teoria divizorilor pe inelul D, este necesar şi sufi- 
cient să fie îndeplinite condițiile : 

1) oricare ar fi a nenul din ©, v(x) este nenul numai peniru un 
număr finii de exponenţi ve R. 

2) elementul «e K aparține lui O, dacă si numai dacă pentra 
orice ve N rezultă că v (a) > 0. 

3) oricare ar fi sistemul de exponenţi distincti wW, ..., Ym din 
N și oricare ar fi numerele întregi nenegative lu. .., hm din inelul O 
ewisiğ elementul ue D astjei inct 


v(a) = y ooy Val) = kme 


Construcţia teoriei divizorilor pentru inelul) dat © se reduce, în 
acest mod, la construirea mulțimii corespunzătoare N de exponenți 
în corpul său de fracţii K. . 

Nu ne vom ocupa de analiza inelelor întregi închise pentru care 
se poate construi teoria divizorilor (v. observația de la sfîrşitul 
acestui punct). În următorul paragraf vom demonstra că dacă există 
teoria divizorilor pentru inelul o avind corpul de fracţii k, atunci 
aceasta există şi în închiderea întreagă D a inelului o dintr-o extin- 
dere finită K a corpului k. Deoarece pentru inelul Z al numerelor 
întregi raționale teoria divizorilor este binecunoscută (în acesta 
descompunerea în: factori primi este unică) este demonstrată prin 
aceasta şi existenţa teoriei divizorilor în ordinele maximale din 
corpurile de numere algebrice. 

Mulțimea exponenţilor v ai corpului K, care trebuie consideraţi 
pentru a construi teoria divizorilor, depinde esenţial, desigur, de 
inelul O şi, în general, această mulţime nu epuizează toţi exponenţii 
corpului K (problema 6). Se poate chiar (problema T) ca pentru 
nici un exponent al corpului K să nu fie îndeplinită condiţia 1 a 
teoremei 4. Vom arăta totuşi că în cazul inelului Z al numerelor 
raționale întregi mulțimea respectivă de exponenţi epuizează toţi 
exponenţii corpului R al numerelor raționale (se va constata apoi că 
o situaţie analoagă apare şi în ordinele maximale ale corpurilor de 
numere algebrice). 
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Fiecărui număr prim pe Z (adică divizor prim în inelul Z) îi 
corespunde un exponent v, al corpului R a cărui valoare pentru 
numărul raţional nenul 


a 
e= pr 7 
peo (7) 
(a și b sînt întregi nedivizibili prin p) este definită prin egalitatea 
va(2) = m. (8) 


Acest exponent v, se numeşte exponent p-adie al corpului R 
(evident că valoarea exponentului (8) coincide cu valoarea exponen- 
tului p-adie în corpul R, al numerelor p-adice ; v. cap. I, $3, pet. 2. 


TEOREMA 5. Toţi eaponenţii corpului numerelor raţionale sîni 
epuizați. de către eaponenţii p-adiei v, (pentru toti p primi). 

Demonstraţie. Fie v un exponent oarecare din corpul R. De- 
'arece 


WILL + 1) > min (x1) ..., {1)) = 0, 


inseamnă că v(n) > 0 pentru orice n natural. Dacă v(p) = 0 pentru 
orice p prim, atunci ar rezulta și v(a) = 0 pentru orice a nenul din 
R, ceea ce nu se poate tinind seama de condiţia 1 din definiţia expo- 
nentului. În consecință, pentru un anumit p prim trebuie ca v(p)=— 
= e>0. Admitem că pentru numărul prim g diferit de p găsim 
de asemenea că v(9)>0; în acest caz din egalitatea pu + go = 1, 
în care u şi + sînt intregi, se deduce că 


0 = (pu -+ go) > min (v(pu), v(q0)) > 
> min (v(p), v(q)) >0. 
Contradieţia obţinută arată că v(q) —0 pentru toate numerele 
prime q diferite de p şi deci v(a) = 0 pentru orice a întreg, care 


nu se divide prin p. Pentru numărul raţional dat la (7) se obţine 
astfel că 


y(x) = my(p) + va) — v(b) = me = e» (2). 


Deoarece valorile exponentului v trebuie să acopere toate numerele 
întregi, rezultă că e = 1, deei y = v, Teorema 5 este demonstrată, 

Să observăm că teorema 5 ar fi putut fi imediat dedusă din 
teorema 3 $4 cap. I, a doua parte a demonstrației acesteia coincide, 
în principiu, cu demonstraţia dată mai sus. 
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În încheiere să mai considerăm un caz particular. 


Să piosu pane că pentru un anumit inel O avem o teorie a divi- 
zorilor O* —> D cu un număr finit de divizori Py, ..., Pm. Să notăm 
prin Vip e ey Vn exponenții corespunzători din corpul de fracţii K. 
Potrivit condiţiei 3 a teoremei 4, fiind dat un divizor a = ph 
c.. Pplk > 0), în inelul O există un element a astfel încît v(a) = 
FR, TEN Vn (0%) = by. Aceasta înseamnă însă că divizorul a coin- 
eide cu divizorul principal (a). În acest mod toţi divizorii din D 
isa pia şi deci în inelul O descompunerea în factori primi este 

y; N P X L i 

ică, ( eoremă, 2), Dacă, pi =T) - -+3 Pm = (Tn) atunci elementele 
Tiy ees Tn formează în inelul O un sistem complet de elemente prime 
oricare două neasociate și orice element E intă i 
$ ge O* se reprezint: , 

sub forma i e late 


A al 
x = ETI e.. mim, 


unde e este unitate din O. Elementele prime x, ..., Sînt carac- 
terizate, evident, tot de condiţiile 


v(m) = 1, vin) = 0 pentru j Æi. 


Am demonstrat astfel următorul rezultat, 


TEOREMA 6. Dacă peniru un inel O avem o teorie a divizorilor 
cu un număr finit de divizori primi, atunci D este inel cu descom- 
punere unică în factori primi. i 


OBSERVAȚIE. Conform problemei "15 inelul O în care există o 
teorie a divizorilor este total întreg închis. Apoi, din problema 
16$6 se deduce imediat că într-un inel cu o teorie a divizorilor en- 
tru orice d-ideal A există numai un număr finit de d-ideale iritzec: 
care conține idealul A (deoarece pentru un divizor întreg există, 
numai un număr finit de divizori întregi ai săi). Aceste două condiţii 
necesare se dovedesc a fi şi suficiente pentru ca să existe o teorie 
a divizorilor pentru inelul O. Cu alte cuvinte, inelul O admite o teorie 
a divizorilor, dacă și numai dacă este total întreg închis iar d-idealele 
întregi din O satisfac condiția de maximalitate (adică în orice familie 
nevidă de d-ideale întregi se găseşte un d-ideal care nu este inclus în 
nici un alt d-ideai al acestei familii). Inelele care satisfac ultimele 
două condiţii se numesc inele Krull. Inelele cu o teorie a divizorilor 
coincid astfel cu inelele Krull (v. BOURBAKI, N., Algèbre commu- 
tative, Ch. 7, Diviseurs, Paris, 1965). Inelele Krul! se mai pot defini 


şi ca fiind intersecțiile (O de inele de exponenţi O, pentru care 
a. . a, vek 
exponenții v din mulțimea Ù sint supuşi condiției : oricare ar fi a 
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nenul din K există numai un număr finit de exponenţi ve N pentru 
care v(«) #0. Conform problemei 6$4 Complemente orice inel noethe- 
rian întreg închis este total întreg închis. De aceea un inel noethe- 
rian admite o teorie a divizorilor, dacă și numai dacă este întreg 
închis (v. VAN DER WAERDEN, Algebră modernă, vol. II, §105, 
Moscova-Leningrad, 1947.) 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că dacă pentru inelul O există o teorie a divizorilor, atunci 
fiecare element al lui O admite numai un număr finit de factori oricare doi neasociați. 

2. Să se demonstreze că în orice teorie a divizorilor ficeare divizor este cel mai 
mare divizor comun pentru doi divizori principali. 

3. Tic K = k(x) corpul fracțiilor raționale peste un corp k și ọ un anumit polinom 
ireductibil din inclut k[z ]. Orice tuncţie rațională nenulă din K poate fi pusă sub forma 


If 
u = o —-, unde f şi g sînt polinoame din k[x] care nu se divid prin ọ, Să se arate că 
g 


funcția vẹ definită prin egalitatea vg(u) = k este un exponent al corpului K. 
4. Dacă polinoamele nenule f și g din inelul k[z] au respecliv gradele m şin, 


f ` 
atunci pentru fancția rațională u = --— € k(x) vom nota ve) = m — n. Să se demonstreze 
9 


că funcţia v* este un exponent al corpului K = k(x} 

5. Să se demonstreze că exponenții vg (pentru toate polinoamele ireductibile 
ale imelului k[x]) și exponentul v* (din problemele 3 şi 4) epuizează toți exponenţii v 
ai corpului k(x) pentru care v(%) = 0, oricare ar fi « nenul din K. 

6. Să se determine mulţimea X a exponenţilor corpului K = k(x) care îndepli- 
nese condiţiile teoremei 4, dacă drept O se ia inelul kfz]. Să se determine apoi mul- 


i 
timea K pentru inelul D’ = [+] . 
y 


£ 
7. Fic K = k(æ, y) corpul funcțiilor raționale de æ și y peste k. Fie tn= 7? 
y 


unde n este un număr natural oarecare. Funcția rațională nenwă u = u(x, y)E Ko 
panem sub forma 

lEn, Y) 

-t 


U = HEr”, P) = yF 
Iln: Y) 
polinoamele f şi g nefiind divizibile prin y. Să se arate că funcția Yn, definită prin egali- 
tatea valt) = k este un exponent al corpului K. Să se arate că toți exponenții va(n > 1) 
sint distincti şi verifică inegalitatea va(z)> 0. 

8. Este cunoscut criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein pentru polinoame 
cu coeficienţi întregi. Să se formuleze și să se demonstreze acest criteriu pentru poli- 
noame cu coeficienţi dintr-un inel oarecare D cu teorie a divizorilor. 

9. Să se demonstreze că dacă pentru inelul D există o teoric a divizorilor, atunci 
pentru corpul său de fracţii K există extinderi algebrice de orice grad. 

10. Pentru polinomul nenul f din inelul de polinoame © = klz, y] în două nede- 
terminate peste corpul k să notăm cu Ş(f) cel mai mic dintre gradele monoamelor care 
intervin în f cu coeficient nenul. Să se arate că funcţia Y poate îi prelungită la un expo- 
nent al corpulni k(x, y) de funcții rați onale. Să notăm prin R mulțimea exponenților 
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15 — e. 796 


corpului k(x, y) ce corespund polinoamelor ireductibile din inelul O. Care dintre condi- 
tiile teoremei 4 nu sint îndeplinite pentru inelul O și mulțimea Ry de exponenţi obti- 
nută din % prin adăugarea exponentului y? 

H. Să se demonstreze echivalența condiției 3 din definiția teoriei divizorilor cu 
condiţia : orice element ae D este cel mai mare divizor comun al unor elemente de forma 
(%1) «+ (a), unde ae O*(1 <i <n. 

12. Fie homomorfismul O* — D care satisface condiţia 3° din definiţia teorici divi- 
zorilor. Să se arate că oricare ar fi ae D există în semigrupul O* anumite elemente 
X, Xls-.-, &p încit produsul (x) a este cel mai mic multiplu comun al elementelor 
(97), e (@n). 

Indicaţie. Considerăm elementele Be 0* și be D astfel incit (8) = ab. Po- 
trivit problemei 11, b este cel mai mare divizor comun al elementelor de forma (By)... 

ta aB oo, 
-o (Bn) unde 3; € De. Notăm a=B... Ba Şi x; = BI (Sisu). 
i 

13. Să se arate, folosind rezultatul din problema precedentă, că a doua condiţie 
din definiţia teoriei divizorilor este o consecinţă a condiţiilor + şi 3, 

1%. Fie O un inel cu teoria divizorilor. Să se demonstreze că inelul polinoamelor 
Oft «+ ss Cu] este de asemenea un incl cu teoria divizorilor, 

15. Să se arate că orice inel cu teoria divizorilor este total întreg închis (v. Com- 
plemente $4, problema 5). 


$4. EXPONENȚI 


Pe buza teoremei 4 $3 construirea, teoriei divizorilor în inelul 
întreg închis O se reduce la găsirea în corpul său de fracții K a unor 
exponenţi care au proprietățile cerute de această teoremă. Din 
această cauză ne vom ocupa acum də studiul sistematice al proprie- 
tăților exponențţilor. 


1. Cele mai simple proprietăţi ale exponenţilor. Din definiţia, 
exponentulai v dintr-n corp K (pet. 4 $3), rezultă imediat urmă- 
toarele proprietăţi ale sale : 


x) = wa); 


VEI) = 0; vi 


; 


d! ) = v(a) — (B), B #0; v(a") = ny(a), ne Z 


wat... I Xn) > Min (v(a,), -a3 aa) 


Presupunem că v(a) z vB), Dacă v(a) > v(B), atunci v(æ + B) > 

> v(p). Pe de altă parte, din egalitatea B = (a -+ B) — a se obţine 
că v(B) > min (x(x + 6), v(a)), deducîndu-se astfel v (8) > vla -+ B). 
in acest mod 


[i 


v(x +B) = min (v(a), v(B)), dacă v(a) + v(B). U) 
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Es r*a 


e 


a 


no SEE. marc CIO e. a O 


Obtinem imediat, aplicând inducția în raport cu numărul termenilor, 
că yat ee F a) = min (vo e. W(2a))h 


dacă printre valorile v(a,), ---> Y(%) există numai o singură valoare 
minimă. | | 
Darixipin. Pie exponentul v din corpul K. Subinelul D, m ourga 
tui K, format din acele elemente ae K pentru care v(x) > p e i 
inel al exponentului v. Elementele din D, se numesc întregi re 
læ exponentul v. a A 
Evident, pentru inelul D, şi mulţimea N = {v} sint îndeplinite 
toate cele trei condiţii ale teoremei 4 $3. În consecinţă există pentru 
inelul O, o teorie a divizorilor avind un singur divizor prim. Teore- 
mele 3 și 6 $3 ne conduc astfel la următoarele rezultate : 


TROREMA 1. Inelul D, al exponentulwi v al corpului K este 
întreg închis în K. a 
PRORBMA 2. Eeistă în inelul D, un singur element prim 7 (pînă 
la o asociere) și orice element nenul a din D, se reprezintă gn pin 
tru = fixat) sub forma a = en", unde s este o unitate din D, (m A0) 
Un element prim z al inelului exponentului v este caracterizat, 
evident, de egalitatea v(7) = 1. | l l P 
În inelul O, ca în orice alt inel, pot fi considerate Congruen!e 8 
modulo un anumit element (v. Complemente, $4, pet. 1). Deoarece 
congrnenţele modulo elemente asociate sint Se pr 
că pentru inelul ©, inelul claselor de resturi bt emae n on 
= nu depinde de alegerea lui m şi deci este complet ona Dai 
de inelul O,. Să notăm acest inel al claselor de resturi prin X, in să 
arătăm că acesta este corp. Într-adevăr, dacă ae D gia £ i (mac zh 
atunci v(a) = 0 şi deci æ este unitate in 9. În acest Caz Însă nu 
ste rezolubilă numai congruenţa at = 1 (mod 7z), ci şi ecuaţia 
k — ł1,î noscuta ée D). | 
i Corpul E. se le corpul rezidual al exponentului v. 


2. Independenţa exponenţiier. Fie inelul O pentru al an o 
teorie a divizorilor D* —> D şi fie pa -Pm divizori primi dis an 
din D. Conform teoremei 4 $3 exponenpii vy, ..-, Ym, Câre mua 
acestor divizori primi în corpul de fracții K, au DOE A 
independență care constă în existența in K* a elemente or e 
iau, pentru aceşti exponenți, orice valori Fay eee În u prea a o 
Într-adevăr, dacă pentru orice i = 1, ...,% notăm hi as z (0, 
fi), K = min (0, k), atunci cu condiția 3 din teorema amintită, 


există în O elementele « şi B care îndeplinesc condiţiile w(a) i 


227 


şi v(B) = — hi şi, prin urmare, raportul acestora E =—-— va 
satisface relațiile 


(E) =k, (1 <i <m). 


Vom demonstra că această proprietate de independență nu este 
legată de situația că exponenții v; corespund unor divizori primi 
într-o anumită teorie a divizorilor, ci este îndeplinită pentru orice 
sistem finit de exponenți. 


TEOREMA 3. Dacă v .--3 Ym Sînt exponenți ai corpului K, 
oricare doi distincti, atunci oricare ar fi numerele întregi raţionale 
Kis 25 Bm există un element Ee K astfel înctt 


val 5) = lea. . ENaC) = Em- 


Această teoremă privind independența unui sistem finit de expo- 
nenți » vom deduce ca o consecință imediată a teoremei 4, mult 
mai puternică. Să enunțăm acum o consecinţă a teoremei 3, 

Să notăm prin O, ..., Om inelele exponenților v, ..., Yp şi 

m 
prin O intersecția (0, Jn cazul inelului O şi al mulţimii de exponenți 
dl 
N constituită din v, ..-, Ym condiţiile 1 şi 2 ale teoremei 4 $3 sint 
evident satisfăcute. Enunţul teoremei 3 arată că şi condiţia 3 este 
îndeplinită și deci avem pentru inelul O o teorie a divizorilor cu un 
număr finit de divizori primi. Teorema 3 arată astfel că orice sistem 
finit de exponenţi vi, ..., Ya al corpului K defineşte o teorie a divi- 
m 
zorilor în inelul D = () O,. În virtutea teoremei 6 $3 obţinem urmă- 


i=l 


torul rezultat. 
CONSECINȚĂ. Dacă O, ..., On sint inelele exponenţilor vw, ... 
Lică 


-» +3 Ym Qi corpului K, oricare doi distincți, atunci intersecția D= MO; 
í=} 

este un inel cu descompunere unică în factori primi. Anume, orice 

element x nenul din © se reprezintă unic sub forma a = ent, ... 


.-., Tm, unde e este unitate din D, iaf Ti, ..., Rm Sint elemente prime 


fixate, caracterizate de condiţiile 


vi) = 1, ym) =0 (zi). 


TEOREMA 4 (asupra aproximării). Dacă vi, ---, Ym Sînt epo- 
nenţi ai corpului K, oricare doi distincti, atunci oricare ar fi elemen- 
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tele Éj -- a Em din K si oricare ar fi întregul N, în corpul K există 
un element £ astfel încît 


v(& — E) > Neo. ValE — Em) > N. 

Demonstraţie. 1°. Să demonstrăm mai întîi că dacă inelele D; 
şi O, ale exponenţilor +, și yg ai corpului K satisfac ate a D, 
c D, atunci v, = va. Într-adevăr, orice unitate e a inelului O, este 
unitate şi în inleul O, de aceea v(e) = 0. Dacă se CA) ai BI gomimi 
un element prim z din inelul O, un element &e K* se reprezintă 
sub forma Ë — m®e(s este unitate în inelul D), deci 


va(č) = (E) d (2) 


unde l = v(x) > 0. Evident, egalitatea (2) este posibilă numai dacă 
l= 1 şi prin urmare yg = yp N a 

2, Să arătăm acum că dacă exponenţii Y, . - -- Ym (m > 2) i 
distincti oricare doi, atunci în corpul K există un element a aste 
încât i 

v(a) > 0, via) <9 (J = 2. m). 
. : : 5 x A a = 

Vom demonstra această afirmație prin inducție după m. n z > 
Pe baza celor demonstrate mai sus incluziunile ©, c D; ṣì i 2T i 
nu sînt posibile, de aceea în K* există niște elemente f şi y astfel înci 


w(6) 20, vB) <0; viy) <0, valy) > 0. 
4 


Atunci însă pentru « = avem 
z 
Y 


w(a)> 0, va(a) < 0. 


Fie m > 3 şi să presupunem afirmaţia adeväratä în. cazul a m — 1 
exponenţi. Alegem acum în H* elementele ap și ă astfel încît 


w(ao) > 0, v;(4o) < 0, (j = 2, n M — 1) 


(3) > 0, Ya(3) < 0, 
şi notăm 


g = Ao + ò”, (4) 


unde numărul natural r îndeplineşte condiția v;(è") # v;( ao) pentru 
j=2,...,m. Atunci 


v(a) > min (v(a) (8) > 0 
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şi, pe bază relaţiei (1), 
va) = min (v,(a9), (57) <0 
pentru orice ] = 2, ..., m. Astfel, pentru r convenabil ales, elemen- 
tul (4) satisface condiţiile (3). 
20 
3. Pentru a demonstra teorema 4 alegem elementele a, ... 
„23 dm din K astfel încât aid 


| vla) >0, vai) <0 (+i) 
şi notăm 


Lt 
li 
Li 
| 
i 
i 
A 
+ 
+ 
! 
| 
Fani 
3 
si 
peri 
< 


apa r PE p Hing -- . H 

A v( ai) 7 0 = v(1), r fiind natural, atunci conform proprie- 
ăi (1) valoarea VĂL + æ) este nulă dacă i =j și este rv(a,) < 
< — r, dacă i # j. In consecinţă, 


Ya — 1 >r dacă i i : arzi a; 
i Seo gi ua id e iezi pe 


deci 


(5 — 8) > min (7 4- v a) 
i 


Este acum limpede că elementul £ dat de form D) satisi: 
ditale Abia A entul č dat de formula (5) satisface con- 
r> N — min v,(£), 
i, j 

OBSERVAȚIE. Orice exponent al corpului K defineşte pe K o 
anumită metrică (v. începutul cap. IV, §1). Fie q,... g metricile 
corpului K puse în corespondență, exponenţilor v, . . ai distincţi 
oricare doi. Exprimată cu ajutorul metricii, teorema, 4 afirmă că în 
corpul K, oricare ar fi sistemul de elemente £,, ..., E se poate 
găsi un element č oricît de apropiat de fiecare dintre "elementele 
én dacă fiecare apropiere este înţeleasă în sensul metricei respec- 
tive ọ,. Aceasta se poate exprima mai riguros în următorul mod 
Fie K, (1< îs n) corpul metrizat obţinut prin introducerea me- 
triczi e, pe corpul K (v. cap. I, $4, pet. 1). Întrucât metrica ge, defi- 
neşte o topologie pe K, rezultă că produsul cartezian J] K; este un 


i e s4 . ` k 
spatiu topologie (inel topologic). Enunţul teoremei 4 echivalează, 
cu aceea că imaginea corpului K prin aplicaţia „diagonală? 


E> (č... E)E I E, (£e K) 


este o submulțime peste tot densă în [f £, 
î 
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_ Demonstraţie (teorema 3). Fie numerele întregi arbitrare ky, - -- 
„23 Em. Oricare ar fi i = L, ..., M, există în corpul K un element 
£, astfel încât v(&,) = v Notăm N = 1 + max (kise, En) Potri- 
vit teoremei 4 poate fi găsit în K nu element E astfel încît v(5 — &) > 
> N. Acest element are proprietatea că 


v:(&) = min (vlé) v — 5) = ko 
și astfel teorema 3 este demonstrată, 


3. Prelungirea exponenților. Fie k un corp arbitrar, K/b o extin- 
dere finită a acestuia şi v un exponent al corpului K. Dacă vom 
considera pe y numai pentru elementele din & vom obține o funcție 
care va satisface, evident, condiţiile 2 şi 3 din definiția exponen- 
tului (§ 3, pet. €). 

în ce priveşte prima condiţie, este posibil ca să nu fie verificate 
de această funcție, adică valorile lui y pentru elementele din k* nu 
epuizează neapărat grupul Z al tuturor numerelor întregi. Aceste 
valori nu pot fi totuşi toate zero. Într-adevăr, dacă ar fi aşa, corpul k 
ar îi conţinut în întregime în inelul exponentului v și atunci, deoarece 
acest; inel este întreg închis (teorema 1), ar conţine și corpul K, ceea 
ce nu este posibil. În acest mod, printre valorile v(a), a e EF, se găsesc 
gi unele nenule, deci se găsesc și valori pozitive (dacă v(a) — 0, atunci 
v(a”1) > 0). 

Să notăm prin p un anumit element din k, astfel ca v(p) = e să 
fie cea mai mică valoare pozitivă a exponentului v pentru elementele 
corpului k. Atunci, oricare ar fi ac k*, valoarea v(a) = m se divide 
prin e. Într-adevăr, dacă n =es-+r, Dsr<e, atunci v(ap”5) == 
— m — se = r, deducîndu-se apoi pe baza minimalităţii hui e că 
r == 0. Considerind apoi 


va) = N (ae tt, +0) = co) (6) 


e 


obţinem funcția v definită pe $ şi care ia ca valori toate numerele 
întregi, constituind, prin urmare, un exponent al corpului f. 


DEFINIȚIE. Pie K o extindere finită a corpului k. Dacă ewponentul 
va al corpului k este legat de exponentul v al corpului K prin relaţia, 
(6), se spune că vo induce pe K exponentul v, sau că y este o prelungire 
a lui vo la corpul K. Numărul natural e definit unic prin relaţia (6) 
se numeste indicele de ramificare al lui v relativ la vo (s&u relativ la 
subcorpul k). 

Atragem atenția asupra faptului că în această definiţie, dacă 
e > 1 termenul de „prelungire a exponentului” nu mai coincide cu 
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noţiunea cunoscută de prelungire a unei funcţii pe un domeniu mai 
larg de definiție. 

În virtutea celor arătate mai sus fiecare exponent v pe K induce 
un anumit (unic) exponent v, pe k. Este adevărată şi afirmaţia, reci- 
procă. 


TEOREMA 5, Pentru orice exponent v al corpului k există o prelun- 
gire a acestwia la extinderea finită K a corpului k. 

Demonstrația teoremei 5 o vom expune în punctul următor. 
Acum vom examina unele proprietăți ale prelungirilor lui v, dat, în 
ipoteza că aceste prelungiri există. 

Fie lanțul de extinderi finite k e K c K’ şi exponenții v, v şi 
v’ ai corpurilor k, K, K' respectiv. Evident, dacă v este o prelungire 
a lui vg avînd indicele de ramificare e, iar v’ o prelungire a lui v avind 
indicele de ramificare e”, atunci v’ va fi prelungirea lui v, pe corpul 
K’, iar indicele de ramificare al lui v’ relativ la Yo Vă fi ee’. Se constată 
imediat că dacă v, şi v sînt induși de exponentul v’ pe subcorpurile 
k şi K, atunci v este o prelungire a lui vg- 

LEMA 1. Pie K o eatindere finită de ordin n a corpului k. Atunci 
oricare ar fi exponentul vo al corpului k există cel mult n prelungiri 
ale sale pe K. 

Demonstraţie. Fie vw, ..., Ym exponenţi distineţi ai corpului K, 
care sint prelungiri ale lui va. Conform teoremei 3 putem găsi în corpul 
K elementele £,, ..., Ëm pentru care vlč) = 0 gi v (č) = 1 pentru 
j = i. Vom arăta că aceste elemente sînt liniar independente peste k. 
Considerăm combinația liniară 


y= CAA Sata af Ga Em 
cu coeficienţii a; din k, nu toţi nuli. Fie r = min (vo(a.), - - ++ Volam) 


ş' fie indicele i, astfel încât vo(4;,) = r. Notînd prin e indicele de rami- 
fic wre al exponentului Vi, relativ la k, găsim 


Vial liota) = €vol;,) + Violi) = er, 


VilajEs) = evola;) + wl) > er +1 (jz io), 
de aceea 
valy) = min (Vilt Ea), =. Vis amEm)) = er, 
şi deci y este nenul, ceea ce demonstrează, afirmația făcută. Din inde- 
pendenţa liniară, a elementelor Eu <- + Em peste corpul $ se deduce 


că m<(K:k), ceea ce înseamnă că numărul prelungirilor lui v 
nu poate îi mai mare decit n. Lema 1 este astfel demonstrată, 
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TEOREMA 6. Fie v, un exponent al corpului k, o inelul său şi D 
închiderea întreagă a inelului o într-o extindere finită K a corpului k. 


Dacă vı, ...3 Ym sînt toate prelungirile exponentului vo la corpul K 
si D... Om inelele acestora, atunci 
Li] 
O = MO. 
îi 


Demonstraţie. Deoarece oc O; iar inelul O, este întreg închis 
în K, atunci D c O, pentru orice i = 1, ..., 2 şi deci 


m 
Dao = fu 
i=l 
Demonstrația incluziunii inverse o vom face în citeva etape. DE 
1) Presupunem mai întii K/k o extindere Galois finită şi fie 
G grupul său Galois. Pentru exponentul v; şi automorfismul ge G 
introducem funcţia v definită prin formula : 


vw) = w(o(6)), Be K. 


Este clar că v este un exponent al corpului K. Se constată, imediat; 
că vi este o prelungire a exponentului vy. De fapt, dacă e; este indicele 
de ramifieare al lui v, relativ la k, atunci pentru a e k găsim 


vi(a) = v(6(0)) = vi(a) = evoa). 
Deoarece yy, .- -3 Ym sint toate prelungirile lui vo la corpul K, atunci 
fiecare exponent vw coincide cu un anumit y;. 
Fie acum un element oarecare E e D’. Deoarece 


(35) = 3E) = vÉ) > 0 


rezultă că odată cu £ şi elementele c(&%) (o e 4%) sînt conținute în D’. 

În virtutea teoremei 11 $2 Complemente polinomul caracteristic 

Ja) e k[t] al elementului £ relativ la extinderea K/k are în corpul K 
descompunerea, 

fE) = i + atl -onn ag = ÎI (E — (5). 
GEG 

Rezultă astfel că toți coeficienții a(L <ss<n) aparțin lui ©’. Pe de 

altă parte însă, ae k, de aceea ase O'Nk cD; Nn k= D, „În acest 

mod, elementul č este întreg relativ la o, adică, & e D.. Egalitatea 

= O’ este astfel demonstrată pentru cazul extinderilor Galois. 

2) Fie K o extindere pur inseparabilă a corpului ¥ de caracteris- 

tică p. Dacă Ee K, atunci E — ae k pentru un anumit n > 0, iar 
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pentru prelungirea v a exponentului v, pe corpul K, avind indicele de 
ramificare e, găsim că 


ME) = Ma) = £ wa). 
Pp P 


Egalitatea obținută arată că pentru vo există o singură prelungire pe 
corpul K şi D’ coincide cu inelul O, al exponentului v. Dacă 
ge O’ = D, atunci v(E) > 0, vala) > 0, ae o şi fe D, ceea ce arată că 
si în acest caz O = D’, 

3) Fie K/k o extindere normală. Dacă această extindere nu 
este o extindere Galois, atunci conform teoremei 14 $ 2 Complemente 
există un corp intermediar K, încît: K/K, să fie o extindere Galois 
şi K/K să fie o extindere pur inseparabilă. Conform celor demon- 
strate mai sus, pentru v există numai o singură prelungire Yọ la corpul 
Ko şi inelul său D, coincide cu închiderea întreagă o în Ko. Deoarece 
eXponenții vi, ..., Ym Sînt, evident, şi prelungiri ale lui v, atunci 
conform 1, pentru a demonstra egalitatea O — O’ este suficient să 
observăm că, închiderea întreagă a inelulti O, în corpul K coincide 
cu O (Complemente, $ 4, problema 2). l 

4) Putem examina acum cazul unei extinderi finite arbitrare 
Kjk. În virtutea teoremei 12 $ 2 Complemente corpul K poate fi 
scufundat într-o extindere finită normală K/k. Fie v, toate prelun- 
girile exponentului v, pe corpul Î si O,, inelele lor. Dacă D este inchi- 
derc întreagă a lui o în K, atunci conform celor demonstrate 
D = (1, și, prin urmare, 
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9 = Dn E = X9 E)= 09 
i,j 


i=l 
teorema 6 fiind astfel complet demonstrată. 
TEOREMA 7. În inelul D (păstrind notaţiile teoremei precedente) 


descompunerea în factori primi este unică; mulțimea de exponenți ai. 


corpului K, care corespund elementelor prime din ©, coincide cu mul- 
țimea tuturor prelungirilor vw, ..., Yn ale erponentulii vy pe corpul K. 
Dacă Ty, ...y Tm Sînt elemente prime din D, astfel numerotate încît 
v(m) = 1 şi dacă elementul prim pe o are în inelul D descompunerea 


p =— eri... na (e este unitate în D), (7) 


atunci e, este indicele de ramificare al lui v, relativ la vo (Și, În conse- 
cință, e; > 0). 


Demonstraţie. Prima afirmaţie a teoremei rezultă direct din teo- 
rema 6 şi consecința teoremei 3. Să demonstrăm cea de a doua ega- 
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Jitate. Fie a. un element din k*. Dacă va) = s, atunci g = p'u, u 


fiind unitate în inelul o și deci şi în inelul O. Din egalitatea 
A = SUT. tem (8) 
rezultă acum eğ 
v(a) = evla) (ae k*), (9) 


ceea ce trebuia demonstrat. 

Teorema 7 ne sugerează cum trebuie demonstrată existența 
prelungirii exponentului v», la corpul K : este suficient în această, 
privinţă să ne convingem că în închiderea întreagă Da inelului o în 
corpul K descompunerea în factori primi este unică, Într-adevăr, 
să ne'situăm în ipoteza că în O descompunerea în factori primi este unică 
si numărul elementelor prime neasociate este finit. Tinîind seama de 
teorema 6 $ 3 aceasta echivalează cu existenţa în O a unei teorii a 
divizorilor cu un număr finit de divizori principali pı =(71);- - -3 P= 
= (Tp). Să notăm prin w, 3 Ym exponenții corptilui K asociați 
acestor divizori primi. Elementul prim peo admite în inelul O 
o descompunere de forma (7) cu exponenții e, nenegativi. În conse- 
cinţă, elementul arbitrar a = p'u din k*(s = vo(a)) admite în inelul 
D o descompunere de forma (8) din care rezultă formula (9) pentru 
orice i = 1, ..., n. Dacă e; = 0, toate valorile exponentului v; ar 
fi nule pe k*, ceea ce, cum s-a constatat la începutul acestui punet, 
nu este posibil. Rezultă că e; > 0. Se deduce din formula (9) că toti 
exponenţii W, ...;, Ym int prelungiri ale exponentului vo la corpul K. 


4. Existenţa prelungirilor. Considerăm, ca mai sus, un corp he 
unexponent vo al acestuia, inelul v al exponentului v, şi p un element 
prim al inelului o. Corpul rezidual al exponentului vp îl notăm prin 
So. Oricare ar fi elementul a e o clasa de resturi modulo p care îi cores- 
punde va fi notată prin a. Egalitatea ă = b este adevărată în corpul 
Xo dacă şi numai dacă a = b (mod p) în inelul v. i 

Considerăm în continuare o extindere finită K şi notăm prin D 
închiderea întreagă a inelului o în corpul K. . 

LEMA 2. Dacă numărul elementelor din corpul rezidual Xg al 
ewponentului vo este cel putin egal cu gradul extinderii Kk (în parti- 
cular, dacă corpul Xo este infinit), atunci inelul D este euclidian si, 
prin urmare, în acesia descompunerea în factori primi este unică. In 
inelul D există numai un număr finit de elemente. prime oricare două 
neasociate. 

Demonstraţie. Definim pentru elementele ae K* funcția |! 
prin 
= Doi kik Zka 
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Este limpede că funcţia introdusă, are proprietatea || af || = || «|| |] el 
(a, Be K*). Mai mult, (| || ia, desigur, valori naturale oricare ar fi 
ae D*. Teibuie să demonstrăm că oricare ar fi perechea de elemente 
nenule «, B din O, există Ee O şi pe D, astfel ca 


se =[B e (10) 


e fiind sau zero, sau satisfăcind egalitatea |pl| <|Gl. 

Dacă în inelul O, a se divide prin 6, adică « = fy unde yet, 
atunci egalitatea (10) va fi satisfăcută pentru £ =y, p =0. Să pre- 
supunem că « nu se divide prin f, adică elementul y = «87t nu apar- 
ţine lui O. Fie f(t) = P + ot! -+ ... + Calce k) polinomul carac- 
teristic al elementului y relativ la extinderea K/k. Deoarece y ¢ D, 
nu toți coeficienții c; aparțin lui : Dacă TE vc) = — r < 0, atunci 
toți coeficienții polinomului ¢(t) = p”f(t) vor aparține inelului D, 
cel puţin unul dintre aceştia, Pat unitate în o. Înlocuim toţi coefici- 
enții lui ẹọ(t) prin clasele de resturi modulo p respective. Deoarece 
coelicdental dominant al lui ọ(t), care este p”, se divide prin p, obţinem 
un polinom p(t) din inelul X ft], avînd gradul cel mult n — 1 şi nu 
toți coeficienții nuli. Prin ipoteză, corpul X, conţine cel puțin 2 ele- 
mente, de aceea există elementul a €o, a cărui clasă de resturi & nu 
este rădăcină a lui q(î). Aceasta înseamnă că ọ(a)# 0 (mod p), 
adică (a) este unitate în inelul v. Să calculăm acum valoarea |y—a|. 
Polinomul caracteristic al lui  — a este f(t + a), de aceea 


Ngrly — a) = (—1f(a) )=(— 1) o(a) p77, 
de unde se deduce că 


Iy —al= 2 <1, |ie apil < BI. 


Egalitatea (10) va fi satisfăcută dacă alegem E = a şi p = a — aß: 

Am demonstrat, în acest mod, că O este incl euclidian, deci în el, 
conform teoremei 2 $2, descompunerea în factori primi este unică. 

Fie x un element prim din inelui O. Deoarece norma N gala) 
a unui element a e O* se divide totdeauna prin a, atunci că N g/k (7)= 
= p'u se divide prin z (v este unitatea din o, f>1). În acest caz însă, 
datorită faptului că z este prim, iar epic Le e în factori primi 
este unică, se deduce că şi elementul p se divide prin m. S-a demon- 
strat prin aceasta că dacă descompunerea în factori primi a lui p 
în inelul D are forma 


p = erf... ra 
(e este unitatea din D), înseamnă că elementele prime Tys.. ., Tm 


constituie, pină la o asociere, mulțimea tuturor elementelor prime 
ale inelului O. 
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cae E ea PENE eee, a 


Demonstrația lemei 2 este astfel încheiată. 


Demonstraţie (teorema 5). Vom demonstra această teoremă prin 
inducţie după gradul n al extinderii K/k. Pentru n = 1 demonstraţia 
nu este necesară. Fie n> 1 şi presupunem că teorema 5 este valabilă 
pentru toate extinderile de grad mai mic decit n ale oricărui corp. 

Dacă în corpul rezidual >, al esponentului v se găsesc cel puţin 
n elemente, atunci, ţinînd seama de lema 2, descompunerea în factori 
primi în inelul O este unică şi deci teorema 5 este adevărată datorită 
celor constatate la sfirsitul punctului 3. 

Sintem astfel conduşi să considerăm numai acel caz în care 
numărul gal elementelor corpului rezidual , este finit și mai mic 
decît n. Vom reduce acest caz la cel pe care tocmai l-am examinat, 
extinzînd corpul de bază k la, corpul k’ astfel încît, în primul rînd gra- 
dul (X : k) să fie n—i (în virtutea ipotezei inductive va exista în 
corpul k exponentul v, care este prelungire a lui Yo) şi, în al doilea, 
astfel încât corpul rezidual X' al exponentului vo Să conţină cel puţin 
n elemente. Dacă notăm cu K’ cel mai mic corp care include pe £ 
şi pe & , atunci extinderea K'Jk' şi exponentul ve satisfac condițiile 
jemei 2 şi, prin urmare, ne situăm în cazul deja studiat. Demonstra- 
tia se desfăşoară după următorul plan. 

Cunoaştem (v. Complemente $ 3) că peste orice corp finit există 
polinoame ireductibile de orice grad. Fie ọ(żt) un polinom ireductibil 
de grad n — 1, avînd coeficienţii în corpul Xp, si coeficientul domi- 
nant 1. Orice coeficient al său este o clasă, de resturi modulo p din 
inelul v. înlocuind aceste clase cu nişte reprezentanţi oarecare modulo 
p (luăm coeficient dominant 1) obţinem astfel polinomul (7) din ine- 
lul o[t], care este ireductibil peste corpul k. Într-adevăr, dacă o(t) 
ar fi reductibil în corpul k, atunci ar putea fi descompus în factori cu 
coeficienţi din o şi trecînd astfel la corpul rezidual 2, am obţine pentru 
p(t) o descompunere în factori avînd coeficienţii în Èp, ceea ce ar 


contraveni alegerii sale. Să construim peste corpul K extinderea 


K’ = K(0), 0 fiind o rădăcină a polinomului ¢(t). Gradul extinderii 
K'/K nu depăşeşte, în nici un caz, pen — 1 (polinomul (1) poate 
fi veductibil peste corpul K). Să luăm în K’ corpul intermediar 
k = k(0). Deoarece ọ(t) este ireductibil peste ¥ obţinem : (&' : k) = 
za pi — l. Fie ve un exponent al corpului w care constituie o prelun- 
gire a lui v la k’ (existenţa Iui ve este asigurată de ipoteza inductivă). 
Să notăm cu o inelul exponentului vo CU p' un element prim din o’ 
şi cu X’ corpul de resturi modulo p al inelului o’. Două elemente a și 
b din o sînt congruente modulo p’ (în inelul o’), dacă şi numai dacă 
acestea sînt congruente modulo p în inelul o. Din această cauză, cla- 
sele de resturi modulo p’ din inelul v’, care conţin reprezentanți din 
o formează un subcorp al corpului £’, izomorf cu £.. Tinînd seama de 
acest izomorfism canonic 2, — X’, se poate considera că X, c X. 
Deoarece elementul 0 este o rădăcină a unui polinom cu coeficienți 
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din o şi avînd coeficientul dominant 1, atunci 0'< o’ (deoarece o 


este un inel întreg închis). Să notăm cu 0 clasa, de resturi care îi cores- 
punde în X. Egalitatea «(0) = 0 se transformă prin trecerea la clase 
de resturi modulo p’ în a) = 0. Dar ọ(t) a fost ales cu condiţia de a 
ți ireductibil peste corpul $, și, în consecință, valorile I, 6,... TE 
sînt liniar independente peste Xp. Se deduce imediat că în corpul X 
(adică corpul rezidual al exponentului vo) se găsesc cel puţin 
q'-! elemente (amintim că g ese numărul elementelor din corpul 
X) Pe de altă parle, 
(E: = (K: K\K:k) $ (n— i)n SR, 
(kk) n— i 


Pentru q>2 şi n>2 este satisfăcută insă inegalitatea 


Pen. 


Prin urmare, numărul de elemente din om rezidual 5" al exponen- 
tului v nu este mai mic decît građul (K' : i). Cele demonstr ate arată 
că peniru exponentul ve există o prelungire a sa v la corpul K’. 
Deoarece v’ este o prelungire a lui vo la corpul K’, se deduce că expo- 
nentul v indus de exponentul v’ pe subcorpul K va fi o prelungire a 
exponentului v (v. pet. 3). În acest mod am încheiat demonstratia 
teoremei 5. 


PROBLEME 


1. Să se arate că pe corpurile algebric închise nu există exponenți. 

2, Fic corpul K = k(x) al funcţiilor raţionale peste corpul k și v exponentul din 
corpul K asociat polinomului x — a (a€ k). Să se demonstreze izomortismul dintre corpul 
rezidual X, al exponentului y şi corpul K. Să se arate apoi că două elemente f(x) și g(x) din 
inelul exponentului v se găsesc în aceleași clase de resturi, dacă şi numai dacă f(a) = g(a). 


3. Fie K = k(x) corpul funcţiilor raționale peste corpul k al numerelor reale și y 
exponentul din K asociat polinomului ireductibil r? 4- 1. Să se găsească corpul rezidual 
>, al exponentului v. 

4. Fie D; și D, inelele exponenţilor v, și v din corpul K, iar E, și E, grupurile 
unităţilor acestor inele. Să se demonstreze că dacă E, e E, atunci vy = vy. Notăm, 
în continuare; prin v, Vs. - +, Vm exponenţi ai corpului K și prin D, O,- ., Om inelele 
acestora, Să se arale că dacă 


atunci + coincide cu unul dintre vj, ..-, Ym 
5. Să se găsească închiderea întreagă a inelului numerelor 3-intregi in corpul 
R Poa şi să se determine toate prelungirile exponentului 3- adie Va la acest corp. 
„ Să se găsească pentru orice număr prim p toate prelungirile exponentului 
p- Eu Yp la corpul R Vi t) și să se determine indicii de ramificare respectivi. 
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mea tree 


a mite apara 


artera o mr a a aa 


"7. Fie Kjk o extindere normală și v un exponent al corpului k. Să se arate 
că dacă v esteo prelungire a lui vp la corpul K, atunci toate celelalte prelungiri au forma 


(a) = v(o(a)) (ae E) 


unde o parcurge toate automorfismele lui K/k. 


8. Fie D, ..., Om inelele exponenţilor v,,.-.+ vm dintr-un corp oarecare, Să se 
m 


demonstreze că toate idealele inelului A D; sint principale. 
spa f f i=] 
9. Fie k = k(x, y) corpul funcțiilor raționale în v și y peste un corp k, Consi- 
derăm în corpul koft} al seriilor formale de puteri (v. cap. I, $4, problema 7) sau cap. IV, 


$1, pet. 5) o serie (= 5 Cnt” (€p € kg) transcendentă peste corpul funcţiilor raționale kyti} 
n:=0 

(existenţa unor astfel de serii rezultă din aceea că puterea corpului kofi} este mai mare 
decit puterea corpului k(t) şi, prin urmare, mai mare decit puterea mulţimii acelor ele- 
mente din koft} care sint algebrice peste k(t}. Pentru polinomul nenul f = f(x, y)€ ko 
[x p] seria f(, E(D) va fi, la rîndul său, nenulă, datorită alegerii lui E. Dacă £” este cea 
mai mică pu se a lui £ care intervine cu coeficienţi nenuli în această serie, notăm 
Vo(f) = n, Să se arate că funcția vo (prin o redefinire convenabilă) este exponent pe corpul 
k. iar corpul rezidual al acestui exponent este izomorf cu corpul ky- 


$5. TEORIA DIVIZORILOR PENTRU O EXTINDERE FINITĂ 


1. Existenţa. TEOREMA 1. Dacă pentru inelul o avînd corpul 
de fracţii k se dă o teorie a divizorilor p* — Do, definită de mulgi- 
mea de exponenţi Ry, iar K este o extindere finită a corpului k, alune 
multimea N a tuturor exponentilor corpului K, ce sînt prelungiri ale 

exponentilor din Ry defineste o teorie a divizorilor pentru, închiderea 
întreagă D a inelului o în corpul K. 


Demonstraţie. Avind în vedere teorema 4 $ 3 este suficient să 
verificăm numai că mulțimea de exponenţi N satisface toate cele trei 
condiţii ale acestei teoreme. Verificăm mai întîi cea de a doua condi- 
ție. Oricare ar fi exponentul ve N şi oricare ar fi a e o găsim, evident, 
că v(a)>>0. Aceasta înseamnă că v este inclus în inelul exponentului v, 
În acest caz însă, conform teoremei 1 $4, închiderea întreagă a ine- 
lului o în corpul K este conținută şi în inelul exponentului v. Cu alte 
cuvinte, v(a) > 0 pentru oricare «e D. Reciproc, fie pentru un ele- 
ment «e K satistăcută inegalitatea v(a) > 0 pentru toți exponenţii 
ve R. Să notăm prin f + at + ... +a, polinomul minimal al 
lui g relativ la X. Fie v, un exponent al corpului k% aparţinind mulţimii 
Ro IAr vi, oc Ym toate prelungirile sale la corpul K. Deoarece 
y(x) > 0, ..., mla) > 0, atunci în virtutea teoremei 6 $4 elementul 
« aparține închiderii întregi în corpul K a inelului exponentului Yo. 
În acest caz însă toți coeficienții @, ..., a, trebuie să aparțină ace- 
luiaşi inel al exponentului v, (v. Complemente, $ 4,pct. 3), adică 
vola) > 0,..., vo(0,) > 0. Cum aceasta este adevărat pentru orice 
wE Nos coeficienții Qi 2, 4, aparțin lui o şi deci «e D. 
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Să revenim la prima condiţie. Fie «e O, «20. Printre exponen- 
ţii v din R, există un număr finit pentru care v(a,) 40. Rezultă astfel 
că şi în N există numai un număr finit de exponenţi v pentru care 
v(a) 4 0. Dacă însă v(a,) = 0, atunci pe lingă inegalitatea v(a) > 0 
avem şi v(a1) = v(apl(a 1 + ... -F an1) >0 şi deci v(a) = 0. 
Astfel, v(a) = 0 aproape pentru toți ve N. 

Mai rămîne de verificat că cea de a treia condiție este îndeplinită. 

Fie v..., Ym exponenți distincti din N, iar ky.. ., Em numere 
întregi nenegative. Să notăm prin vo» -- -+ Yom eXponenţii corespun- 
zători din N, (printre v pot îi, desigur, şi unii egali). Completăm 
sistemul nostru de exponenţi pînă la sistemul v,,..., Yms Ymg- 2 Ye 
care conţine prelungirile tuturor exponenţilor vg la corpul K. 
Conform teoremei 3 § 4 în corpul K există un element y astfel ca, 


vily) == kys -rry Ym (y) Ti Ems Yml Y) = 0, vs) = 0. 


Dacă acest element y aparţine inelului O, notăm a = y. Presupunem 
că yD. Să notăm în acest caz prin vi, ..., y, toţi acei exponenţi 
din N care iau valori negative pe elementul y: 
E Lă 
wiy) > br ee VĂ) > — e 
Şi prin vp,- -; Yor exponenţii din N, care le corespund (printre acești 
i . > .. . . sp w . 

vo; pot fi și unii egali). Deoarece orice exponent v; diferă de orice 
exponent vy, înseamnă că în O există un element a astfel încît 


va) =0 (L<i< m), 


wla =  (Us<jsr), 


unde l = max (4, ...,l). Fie a = ya. Deoarece 
yla) = v(0) + yla) > — l; + wla) = — l4 +1>0 


înseamnă că xe D, Prin urmare, în ambele cazuri am determinat un 
element « din inelul O pentru care v(a) = kis. --3 Ymla) = Em, COn- 
diția 3 din teorema 4 § 3 fiind astfel satisfăcută pentru mulțimea de 
exponențti N. Demonstrația teoremei 1 este încheiată, 

Să aplicăm teorema 1 la cazul unui corp de numere algebrice. 

Ordinul maximal O din corpul K de numere algebrice constituie, 
după cum se ştie, închiderea întreagă în K a inelului numerelor 
întregi raţionale Z. Deoarece în Z există o teorie a divizorilor (unici- 
tatea descompunerii în factori primi), atunci conform teoremei 1 
va exista o teorie a divizorilor şi pentru O. Conform teoremei 5 § 3 
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o teorie a divizorilor pentru Z este legată de mulțimea tuturor expo- 
nenţilor corpului numerelor raţionale R şi deoarece orice exponent 
al corpului K este prelungire a unui anumit exponent din corpul R, 
deducem că teoria divizorilor inelului O este definită de către toţi 
exponenţii corpului K. Obţinem astfel următoarea teoremă. 


"PEOREMA 2. Pentru ordinul maximal O al unui corp K de numere 
algebrice există o teorie a divizorilor D* > D gi această teorie este defi- 
ge i SĂ 
nită de multimea tuturor exponenţilor corpului K. 


2. Norma divizorilor. Fie f corpul de fracții al inelului o cu teoria. 
divizorilor o* —> Da, K o extindere finită a corpului k, O închiderea 
întreagă a inelului o în corpul K şi O* —> D o teorie a divizorilor pentru 
inelul O. Vom stabili în cadrul acestui punet unele legături între semi-. 
grupurile de divizori D, şi D. 

Cum pc, elementelor din o* le corespund divizori principali 
atit în semigrupul D, cât şi în semigrupul D. Pentru a-i putea deosebi, 
convenim ca divizorul principal din Dy care corespunde elementului 
ae 00, să-l notăm prin (a)y, iar divizorul principal din D, care cores- 
punde elementului «e O* să-l notăm prin (x). Semigrupurile o* 
şi O* admit scufundarea izomorfă o* —> O*, Deoarece unităţile ine- 
lului O conținute în o coincid eu unităţile inelului v, această scufun- 
dare defineşte izomorfismul (a); —> (a)g, ae 9#, al semigrupului divi- 
zorilor principali ai inelului o în semigrupul divizorilor principali ak 
inelului D. Vom arăta acum că acest izomorfism poate fi prelungit. 
la izomorfismul D — D. 


TEOREMA 3. Există un izomorfism al semigrupului Do în semi- 
grupul D, care coincide pentru divizorii principali cu izomorfismul 
(a); -> (a)r, ae 0*. 

Izomorfismul Do-> Deste caracterizat prin faptul că face diagrama 


ot — O* 


Po 


D —— D 


comutativă, adică prin faptul că homomorfismele p* -> D* > D şi 
pt —> D > D coincid (homomorfismele de pe verticală sint aplicaţii 
de la semigrupurile multiplicative ale inelelor respective pe semigru- 
purile divizorilor principali). 

Fie p un divizor prim al inelului o, vp exponentul care îi cores- 
punde acestuia în corpul k şi Yp. --; Ypa toate prelungirile lui vp 
la corpul K (%,, ..., Pa sînt divizori primi ai inelului O). Să notăm 
Prin 6}, <.. €m indicii respectivi de ramifieare ai exponenţilor Yy, .. . 
-- 23 Ypa relativ la vp. Deoarece vp,(a)=—e,;vp(a) pentru orice ae o*, 
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16 — c. 7% 


atunci factorului pP% din divizorul principal (4), e Dy îi corespunde 
“produsul (PE... Pyr" din divizorul principal (a)ue D. Aceasta 
:arată că izomortismul lui D, în D definit prin aplicaţia 


p > Pa... Bu (1) 


(pentru orice p) satisface condiţiile teoremei 3. 

Se demonstrează: imediat că izomortismul Dy > D, care satis- 
face condiţiile teoremei 3, este unie (problema 5). 

În virtutea izomortismului Do — D putem identifica semigru- 
pul D, cu imaginea sa din semigrupul D. Prin această identificare 
divizorii primi din D, încetează, în.general, de a mai îi primi şi în D. 
Mai precis, oricare element prim pe Do admite, datorită aplicației 
{1), o des seompunere în semigrupul D de forma 


p = Pa... pr, (2) 


Utiizîind scufundarea Do —> D se poate vorbi despre divizibili- 
tatea divizorilor inelului o prin divizorii inelului O. În particular, 
tinind seama de (2), deducem că divizorii primi SP ai inelului O, 
care divid divizorul prim p din inelul o, sint caracterizați prin aceea 
-că exponenţii vp care le corespund sint prelungiri ale exponentului 
vp. Evident că divizorii relativ primi din Dy rămin relativ primi şi 
în D. 

DEFINIȚIE, Fie P|p. Indicele de ramificare e=tp al eæponentului 
'vp relativ la eoponentul vp se defineste ca indice de ramificare al divizo- 
rului prim P relativ la p (sau relativ la k}. 

Indicele de ramiticare este, prin urmare, cel mai mare număr 
natural e astfel că Pip. 

Oricare ar fi elementul «e O*, norma sa N(a) = Ngala) apar- 
ține lui s*. Aplicația a—> N(a), «e D*, este, prin urmare, un homo- 
morfism al semigrupului multiplicativ D* în semigrupul o*, Deoarece 
norma oricărei unităţi din inelul O este unitate în o se deduce că 
acest homomorfism definește în mod unic homomorfismul (cz —> 
->(N(«))x al semigrupului divizorilor principali ai inelului O în semi- 
grupul divizorilor principali ai inelului o. Vom arăta că acest homo- 
morfism se poate prelungi la un homomorfism al întregului semigrup 
D în Do 


TEOREMA 4. Fiind date semigrupurile de divizori D și Dy există, 
un homomorfism N : D —> D, asifel încât 


N((a)x) = (N rala) (3) 


oricare ar fi ae D*. 
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Proprietatea homomorfismului N exprimată prin egalitatea (3) 
este echivalentă cu faptul că diagrama 


D* —> pt 
D — Do 
este comutativă, 

Fiind dat un divizor prim fixat p e Do, notăm prin pp inelul expo-. 
nentului Yp şi prin Op închiderea sa întreagă în corpul K. Pe baza 
teoremei 7 § 4 toţi divizorii primi $}, ..., SP ai inelului O, care divid 
pe p, se găsesc în corespondenţă bijeetivă, cu elementele prime mj, ... 
<- -3 Tm din inelul Op, oricare două fiind neasociate. Această corespon-. 
dență P; — 7, are proprietatea că dacă elementul nenul xe K admite 
descompunere a 


a = ex e mm, | (4) 
e fiind unitate în inelul Op, atunci 
kı = vada). 0) 


Fie P unul dintre divizorii primi SB, care divid pe p, iar x elemen- 
tul prim din inelul Op care îi corespunde. Notăm 


dy = Yp(N ram). ` (6) 


Este limpede că dp nu depinde de alegerea lui x. Trecind la norme 
în egalitatea (4) și pinind seama de (5 s) şi și (6) obţinem relaţia 


YBN rala) = A dpygla) .. i (7) 


(B parcurge toţi divizorii primi ai inelului © care divid pe p). 

Este imediată acum construirea homomortismului N : D > Da 
care intervenea în enunţul teoremei 4, 

Este comod să scriem orice divizor W = Ph v.. Pr din semi- 
grupul D sub tormă de produs infinit 


A = j piw 
P 
extins asupra tuturor divizorilor primi B din D în care numai un număr 
finit de exponenţi A(5B) sint nenuli. (4(SB) este egal cu A,, dacă P= P: 


Şi este zero, dacă divizorul $ este diferit de fiecare dintre P, . . SR). 
Într-un mod analog putem serie şi divizorii inelului o. 
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Fiind dat elementul «e O*, considerăm divizorul principal («}g- 
Deoarece divizorul prim S intervine în (4) cu exponentul vp(a), 
atunci 


(ar = H p”. (8) 
Cu relația (7), pentru exponentul e(p) care apare în exprimārea 
divizorului principal 


(N(a))e = JE p” (9) 
p 


avem formula 


c(p) = $, dpygla). (10) 
KP 


Aceasta justifică următoarea definiție. 
DEFINIȚIE. Fie A — JY Pi un divizor al inelului D. Pentru 


p 
orice divizor prim p al inelului o notăm 


alp) = >, dpA($). 
Wp 


Divizorul J] p“P al inelului o se numește normă a divizorului WP 


P 7 
relativ la extinderea Kk și se notează N (9) sau, pe scurt, N(90). 
Deoarece numerele A($) sînt nule aproape pentru toţi P (adică 
pentru toţi, cu excepţia unui număr finit), se deduce că şi a(p) sint 
nuli aproape pentru toţi p, deci expresia | p*P este într-adevăr 
P 
un divizor al inelului v. 


Din definiție se deduce imediat că 
N(AV) = N(M) N(B) 
oricare ar fi doi divizori A şi B din D. Aplicația W —> N(M) este deci 


un homomorfism al semigrupului D în semigrupul Do. 
În cazul unui divizor prim A = P găsim, desigur, că 


d 
NP) =p ® (Pip) (11) 
Deoarece în virtutea egalității (10) norma divizorului (8) este 
dată de divizorul (9), rezultă că am demonstrat existența unui homo- 
„mortism N : D —> D, satisfăcind condiţia (3). 
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Ca şi în cazul homomorfismului D, > D se poate arăta (pro- 
blema. 4) că homomorfismul N : D —> D, este unic definit prin con- 
diţiile (3). i y 

Una dintre problemele centrale ale teðriei divizorilor este sta- 
bilirea regulilor de descompunere a divizorilor primi ai inelului o 
în factori primi cînd se trece la închiderea întreagă O a inelului p 
dintr-o extindere finită. În general însă se ştie foarte puţin în momen- 
tul de fată despre aceste reguli de descompunere (v. în această pri- 
vinţă sfîrşitul $ 8 pet. 2). Orice descompunere de forma (2) este defi- 
nità de numărul m de divizori primi $, şi prin mulţimea indicilor 
lor de ramiticare e; = ep; Se constată că numerele naturale eg nu 
pot fi oarecare (pentru o extindere dată K/k). Mai precis, acestea 
sînt legate de numerele dy (v. (6)) prin relația 


$, dyg =n = (K: k) (12) 
PIP - 


pentru a cărei demonstrare este suficient să se aplice formula (7) 
elementului prim p din inelul op (amintim că vp, (p) = e). 


3. Gradul de inerție. Definiţia homomortismului N : D —> D, 
se baza pe numerele dp care, într-un mod destul de formal, erau 
definite prin formula (6). Vom evidenția acum sensul aritmetic 
mai profund al acestor numere. 

Fie |p. Să notăm prin op şi Op inelele exponenţilor vp, res- 
peciiv, vp iar prin p şi m două elemente prime aparţinind respectiv 
acestor inele. Deoarece pentru elementele a şi b din op congruențele 
a = b (mod. p) în inelul op şi a = b (mod v) în inelul Op sînt echiva- 
lente, orice elasă de resturi modulo p din op este inclusă într-o anumită 
clasă de resturi modulo ~z din Op. Aceasta defineşte o scufundare izo- 
morfă a corpului rezidual Xp = op/(p) al exponentului vp în corpul 
rezidual Xp = Op/(x) al exponentului vy. În virtutea acestui izomorfism 
vom considera că Epc dm. Oricare ar fi če Op notăm prin & clasa 
de resturi modulo v avind pe £ drept reprezentant. Subcorpul £p 
al corpului Xg constă, desigur, din clasele de resturi de forma a, unde 
QE Dp. 

Considerăm clasele de resturi &, ..., 6, din Eg (%; c Dyp) liniar 
independente peste corpul Ep. Vom arăta; că în acest caz reprezentanții 
O e ie Op ăi acestor clase sint liniar independenţi peste corpul ~. 
Să presupunem contrariul, și anume că pentru anumiţi coeficienți 
ae k, nu toţi nuli, are loc egalitatea 


GO hr see F mon = O. 


Înmulţind această relaţie cu o putere convenabil aleasă a lui p, pu- 
tem obţine ca toţi a, să aparțină inelului o iar cel puţin unul dintre 
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aceştia să nu se dividă la p. Trecind apoi la corpul rezidual Ey, sin- 
tem conduşi la egalitatea 


do + s.. + Ann = 0, 


în care nu toţi coeficienții &;e Sp sint nuli. Contradieţia obținută 
demonstrează afirmația noastră, 

Din independența liniară a lui o, ..., On peste corpul k se deduce 
că m su = (Bi: k). Aşadar, corpul rezidual X Sp este o extindere 
finită a corpului Xp şi 


(£g : Ep) < (E: k). 


DeErINtpIE. Fie divizorul prim P din inelul O, care divide divizorul 
prim p al inelului o. Gradul f = În = (Èy: Èp) al corpului rezidual al 
ezponentului vy peste corpul rezidual al egponentului vp se numeşte 
gradul de inertie al divizorului prim SP relativ la p (sau relativ la k). 

Să notăm, ca în:punetul 2, prin Op închiderea, întreagă a inelului 
dp în corpul K. "Prin analogie cu noţiune de bază fundamentală, pentru 
corpurile de numere algebrice dăm următoarea, definiție. 


DEFINIȚIE. Baga pe Oa d extinderii Kijk o vom numi bază 
fundamentală pentru inelul Dp relativ la op, dacă toate elementele sale 
aparțin lui Dp și orice element ae Op se reprezintă ca o combinaţie 
liniară 

T ke FF A (13) 


arînd coeficienții a, din Dp. 

Vom constata în cele ce urmează că în cazul unei extinderi sepa- 
rabile K/k, există totdeauna o bază fundamentală a inelului Op (ori- 
care ar fi p). Pe de altă parte, conform problemelor 11 și 12 se poate 
întilni, în cazul extinderilor inseparabile K /k, situația cind inelul 
Dp nu are o bază fundamentală relativ la op. 

Importanţa noţiunii de bază fundamentală, este pusă în evidență, 
de următoarea teoremă. 

TEOREMA 5. Fie P un divizor prim al inelului O, care divide 
pe p, iar m elementul prim care corespunde acestuia în inelul Op. Dacă 
„ezistă o bază fundamentală a inelului Op relativ la Dp, atunci 


În = dă = = yN aala )). 


Demonstratie. Fiona prim ze O este, a element 
prim şi în inelul Op. Vom arăta, că în orice clasă de resturi E a inelului 
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Dg se găseşte un reprezentant din Op, adică pentru orice Ee Oy se 
găseşte un element «e Op, astfel încît 


£ = a (mod r). 


Fie P = Pı SR... Pa toţi divizorii primi ai inelului O, care 
divid pe p. În virtutea teoremei 6 § 4 condiţia y e Dp este echivalentă 
cu vp,(7)>0 pentru orice i = 1, ..., m. Elementul căutat e trebuie 


deci să fie definit prin condiţiile 
wp(E5 — a) > 1, ypa) 0 aS Aap 


şi pentru a demonstra existența sa este suficient să ne referim la 
teorema 4 §4. 

Fie acum o bază fundamentală ©}, ...;, o, & inelului Op relativ 
la op. Potrivit celor demonstrate, orice clement din Xp se poate 
reprezenta sub forma CON o andn, Unde a; e Dp 3i, În conse- 
cință, a, e Dp. Aceasta inseamnă că 6, ..., On sînt clase de resturi 
care constituie generatori ai lui Xy ca spaţiu liniar peste 2p. Dacă 
J = (Eg : Xp), atunci putem alege dintre aceştia. f generatori liniar 
independenţi peste Xp, de exemplu w, .., o. Atunci este limpede 
că în inelul Op congruența 


Qa r -e t Ga E 0 (mod r), 


unde æ e 9p, este valabilă, dacă şi numai dacă a, =0 (mod p), p 
fiind un element prim al inelului Dp. 

Deoarece orice clasă de resturi wje Sy (j =f +1, ...,7) se 
exprimă prin ©; ..., dp înseamnă că 


Lă 
a= $ bisos(Mod r) 


s=ł1 


= f + 1,...,2) 


pentru anumiți b; din op. Notăm 
0, = o, dacă i= 1, sali 


6, = — bros + On dacă j = sf E1, an 


Este clar că gi 0,,..., 0, formează o bază fundamentală a lui Op rela- 
T la op (deoarece toţi œ, pot îi exprimați prin 9, cu coeficienți din 

0p). Toate elementele i: Por .., 0, se divid prin z în inelul Dp, deci 
congruenţa 


ad +... Fan = 0 (mod z) 
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este valabilă, dacă și numai dacă, 
Q=... = a; = 0 (mod p). 


Considerăm mulţimea M a tuturor elementelor inelului Op, 
care se divid prin m. Conform celor demonstrate mai sus mulţimea 
A coincide cu cea formată de toate combinaţiile liniare ale elemen- 
telor 


pd, T poz, 0, e.. 6, (14) 


cu coeficienţi din op. Pe de altă parte, este clar că M este dată şi 
de toate combinaţiile liniare ale elementelor 


Th categ O l (15) 


cu coeficienți din op. Să notăm prin C matricea de trecere de la baza 
(14) la baza (15). Deoarece toate elementele z9; se exprimă cu aju- 
torul bazei (14) şi coeficienți din op, det C este un element din op. 
Din motive de simetrie aceasta este adevărat şi pentru det 0-1. În 
consecinţă, det O este unitate în inelul op, adică yp (det 0) = 0.Dacă 
înmulțim primele f coloane ale matricii © cu p, obținem, desigur, 
o matrice A = (0) pentru care 


n 
z; = £ tð; 
j= 


de aceea 
N galr) = det A = p det C, 
şi, prin urmare, 


Yp(N xa(™)) =f, 


teorema 5 fiind astfel demonstrată. 


TEOREMA 6. Dacă extinderea Kk este separabilă, atunci există 
totdeauna o bază fundamenială pentru Op relativ la Dp, 

Abordînd demonstrația acestei teoreme, observăm că în esenţă 
aceasta este analoagă cu demonstrația teoremei 6 § 2 cap. II. 

Deoarece orice element din K prin înmulţire cu o putere conve- 
nabil aleasă a unui element prim din inelul 9p devine întreg relativ 
la op atunci pentru extinderea K/k există o bază œj, ..., 4, ale cărei 
elemente aparţin toate lui Op. Considerăm baza duală a acesteia 
at, ..„aE. (Complemente, $2, pct. 3; aici folosim separabilitatea 
lui K/k). Dacă ae Op şi 


a = Crt H... T Crta, (16) 


248 


unde c;e k, se deduce că c; = Sp («x;)} și deci c; e 9p (deoarece aa; e 
e Dp). Pentru orice s = 1, ..., n considerăm în inelul Op acele elemente 
ale căror exprimări prin baza «r, ..., a au forma 


GaS t nek Cada (C€ Dp) (17) 


și alegem dintre acestea un element 
— * % , 
Ws = Cass F.. -H Cana (Cs; € Dp), 


astiel încît vp(6,) > vp(6;,) pentru toti coeficienții c, ai elementelor 
de forma (17) din Dp. Este limpede că c, £ 0 pentru orice s, aşadar 
elementele ,,..., o, din Dp sînt liniar independente peste kw. Fie 
acum un element « din Op. Dacă îl vom reprezenta sub forma (16), 
atunci C = Cu, unde aje op conform alegerii lui œ. Diferenţa 
a -— ae Op admite descompunerea 


x = ha = Cag rect Gai (e; e Dp), 


unde ca = Caottaydp€ Dp, potrivit alegerii tui w,. Repetind de n ori 
acest raţionament siutem conduși în final la descompunerea (13) în 
care toţi coeficienții a, aparţin lui pp. Baza ©, ..., On se dovedeşte 
a îi, în acest mod, o bază fundamentală relativă ia op, teorema 6 fiind 
astfel demonstrată, 

Din teoremele 5 şi 6 și formulele (22) se deduce imediat următoa- 
rea afirmaţie. 

TEOREMA 7. Dacă extinderea Kfk este separabilă, indicii de rami- 
ficare ep și gradele de inerție fy ale divizorilor primi P ai inelului ©, 
care divid un divizor prim p fixat al inelului o sînt legate prin relaţia 


X, ep le =n = (K: k). 
BIP 


În cazul unei extinderi separabile K/k formula (7) poate fi reprezen- 
tată sub forma 


Yp( N xala)) = > fovala). (18) 


OBSERVAȚIE. Pentru extinderile inseparabile egalitatea din teo- 
rema 7 este posibil să nu fie îndeplinită. Totdeauna însă se verifică 
inegalitatea $, ep Jp <a (v. problema 13). Se poate arăta, de asemenea, 


> a 


B/P x 
că, în general, este valabilă inegalitatea Jp < dp. 
Să examinăm acum cazul cînd K/ke este o extindere Galois finită 
avînd grupul Galois G (v. Complemente, $ 2, pet. 4). Fie $ un divizor 
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prim al inelului O, care divide un divizor prim p fixat al inelului o, 
iar v = yp exponentul corespunzător lui pe corpul K. Pentru fiecare 
automorfism se G, vom nota prin ov exponentul pe K definit prin 
egalitatea 


(ova) = v(o-1(2)) (ae K). 


Conform problemei 7, $ 4 exponenţii ov pentru toţi ce G epuizează 
toate prelungirile exponentului v la corpul K (pentru o şi + diferite 
în G, exponenţii cv şi ry nu sînt neapărat distincti). Să notăm prin 
o divizorul prim al inelului O care corespunde exponentului sv. 
Considerăm indicii de ramificare şi gradele de inerție ale divizorilor 
oP. Dacă p este un element prim din inelul op al exponentului vp 
atunci 


Esp = Yop(p) = (av) (p) = v(o”1(p)) = Yg(p) = eg. 


În continuare, fie z acel element prim din inelul Op, care corespunde 
divizorului prim S (pentru care vp(7) = 1). Este clar că ofm) este 
tot element prim în inelul Op și deoarece vopfo(n)) = v(6”î(6(7))) = 1, 
atunci acest element prim corespunde divizorului prim o$. Extin- 
derea Galois K/k este separabilă. Complemente $2, teorema 13) și 
deci în Op există o bază fundamentală relativă la pp (teorema 6). 
Din teorema 5 se deduce 


"ia 


fon = YPN xp0(7))) = vo raln)) = fp- 
Astfel, am demonstrat că oricare o e G verifică formulele 
Jog rasi În. 


Deoarece divizorii primi cB(oe G) epuizează toți divizorii primi 
ai inelului O, care divid un divizor prin p dat al inelului o ($ 4 pro- 
biema 7), formulele pe care le-am obţinut arată că toţi divizorii primi 
ai inelului O care divid pe p au același indice de ramiticare şi acelaşi 
grad de inerție. Putem deci nota aceste valori prin ep și, respectiv, fp. 

Să notăm prin mp numărul divizorilor distincti de formă oP, 
cînd e parcurge toate automortismele lui G (adică numărul de divi- 
zori primi distincţi ai inelului O care divid pe p.) Acum putem 
reprezenta formula dată, de teorema 7 pentru cazul unei extinderi 
Galois sub forma 


Cop = ER, 


EpfpMp = n = (K: k). 


4. Finititudivea număralui divizorilor primi ramificati. DEFINIȚIE. 
Un divizor prim p al inelului o se numește ramificat în inelul D, 
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dacă esie divizibil printr-un pătrat al unui divizor prim al inelului D, 
iar în caz contrar se numește neramificat. 

Divizorii p neramificați sînt caracterizați deci prin aceea că în 
descompunerea lor (2) toţi e sint 1. > 

Presupunind că extinderea K/k este separabilă, deducem încă o 
condiţie importantă de neramiticare a lui p. 

Presupunem că în inelul Op există un.element primitiv 8 (pentru 
extinderea K/k) incit discriminantul D(f) al polinomului său minimal 
(0) să fie unitate în 9p. Vom arăta că în acest caz puterile 1, 0, ... 
„+3 01, unde n = (E : k) formează o bază fundamentală a inelului 
Dp peste Dp. Într-adevăr, fie o, ..., n O bază fundamentală a lui 
Dp şi fie C matricea de trecere de la baza we, la baza 67. Atunci 


D(f) = D(1, 0, ..., 0771) = (det C)? Dios ac On) 


(v. $2 Complemente, formula (12)). Deoarece D(f) este unitate în op 
iar factorii din membrul drept aparțin inelului v, atunci det C este 
unitate în op, deducindu-se în acest mod că 1; 0, ..., 8771 este de ase- 
menea o bază fundamentală. 

Fie p un element prim din inelul op şi Xp corpul rezidual al expo- 
nentului vp. Pentru un polinom g(t) cu coeficienţi din op vom nota 
prin g(t) acel polinom din inelul Xp{[t], care se obtine prin înlocuirea 
tuturor coeficienţilor lui g(t) prin clasele lor de resturi modulo p. 
Deoarece diseriminantul D(f) al polinomului f(t)e Eplt) este clasa 
de resturi modulo p avînd. ca reprezentant pe D(f)e op, atunci con- 
form celor spuse, acest diseriminant D(f) este nenul. Prin urmare, 
în descompunerea 


Fe) == EU, ae ml) (19) 


în factori ireduetibili în inelul Xp[t], toate polinoamele ș, sînt dis- 
tinete (g, sint polinoame din op [t]). Dacă notăm prin d, gradul lui 
9; evident că 


dt- dan = (K: k). (20) 

TEOREMA 8. Dacă disoriminantul polinomului minimal JU) al 

unati elemeni primitiv Qe Dp este unitate în 9p, atunci divizorul prim 

p nu este ramificat în D și toți divizorii primi P, din descompunerea 
p = P; -o Pa 

se găsese în corespondență bijectivă cu polinoamele ireductibile e; e 


e ùp[t] din descompunerea (19). Gradul de inerție fi al divizorului 
prim P, este egal cu gradul d, al polinomului (1) care îi corespunde. 


251 


Demonstraţie. Fie g(t) un polinom din op[t]. Vom demonstra că 
dacă polinoamele J şi p; sînt relativ prime în inelul Ep[t], atunci 
elementele g(0) şi f;(0) sînt relativ prime în inelul Op. Într-adevăr, 
fiind date polinoamele relativ prime Ş și $, există în inelul op[t] anu- 
mite polinoame u(t), v(t) şi (t) astfel încît 


JCE) ut) + plt) e) = 1 + put). 


Dacă g(8) şi ọ;(0) ar fi divizibile în inelul Op printr-un element prim 
z, atunci, deoarece r|p ($ 4, teorema 7), ar rezulta din ultima egali- 
tate (luînd ¿= 0) că zl. Contradieţia obţinută demonstrează afir- 
maţia făcută. 

Deoarece polinoamele ireductibile p, sint distincte, deducem ca 
un caz particular că q,(0), ..., Pm(0) sint oricare două relativ prime. 

Să presupunem că g,(0) este unitate în Op, adică g:(9)E = 1, 
Ze Op. Cum 1, 9, ..., 07-1 formează o bază fundamentală a lui Op 
peste op, atunci E = h(0), unde A(t) e op[t]. Egalitatea e;(0)h(0) = L 
arată că olt) ht) = 1 + f(t) gt), unde g(î)e op[t] (deoarece coefi- 
cientul dominant al lui f(t) este 1). Trecînd la corpul rezidual Xp 
deducem din aceasta egalitatea p;h = 1 + $, ... Pm Si sintem din 
nou conduși la o contradicție. În consecinţă, nici unul dintre elemen- 
tele (0) ..., em(0) nu este unitate în Op. | 

Pentru fiecare i alegem în Op un element prim m! ș;(0). Deoarece 
pe baza celor demonstrate oricare doi q,(0) sint relativi primi, elemen- 
tele prime ra; .. > Tim Sînt oricare două neasociate. Să notăm prin 
Pis - Ph divizorii primi care corespund acestora în inelul D și 
prin fis -- -sfm gradele de inerție ale acestor divizori. în corpul Tezi- 
dual Zg, al exponentului vp, clasele de resturi 1, 0,...,0 '— sint 
liniar independente peste Ep(d, este gradul lui $,). Într-adevăr, dacă 
polinomul g(t)e op[t] de grad mai mic decit d, satisface egalitatea 
gö) = 0, atunci elementul g(0) se divide prin z, în inelul Op şi deci 
(8) şi qi(0) nu sînt relativ prime. În cazul acesta însă, după cum am 
constatat la începutul demonstrației, g(t) trebuie să se dividă prin 
p(t) şi deci toţi coeficienţii lui Ş(t) sînt nuli. Prin urmare, am demon- 
strat, că, 


d, < fı (¢=1,... m) 


Avind în vedere teorema 7, din aceste inegalităţi și din egalitatea 
(20) se deduce că pentru toţi divizorii primi $, ..., Pn care divide 
pe p, indicii lor de ramificare e, sint 1 iar d, = fa, ceea ce reprezintă, 
chiar enunţul teoremei 8. Să observăm și că deoarece ș,(0) se divide 
la x, şi nu se divide la alte elemente prime z; atunci z; poate îi defi- 
nit drept cel mai mare divizor comun al elementelor (6) şi p în ine- 
lul Dyp. 
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CONSECINȚĂ. Dacă K/k este separabilă atunci în inelul o se găsese 
numai un anumit număr finit de divizori primi p ramificati în D. 

Fiind dată extinderea K/k alegem un element primitiv 0 apar- 
ţinînd lui O. Diseriminantul D = D(1, 0, ...,0"—1) este un element 
din o*, Dacă p / D, din teoremă se deduce că p nu este ramificat în O. 
In acest mod pot fi ramificati în O numai acei divizori primi din ine- 
lul o care divid pe D. 


PROBLEME 


1. Fie o un inel cu teoric a divizorilor, k corpul său de fracții și ke Kc RK’ 
un lanţ. de extinderi finite. Să notăm prin O şi W, închiderile întregi ale inelului o în 
corpurile K, respectiv, K^. Dacă $ este un divizor prim în inelul O, să notăm prin $ 
un divizor prim al inelului O care se divide prin $, iar prin p un divizor prim al ine- 
lului o care se divide prin $. Să se demonstreze că gradul de inerție al lui $’ relativ 
la k este dat de produsul dintre gradul de inerție al lui $ relativ Ja K și gradul de 
inerție al lui $ relativ la k. Să sc formuleze şi să se demonstreze o afirmaţie analoagă 
asupra indicilor de ramiticare, 

2. Fie inelul p avind corpul de fracţii k pentru care avem o teorie a divizorilor eu 
un număr finit de divizori primi și p un divizor prim căruia îi corespunde elementul 
prim p din inelul o. Să se demonstreze că inelul factor 0/(p) este izomorf cu corpul rezi- 
dual Zp al exponentului vp. 


3. Fie vp un exponent din corpul $, Dp inelul său, K/k o extindere finită separabilă, 
Dp închiderea întreagă a inelului Dp în corpul K și Wj- --; m 0 bază a lui K peste k, 
cu elemente din inelul Dp. Să se demonstreze că dacă diseriminantul D(co, ..-> On) 


este unitate în inelul Dy, atunci œj,- -> On formează o bază fundamentală a inelului Dp 
peste dp: 


4. Să se demonstreze, în condiţiile teoremei 4. unicilatea homomorfismulu? 
N: D — Do 


m 


5. Să se demonstreze, în condiţiile teoremci 3, unicitatea scufundării izomorfe 
D — D. 

6. Fie a un divizor al inelului o. Privindu-l ca divizor al inelului O (pe baza scu- 
tundării D > ©). să se demonstreze că 


Nu/k(0) =a (nas (K: K) 


7. Fie K/k o extindere separabilă de gradul n, Să se demonstreze că dacă divi- 
zorul a al inelului o devine divizor principal al inelului O, atunci a? este divizor prin- 
cipal pentru o. 

3. Fie K/k v extindere separabilă. Să se demonstreze că norma Ng/(W) a 
divizorului XQ al inelului O este cel mai mare divizor comun al divizorilor principali 
(Nazyx(0))z, a parcurgind toate elementele din O* care se divid prin M. 

9. Polinomul föt) = tf + atmi ... -+ ap cu coeficienţi din inelul o se numeşte 
polinom Eisenstein relativ la divizorul prim p, dacă toţi coeficienții a, ..., a se divid 
prin p, iar a care se divide prin p, nu se divide însă prin p°. Să se demonstreze că 
dacă în inelul O pentru extinderea de gradul n, K/k, există un element primitiv 0 al 
cărui polinom minima! este un polinom Eisenstein relativ la p, atunci p se divide mu- 
mai printr-un singur divizor prim $ din inelul O și 


p = P” 


(gradul de inerție al lui $ relativ la p va fi deci 1). 
10. Să se demonstreze, în aceleași condiţii, că baza 1, 0,..., 021 este o bază 
fundamentală a inelului Dp relativă la Dp- 
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11. Fie kọ un corp de caracteristică p şi k = kpéz, y) corpul funcțiilor raţionale 
de x și y peste corpul kọ. Considerăm peste corpul k exponentul w a cărui definiţie 
este dată în problema 9 $4, luînd ca serie (NE kit? (irauscendeată peste kg(2)), o serie 
de forma 


[se] ? co 
ZD = qU?) == ( £ aar ) = 3, aP”? (Une ky). 
#=0 


10 


În baza problemei 8 $4 există o prelungire unică v a exponentului sg la extinderea pur 
È 

inscparabilă K = K WE de gradul p peste k, Să se demonstreze că indicele de ramifi- 
care al lui y relativ la wọ este 1, iar corpul rezidual al exponentului v coincide cu corpui 
rezidual al cxponentului vọ (în sensul scufundării izomorte). În continuare, folosind teo- 
rema 5 și egalitatea (12) se deduce că pentru inctul D al exponentului v. care este 
închiderea întreagă ìn K a inelului o al exponentului vy. nu există o bază fundamentală 
relativ la v. 

12. În condiţiile problemei precedente şi folosind aceleași notații, să se demon- 
streze în mod direct inexistenţa în O a unci baze fundamentale relativ la o (fără a 
folosi teorema 5). 

13. Fic o un inel cu teorie a divizorilor, k corpul său de fracţii, Kjk o extin- 
dere finită de grad n, O închiderea întreagă a inelului o în corpul K, p un divizor prim 
din inelul o, $%,,..., Pm divizori primi în inelul O care divid pe p: ep... Cm indicii 
'de ramiticare ai acestora şi fis.. ., îm gradele lor de inerție relativ la p. Pentru fiecare 
s = 1,..., m vom nota prin &*S clasa de resturi din corpul bgs care are ca reprezentant 
pe «E Dyg Alegem elementele osi E€ Dp <i x< fs) astfel încît clascie de resturi ats 
să formeze o bază Egs p și, mai mult, vip (os) > ej pentru j£ 5, 1sj sm. Vom nota 
prin To: -:> Tm eleinentele prime din inelul Dyp care corespund divizorilor Pa. ae Pn 
Să se demonstreze că sislemul de clemente 


OnT în n m; îs În cea fat J= 0 Does (9) 


-este liniar independent reaus la X. 
indicație. Considerăm “combinaţia liniară 


q f 
g= 3, Esisi Ps 


cu coeficienţi din o. printre care se găseşte cel puţin o unitate din op. Fie 


y> 0 pentru j < je şi orice i Atunci 


= 0, unde fọ este astfel ales incit vplCs ij 


Yp (sote) 
vg, (0) > dn: 


14, Să se demonstreze că pentru o extindere separabilă D/k sistemul (+) este o 
bază fundamentală a lui Dyp relativ la Dy. 
15. Să se demonstreze că pentru o extindere separabilă Kik, oricare ar îi «e D., 
este valabilă formula 
———— m * 
Sp gula == es Spe a) Bs 
P x/u(%) di s P Egy/Epl ) 
16. Fie fU) polinomul caracteristic al elementului «e O, relativ la iSjf. Înlocuind 
coetieienții acestuia cu clasele respective de resturi din Xp obţinem polinomul f(()e 
e L []. Notăm apoi pentru fiecare s = 1,..., m prin qs(t) polinomul caracteristic al 
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elementului gese Epy relativ la extinderea Eps Ap. Generalizind problema precedentă 
(în cazul cind Kjk este separabilă), să se demonstreze că 


* FO = pE palt, 


17. Fie extinderea separabilă K/k. Alegem pentru liecare p cite o bază fundamen- 
tală Zr ees aa în inelul Op relativ la op. Notăm 


dp = Yp(D (21s -c Xn) 


Să se demonstreze că numerele intregi dp > 0 sint aproape toate nule. Divizorul întreg 
al inelului p 


d 
dg = ÎL pë 
p 


sc numește discriminant al extinderii Kk (relativ la inclul o). 
18. Să se demonstreze că divizorol prim p al inelului o nu intervine în diserimi- 
nautul Dr (adică dy = 0), dacă şi numai dacă p nu se ramifică în O (toţi indicii de 


ramificare e; sînt 1) și toate extinderile Xp ($ = 1, ..., m) sint separabile. 
19. Fic inelul O avind o bază fundamentală Coen ses Oa relativă la o. Să se demon- 


streze că discriminantul Day este egal cu divizorul principal (D(op. - -- 0a))- 
20. Folosind notaţiile de la pct. 2 presupunem că extinderea Kik este extindere 


Galois și are grupul Galois G. Pentru automortismal oe G și divizorul A = şi span) 
B 


din inelul D notăm 
psi mă: 
sA) = [f oH”. 
P 
Să se demonstreze că oricare ar fi x nenul din O este valabilă formula 
a((x)g) = (o(4))x. 

21. Fie e un inel cu teorie a divizorilor, k corpul său de fracţii, k c K ce R’ un 
lanţ de extinderi finite, O şi O” închiderile întregi ale inclului o în corpurile K şi, res- 
pectiv, K, $ un divizor prim al inelului O’ și P un divizor prim al inelului O, care 
se divide prin S$. Să notăm prin e, e şi e, indicii de ramificare ai lui $ relativ la k, 
SR" relativ la k și, respectiv. W relativ la X. Un sens analog îl au gradele de inerție 


FA f și fi- Să se demonstreze că 


e = ee P= fh 


$6. INELE DEDERINDIENE 


1. Congruenţe modalo un divizor, Considerăm un inel O avind cor- 
pul de fracții K, pentru care există o teorie a divizorilor D* -> D. 


DEFINIȚIE. Spunem că elementele a și B din inelul © sînt congruente 
modulo divizorul a e D şi seriem 


z= B (moda), 


dacă diferenta a — B se divide prin a. 
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În cazul unui divizor principal (u), congruenţa « = B (mod (u)) 
este echivalentă, evident, cu congruenţa «= 6 (mod yu) în sensul 
definiţiei dată la pet. 1 $4. Complemente. 

Să, trecem în revistă citeva proprietăţi elementare ale congruen- 
telor, care se deduc imediat din definiţie. 

1) Congruenţele modulo a pot fi adunate şi înmulţite membru cu 
membru. 

2) Dacă o congruență modulo a este adevărată, este adevărată și 
congruenţa modulo b, unde b este un divizor al lui a. 

3) Dacă o eongruenţă este adevărată atit modulo a, cît şi modulo 
b, atunci este adevărată şi pentru modulo cel mai mie multiplu co- 
mun al lui a şi b. 

4) Dacă elementul «e © este relativ prim cu a (adică divizorii 
(a) şi a sint relativ primi), atunci din congruența af = 0 (moda) 
se deduce că B= 0 (moda). 

5) Într-o congruență modulo a se pot simplifica ambii membri 
printr-un tactor comun cu condiţia ca acest factor să tie relativ prim 
cu a. 

6) Dacă p este un divizor prim, iar af 

a = 0 (mod p), sau B =0 (mod p)). 

În virtutea proprietății (1), în mulțimea claselor de resturi ale 
elementelor inelului O, modulo un divizor dat a, putem introduce 
operaţiile de adunare şi înmulţire. Se verifică imediat că multimea 
tuturor acestor clase formează inel relativ la operaţiile respective. 
Acest inel se numeste inelul claselor de resturi modulo divizorul a și se 
notează O/a. 

Proprietatea (6) exprimă deci faptul că fiind dat divizorul prim 
p inelul claselor de resturi O/p nu are divizori ai lui zero. 

Să presupunem acum că O este un ordin maximal într-un corp K 
de numere algebrice. În acest caz divizorii inelului O îi vom mai numi 
şi divizori ai corpului K. 

Întrucît orice divizor a al corpului K divide şi un anumit număr 
nenul «e O, iar numărul « este, la rîndul său, divizor al unui număr 
natural a (de exemplu, | V(a)| se divide prin «), deducem că pentru 
orice divizor a există un număr natural æ care se divide prin acesta. 
Pe baza proprietăţii 2 numerele care se găsesc în clase de resturi dife- 
rite modulo a se află şi în clase de resturi diferite modulo a. Amin- 
tind că în ordinul O numărul claselor de resturi modulo a este finit 
(și egal cu a”, n fiind gradul corpului K, v. demonstraţia teoremei 
5 $2 cap. II), obţinem următoarea teoremă. 


= 0 (mod p), atunci tie 


TROREMA 1. Oricare ar fi divizorul a din corpul K de numere 
algebrice, inelul factor Dja este finit. 

Fie p un divizor prim din corpul K. Exponentul vp care îi cores- 
punde induce pe k exponentul p-adic v,, unde p este un număr prim 
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bine determinat. Deoarece v. (p) = 1, atunci vp(p)>0, deci p = 
= 0 (mod p). Dacă numărul prim q este diferit de p, atunci v,„(q) == 0 
Şi, prin urmare, vp(q) == 0, deci q # 0 (mod p). 

inelul factor Op, fiind finit și fără divizori ai lui zero, este un 
corp finit (v. Complemente, $3). Deoarece oricare ar fi ae O avem 
pa= 0 (mod p) şi deci caracteristica acestui corp va fi p. În acest 
mod, este alabilă teorema următoare. 


TROREMA 2. Orice divizor prim p dintr-un corp de numere alge- 
brice e ste divizor al unni număr prim rațional p și numai al unuia 
singur: Inelul factor Cp este un corp finit de caracteristică p, 

Ahadar, în corpurile de numere algebrice teoria divizorilur are 
propriCtatea că inelul claselor de resturi modulo un divizor prim este 
corp. În general aceasta nu este adevărată, De exemplu, în inelul 
polinoamelor kie, y] de două nedeterminate peste corpul k, inelul 
claselor de resturi modulo divizoral prim (æ) este izomorf cu inelul 
polinoamelor k[y] în o nedeterminată şi, prin urmare, nu este corp. 

Ipoteza că inelul factor Dip este un corp, echivalează, evident, 
cu rezolubilitatea congruenței ag = 1 (mod p). Aceasta arată că 
numai o astfel de ipoteză asigură în inelul © construirea unei teorii 
suficient de complete a congruenţelor, avînd proprietăţile congruen- 
telor uzuale din teoria numerelor, 


2. Congruenţe în inele dedekindiene. DEFINIȚIE. Inelul O se numeşte 
dedelindian, dacă în el există o teorie a divizorilor D* —> D și oricare 
ar fi divizorul prim pe D, inelul factor Ojp este corp. 

Ca exemple de inele dedekindiene, în afară de ordinele maximale 
din eorpaurile de numere ulecbrice, pot fi luate închiderile întregi ale 
inelului polinoamelor wfe] “de o nedeterminată, în extinderile finite 
ale corpului funcţiilor raţionale k(2) (problemele 1 şi 2). Tot un inel 
dedekindian este şi ine Jul D, al unni e xponent v pe un corp oarecare 
(v. pet. 1 § 4), gi în general orice inel în care există o teorie a divi- 
zorilor, avînd un număr finit de divizori primi (problema 3). 


LEMA 1. Oricare ar fi elementul a din inelul dedekindian D nedi- 
vizibil prin. divizorul prim p, congruența o% = 1 (mod p”) este rego- 
lubilă in ©, oricare ar fi numărul natural n. 


Demonstraţie. În cazul n = 1 congruența este rezolubilă prin 
definitie. Pentru cazul gener: al vom demonstra lema prin inducție 
după n. Dacă 


až, = 1 (mod p) și 0% = 1 (mod p”), 


atunci pentru anumiţi B, = 0 {mod p} şi Ba = 0 Gnod p) au loc 
egalitätile 


1 = să + Bu 


1T — c. 195 


prin. înmulţirea cărora obținem 1 = «ë + BBm, unde 


E astra F EPa + Ei şi Biba =0 (mod perie 


În acest mod, 


Da 


= 1 (mod p”**!) 


şi lema 1 este demonstrată. 
TEOREMA 3. Într-un inel dedekindian © există un element É care 
satisface congruentele 


E = Pa (mod př), 


Bn (mod pir) 


pr 
Ii 


oricare ar fi Bi,- - ., Pm din D gi oricare ar fi divizorii primi Pi, -s Pm 
oricare doi distincti (ky, . . Kn fiind numere naturale). 


Demonstrație. Oricare ar fi divizorul 


DR kti pÉ k ea 4 
a == pe PD e pp (i Tecs mh 


putem determina elementul «; e D care se divide prin a, dar nu se 
divide prin p,. Cu lema 1 congruența a;b; = B (mod při) este rezohi- 


bilă relativ la £,e D. Se verifică imediat că elementul 
d = ata si F Oem 


satisface condițiile teoremei. 
TEOREMA 4., Fiind date elementele a #0 şi 6 din inelul dedekin- 
dian D, congruența 


at = B (mod a) (1) 


esie rezolubilă, dacă și numai dacă B se divide prin cel mai mare divizor 
comun al divizorilor (a) și a, 


Demonstraţie. Mai întâi presupunem că divizorii (2) și a sînt rela- 
tiv primi, caz în care vom demonstra rezolubilitatea congruentei (1) 


oricare ar fi p. Fie a = př... p= = př, unde divizorii primi 
Pi- ai sînt oricare doi distinct ti. Contorm lemei 1 pentru fiecare 
i = 1l, ..., Mm există în inelul D elementul č; încît at; = f (mod pt). 


Conform teoremei 3 putem găsi pentru fiecare i cîte un element &, 
astfel încît £, = &; (mod ph) şi č; = 0 (moda,). Este acum limpede 
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că suma Ep... kr Em = 6 satisface congruenţa «ë = 8 (mod pi) 
oricare ar fi i = 1, -. -; MŞI, prin urmare, va satisface şi congruența. (1). 
Să trecem la demonstrația teoremei în general. Fie d = pt... 

.. pin cel mai mare divizor comun al divizorilor (a) şi a. Dacă con- 


gruența (1) se verifică modulo a, atunci trebuie să se verifice şi modulo 
d Şi, deoarece a i 0 (mod d); trebuiè să fie îndeplinită şi congruenţa, 
B =0 (modd). În acest, mod a fost demonstrată necesitatea condi- 
pier din enunţ, ô OPES 

Ă Să j presupunem acum că g se divide prin D. în virtutea teoremei 
3 g 4 există în corpul K un clement p astfel îineit 


Yp (e) => 4 Gsi dn) = (2) 


Vom arăta că putem alege elementul ui satisfäcind condiţia (2 ) şi astfel 
îneit i 


val) > 0 E | ET i (3) 


oricare ar fi divizorii primi ge D. diferiți de p4, ..., Pm. Presupunem 
că u nu satisface condițiile (3) gi fie A +- qs toti divizorii primi dife- 


riți de p,, ..., Pm pentru care vg al u) == 7; < 0. Luă în O un astfel 
de element y încit yh) = Aj <s) e = 0 (1S <m), 
Este limpede că elementul y’ = uy a atât! condițiile (2) 'cît gi 


(3), afirmaţia făcută fiind demonstrată. Fie divizorul d definit prin 
egalitatea a = bb. Dacă u satistace condiţiile (2) şi (3), atunei elemen- 
tul ap. apartine lui O şi este relativ prim cu b. Dai cce potrivit enun- 
tului 6 se divide prin b, atunci gi Bu a parține lui O. Contorm celor 
demonstr rate, există un anumit element £ în inelul O, încit «uğ = 
= Bu (mod b). Pentru orice î = 1, ..., m obţinem ; 


Yp lE — B) = vp (auk — Bu) + h > ki — li t le = ka 
ceea ce înseamnă, de fapt, că clementul E satisface congruenţa (1). 


3. Divizori si ideale. Vom arăta acum că într-un inel dedekin- 
dian D toţi divizorii se găsesc într-o corespondenţă bijectivă, canonică 
cu toate idealele nenule. 

Oricare ar fi divizorul a notăm prin a mulțimea tuturor elemen- 
tei ot inelului O care se divid prin a. Evident că a este un ideal nenul 
al inelului D. 


Vom demonstra în prealabil următoarea lemă. 


| LEMA 2. Dacă a, ..., & sâni elemente nenule ale inelului dede- 
kindian D iard este cel mai mare divizor comun al divizorilor principali 
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(a) ..-, (a), atunci orice element ae D care se divide prin d poate fi 
reprezentat sub forma 


x = G Aa P Ea, E eD). 


Demonstratie. Aplicăm metoda inducției în raport cu s. Pentru 
s = 1 afirmaţia lemei este imediată, Fie s > 2. Să notăm prin d, 
cel mai mare divizor comun al divizorilor (e), ..., (ap). Este clar 
că în acest caz d este cel mai mare divizor comun al divizorilor d, și 
Ca). Fie a divizibil prin d. Potrivit teoremei 4 congruența af = 
= a (mod d,) este rezolubilă relativ la elementul e ©. Conform 
presupunerii inductive există în inelul O anumite elemente £,,... îi 
astfel încât a — Ea, = bat. Ea so. Lema 2 este demonstrată. 


Demonstraţie (teorema 5). Conform condiţiei 3 din definiția teo- 
riei divizorilor aplicaţia a -> ă este o injecție, 

Fie A un ideal oarecare nenul al inelului ©. Oricare ar fi divizor ul 
prin p notăm 


a(p) = min yp(a). 
«EA 


Evident că a(p) este nenul numai pentru un număr finit de divizori 
primi p. Produsul a = y p, în care p parcurge toți acei divizori 


primi pentru care a(p) # 0 este, prin urmare, un divizor. Vom demon- 
stra că a = A. Fie a un element din â. Se pot găsi în A elementele 
Ay. -p as astfel încît a(p) = Min(vp(a) ---> Yp(a)). Aceasta. înseamnă, 
că divizorul a este cel mai mare divizor comun al divizorilor principali 
(ap), ..-> (a). Potrivit lemei 2 elementul «e a se poate reprezenta 
sub forma a = ţa +... + Esau, avind coeficienții E; din O. Din 
această reprezentare se deduce că a e A şi deci a c A. Avind în vedere 
şi evidenţa incluziunii reciproce A c a, se deduce egalitatea A = a. 
Am demonstrat deci că aplicaţia a — a stabileşte o corespondență 
bijectivă între toţi divizorii inelului O, pe de o parte, și toate idealele 
sale nenule, pe de alta. | 

Mai trebuie verificat că această corespondență este un izomoriism 
alieă oricare ar fi divizorii a și b avem 


ab= ab, l (4) 


Să notăm prin C produsul ab. Deoarece C este un ideal nenul in D, 
există, pe baza celor demonstrate, un divizor c astfel încit C = ct. 
Trebuie să demonstrăm că c= ab. Considerăm . divizorul prima p 
care intervine în a şi b cu exponenţii æ, respectiv, b. Atunci 


min vp (y)= min v pla) = min vpfæ) + min vy (B) =6 + b. 


yec xed, BEp asā Si eeb 
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Deoarece aceasta este adevărat, orleare ar fi divizorul prim p, ciunei 
c =b şi egalitatea, (4) este demonstrată, l 

Din faptul că aplicația a -va este un izomorfiem, rezultă, in 
particular, că. toate idealele nenule zle inelului O formează, relativ 
la. operația, de înmulțire un semigrup cu descompunere unică în facto- 
ri primi. Pentru construirea unei teorii a divizorilor într-un inel 
@edekindian (în particular, în ordinul maximal al unui corp de numere 
algebrice) se poate lua, în acest mod, ca semigrup D, semigrupul 
idealelor nenule. Imaginea elementului g: 0* prin komomaortismul 
D* -> D va fi atunci idealul principal (a) generat, de acest element, 
Modul acesta de construire a unei teorii a divizorilor aparține lui 
Dedekind. 


A. Divizori Iraeţionari. Dacă pentru inelul D a fost construită o 
teorie a divizorilor O* — D, atunci aceasta ne furnizează, o i mumită 
informatie asupra structurii semigrupului DE. Este natural să, încer- 
em să obținem, într-un mod analog, informatii esupra ttrueturii 
întregului grup multiplicativ K* al corpului de fracţii W. În acest 
Scop; vom extinde noţiunea, de divizor. 

Urmând tradiţie, păstrăm termenul de divizor pentu scegsiğ 
noțiune mai largă, iar divizori avînd semnificaţia đe pină seum îi 
vom numi în continuare divizori întregi. 

DEFINTEIE, Fie O un inel, E corpul său de fracții, iar ps. - Pra 
un sistem finit de divizori primi. Expresia 


a=pli pi (5) 


cu exvponenții întregi Ki, ..., km (nu neamvărat pozitiei) se numeste 
divizor al corpului K. Dacă niei un exponent k; nu este negatie, atu ci 
divizorul a se numeşte întreg (sau divizor al inelului D). În cez contrar 
acesta se mimeste. fraclionar. 

Divizorul (5) poate fi scris uneori mai comod ca un produs in- 
finit 

a= H p, (6) 
P A 

extins asupra, tuturor divizorilor primi p, în care, totusi, numai un 
numi finit dintre exponenții a(p) sint nenuli. 

Inmultirea divizorilor se defineşte prin formula, 


(TI pup!) (II pi?!) = Hi pap) bip, 
p p p 


Această regulă de înmulţire coincide, desigur, în cazul divizorilor intregi 
cu regula de înmulțire în semigrupul D. Se constată imediat că toţi 
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divizorii corpului K formează un grup abelian relativ la operaţia 
de înmulțire introdusă, notăt în'cele ce urmează prin $. Eiementùl 

unitate din acest grup este divizorùl unitar e pentru” care toți expo- 
nemţii a(p) din reprezentarea (6)''sînt nuli. 

Deoarece orice element nenul £ e E este vaportul a două, clemente 
din O, potrivit condiţiei 1) din teorema, 4 $3, printre exponenţii vp 
ai corpūľni K corespunzători divizorilor primi p există doar un număr 
finit de divizori pentru care vpl é) Æ 0. Fie aceşti exponenți vpi 

Ypm. Divizorul 


a 


“da, T io =I? a 


i=l 


se numeşte fivizorul . principal corespunzător, elementului  £ e K*, 
şi se notează prin, (E). Această nouă noţiune de divizor. o 
coincide), evident pentru elementele din O cu cea iniţială (v; pet, 4 
$ 3). În virtutea condiţiei 2 din teorema 4 $3, divizorul princ cipal (E) 
va fi întreg, dacă și numai dacă č aparţine inelului ©. ; 
Din condiția 2 a definiţiei exponentului ($3 pet. 4), se deduce 
. . po a . al H . > te A 
imediat că aplicaţia, £ = (5), E e K*, este un homomorfism K* -> D 
al grupului multiplicativ :al corpului E în grupul divizorilor D. Con- 
form teoremei 2 $ 3 acest homomorfism este o aplicatie pe tot grupul 
D (epimorfişm), dacă şi numai dacă în O descompunerea în-factori 
primi este wnică. Nucleul PE i evident grupul unităţilor inelutui 
D şi deci pentru elementele £ și y din K* egalitatea (E) = (n) este 
verificată, dacă şi numai dacă £ = ne, e fiind unitate în inelul D 
Să transpunem noţiunea de divizibilitate a divizorilor întreg 
asupra, divizorilor oarecare. Fie a = = Ip (P) şi b = ff piP doi diviz ori 


p 
arbitrari (au neapărat întregi). Spanie că a se divide prin b. (b este 
ae al tui a, a este multiplu de b), dacă există un divizor intreg 
astfel incit a = be. Altfel spus, divizibilitatea lui a pr in b poate ti 
pe al prin inegalit; tile a(p) > b(p) pentru orice p. 
Pentru a şi b arbitrari notăm d(p)= min (a(p), b(p)). Deoarece 
numerele raţionale d(p) sînt nule aproape pentru toti p, expresia 


d = | piP este divizor. Acest divizor d se numeşte cel mai mare 


divizor comun al divizorilor a şi b (acesta este divizor al lui a și b 
şi se divide prin toți divizorii comuni ai lui a şi b). Analog se defi- 
neste cel mai mie multiplu comun al divizorilor a şi b. 

Elementul ae Æ se apane că este divizibil prin divizorul a= 
= =i pP dacă, «= 0 san dacă divizorul principal (o a) se divide prin 


a. ii limbajul. exponenților, divizibilitatea lui « prin a se caracteri- 
zează prin inegalităţile vp(a) < a(p) pentru. orice p. 
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__ Corespondenta expusă la punctul precedent, între divizorii întregi 
ai unui inel dedekindian şi idealele sale nenule, poate să fie extinsă, 
gi asupra divizorilor fr acționari, dacă, se utilizează notiunea de ideal 
fracţionar (v. Complemente, $4, pet. 4). 

Ca, și în pet. 3, vom nota cu. @ mulţimea tuturor elementelor cor- 
pului K diviz ibile prin divizorul a (care nu mai este neapărat 
întreg). Din condiţia 3 a definiţiei exponentului {$ 3, pei. 4) se deduce 

ză dacă a și 8 sînt divizibile prin a, atunci și a + p se divide prin a. 
Aceasta, înseamnă că mulțimea a este un grup relativ la operaţia de 
adunare. Moi departe, ev ident că oricarear fi acd şi Ec O produsul 
Zx aparţine de asemenea, lui ă. Pentru a mai pune în evidenţă © pro- 
prietate a grupului a 4, ne vom convinge mai intii de valabilitatea for- 
mulei 


paes SER ^ 
gda = yla) (rc K*, ae D) (7) 
Într-adevăr, divizibilitatea elementului € prin (a este echivalentă 


E 
cu conditiile ka vp) + a(p) pentru orice p, yp (~) > a(p) 


pentru orice p, ->e ă,2 2 yă (aici a(p) este exponentul cu care intervine 
pin divizorul a ,  Bincânţeles că putem determinas pentru orice divizor 
a un clement y e O* astfel încât divizorui (a să fie intreg. Formula (7) 
arată că pentru un asemenea y este ade a ată inclozianea ypc O. 

Constatăm, astfel, că mulţimea a este p r orice divizor aun 
ideal al corpului K in sensul definiţiei de la pe t. 4 §4 Cormplemente. 
Presupunem: = pentru doi divizori a şi b este iz cd egalitatea 


a=b. Alegem un element nenul y astfel încât divizori (ja și (e 


să fie intregi. În vute fönk (7) putem serie (ra = (0, de 
unde se deduce că (-p)a== ("pb si deci a==b. ám demonstrat în acest 
mod că, aplicaţia a — a este o bijectie (dacă inelul D nu este dedekin- 
dian, această aplicatie nu va îi o aplicaţie „„pe”? : nu orice ideal nenul 
al inelului D se reprezintă îl forma ñ, v. pri pii 11). 

Să presupunem acum că, 4 D este un inel Qedekindian avînd corpul 
de fracţii i. Să luăm un ideal A al corpului K., Dacă elementul nenul 
y este ales astfel încât vd c D, atunci A va fi ideal nenw. al inelului 
D şi de aseen, conform, teoremei :; 5, va exista un anumit divizor întreg 
e, astfel încit, c == y4. Să notăm prin a== c(y) 1. Atunci y4 = (va = 
= ya, de unde se deduce că A = â. În acest mod, orice ideal al cor- 
pulu K este imagine a unui anumit divizor prin aplicatia a —> a. 
Daci a şi b sint doi divizor i, atunci alegind elementele nenule y ṣi y’ 
astfel îneit divizorii (pa și (y')b să fie intregi, pe baza teovernei 5 şi 
formulei (7), se obţine 


read = tro = ja (78 = a vE = oră d, 
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De aici se deduce, în particular, că toate idealele corpului K formează, 

un grup relativ la operația de înmulțire. Elementul anitite în acest 

grup va ti inelul D=€. Idealul a va avea ca invers idealul a™>. 
Să formulăm generalizarea pe care am obținut-o pentru teorema î. 


TEOREMA 6. Fie O un inel dedehindian avind corpul de fracții 
K. Pentru, orice divizor a vom nota prin à mulțimea tuturor elemente- 
lor din K divizibile prin a. Aplicația a->a este un izomorfism al 
grupului divizorilor corpului K pe grupul idealelor corpului K. Prin 
acest izomorfism divizorii întregi corespund îdealelor întregi și reciproc. 


OBSERVAȚIE. Inelele dedekinrdiene admit următoarea caracte- 
rizare abstractă. Inelul O (comutativ, cu unitate şi fără divizori at 
lui zero) este un inel dedekindian, dacă şi numai dacă : 1) este întreg 
închis, 2) este noetherian (adică orice ideal al lui O admite un sistem 
finit de generatori); 3) orice ideal prim nenul al lui D este maximal. 
Necesitatea acestor condiţii se deduce din teorema 3 $ 3, problema 
8 şi teorema 5 din acest paragraf (v. si problema 15). În ce priveste 
suficiența, a se vedea, de exemplu, cartea: ZARISSEI, O., SAMUEL, 
P., Algebra comutatică, vol. I, cap. 5, Moscova, 1963). 


PROBLEMIE: 


1. Să se demonstreze că inclul Afe] al polinoamelor în o nedeterminată peste un 
copr k este dedekindian, | 

2. Fic o un inel dedekindian și k corpul său de fracții. Să se demonstreze că 
închiderea înțreagă D a inelului o în corice extindere finită a corpului k este de aseme- 
nea un inel dedekindian. 

3. Să sc demonstreze că un inel în care s-a dat o teorie a divizorilor avind un 
număr finit de divizori primi este dedekindian. 

4. Să se demonstreze că intr-un inel dedekindian sistemul de congruențe 


= a (moda,), 


E = am Mod am) 


este rezolubil, dacă şi numai dacă z;= aş (mod b;3), i # jd; fiind cel mai mare divizor 
comun al divizorilor a; şi aj. 

5. Fie a un divizor dintr-un incl dedekindian O. Să se demonstreze că mulţimea 
acelor clase de resturi din O/a, care sînt formate Qin elemente relativ prime cu a, for- 
mează un grup relativ la operaţia de înmulţire. 

6. Să se demnostreze că dacă f(x) este un polinom de gradul n ai cărui coeficienți 
aparțin inelului dedekindian O, nu toți divizibili prin divizorul prim p, atunci con- 
gruența f(x) = 0 (mod p) admite cel mult n soluţii în D. , 

7. Fie O un incl dedekindian, p un divizor prim al inelului O și f(x) un polinom 
cu coeficienţi din D. Să se demonstreze că dacă elementul «E D satisface condiţiile 


(a) = 0 (mod p), f'(x) = 0 (mod p), 
atunci oricare ar îi m> 2 există în inci O un element £ astfel incit 


f(E) = a (mod p”), 52 v (mod p). 
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8. Să se demonstreze că intr-un inel dedekindian orice ideal sau este principal 
sau esle generat de două elemente. 

9. Fie D un inel dedekindian avind corpul de fracții K. Să se demonstreze că prin 
izomortismul a > w al grupului divizorilor corpului X pe grupul idealelor corpului K, 
eelui mai mie multiplu comun al divizorilor îi corespunde intersecția idealelor respective, 
iar celui mai mare divizor comun al divizorilor, suma idealelor (prin suma A -+ B a 
idealelor A şi B se înţelege mulţimea tuturor sumelor z + 8, ue A, 3e B). 

10. in inelul O = kfx, y] al polinoamelor în două nedeterminate peste corpul K 
descompunerea în factori primi este unică și deci în aceasta există o teoric a divizorilor, 
Să se demonstreze că idealul A == (x. y) al inelului O, generat de ncdeterminatele æ 
Şi y, nu corespunde nici unui divizor. 

11. Să se demonstreze că dacă în inelul O avind teoria divizorilor D*-> T, orice 
ideal nenul are forma a (a€ Ẹ, atunci acest incl este dedekindian. În particular, orice 
inel cu ideale principale este dedekindian (v. § 2. problema 12), 

12. Să se demonstreze că dacă în inelul D toate idealele nenule formează relativ la 
operația de inmulțire un semigrup în care descompunerea în factori primi este unică, 
atunci acest inel este dedekindian, 

13. Fie O un incl dedekindian avind cerpul de fracţii K. Dacă A și B sint ideale 
ale corpului A (relativ la O), atunci prin faptul că 4. se divide prin B se înţelege exis- 
tenta unui anumit ideal întreg C astfel încit 4 = BC. Să se demonstreze că divizihi- 
litatea lui 4 priv B este îndeplinită, dacă și numai dacă A c B. 

14. Fie D un inel cu teorie a divizorilor şi p un divizor prim al înclului O. Să se 
demonstreze că multimea p a tuturor elementelor «e D care se divid prin p este ideal 
prim minimal af inelului O, (Idealul. P al inelului O se nmuvește prim, dacă inelul factor 
Dj P unu are divizori ai hui zero, adică dacă produsul oricăror două clemente din © care 
nu aparține lui P nu se allă nici clin P. Un ideal prim P se numește minimal, dacă 
nu conține alte ideale prime: în afara.celui nul.) 

15. Să se demonstreze că in inclul O în care există o leorie a diviziorilor oriee ideal 
prim nenul. P conține un ideal prim p- p fiind un divizor prim al inelului ©. 

L6 Fie D un inel cu teorie a divizorilor și avind corpul de fracţii K.o Să se 
temonstreze că oricare ar fi divizorul a din corpul X (întreg sau Iracţionar) idealul a 
compes din toate acele elemente ale corpului K ce se divid proia este un d-ideal (Gom- 
premente şi, problema 5). Mai precis, ă este intersecția a: două ideale prineipale ale 
corpului W. Să se demonstreze apoi atirmalia reciprocă: oricare ar fi d-idealul A al 
corpului f există un anumit divizor a al corpului K incit a = A. În acest mod. apli- 
ealla a:»% este o corespondenţă bijectivă între toţi divizorii a și toate d-idealele 
A ale corpului KW. 


tz. Fie Și mulțimea esponenților corpului K ce definesc o teorie a divizorilor pen- 


"tru inelul O, Să se demonstreze că dacă inelul O este dedekindian, atunci R conţine 


toli exponenţii y ui eorpului K pentru care v(a)> O oricare ar fi ae O. (Este adevărată 
şi reciproca : cică 9 conţine toţi exponenții v ai corpuhui K pentru eare v(4)> 0 pen- 
tru orice zye O, atunci inelul © este dedekindian.) 


$7. DIVIZORI ÎN QORPURI DE NUMERE ALGEBRICE 


L Norma absolută a unui divizor. Ținind seama de teorema 2 
§ 5 ordinul maximal Dal unui corp de numere algebrice este un ine- 
eu teorie a divizorilor. S-a constatat apoi, în pet. 1 $6, că inelul clase- 
lor de resturi modulo divizorul prin p, notat Cp, este un corp finit 
gi devi inelul O este dedekindian. 
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Să privim corpul K de numere algebrice ca fiind o ba pad 
(de grad finit) a corpului numerelor raționale E. Deoarece ivizorii 
inelului Z al numerelor întregi raționale pot fi identificați eu nume- 
rele naturale, vom considera că grupul tuturor divizorilor (intr egi 
si fractionari) ai corpului R coincide eu grupul multiplieativ a 
numerelor rationale pozitive. În pet. 2 $5 a fost definită noțiunea 
de normă è unui divizor al inelului © relativ la o extindere dată 
K|k. În cazul unui corp de numere algebrice, vom numi, aria 
N(a) == Nxrla) a divizorului a din ordinul O relativ la Spui erea 
KR normă absolută a lui a. Să extindem această normă gi la @Vi- 


zorii fractionari, luînd 

x [m N(m) 

La Nin) 
pentru orice divizori intregi m gi u. Atunci este clar că aplicatia 
a -> N (a) este un homomorfism al grupului tuturor divizoriior corpu- 
lui K în grupul moltiplicativ al numerelor raționale pozitive. | 

Norma absolută a divizorului principal (é), 6e K*, chte raloarea 

absolută a normei numărului 5: 


NE) = NI. a (1) 
Într-adevăr. aceasta coincide pentru & întregi cu- egalitatea (3) 
$5. Dacă &= Sai a şi B fiind întregi, atunci 
; = i 


l Nila) | Nazi Ee ER 

wey = AD IN NE E 
OEE 
Gradul de inerție f al divizorului prim p al corpului K relativ 
la `R se numeşte grad absolut de înerție al lui p (sau simplu, grad) 
Tndicele de ramificare e al divizorului p relativ la & Se numește 
indice absolut de ramificare al lwt p. PE -o 
“ “Dacă, p este divizor al. numărului prim rațional psi dacă p are 
gradul f, atunci conform egalității (11) §5 iii i a E: 
N(p) = p- (2) 


Fie pa, .-., Pm toți divizorii primi ai corpului K care divid pe p 
e ; e, indicii de ramificare ai acestora, atunci p admite în corpu 
Biy ba sa : 

KÉ descompunerea 


P = PP cr Pe. 


Pe baza teoremei 7 $5 indicii de ramificare e, sînt legaţi de gradele 
fi ale divizorilor p, prim relația 


a E ua ie a E (3) 


266 


Iri 


G  OREMA 1. Norma absolută a divizorului întreg a din corpul 


E de numere algebrice este egală cu numărul claselor de resturi modulo 
a ale ordinului mazimal D. ii À 

:. Demonstratie. Bă demonstrăm. teorema mai întîi pentru diyi- 
zorul prim p. Fie pun număr raţional prim divizibil prin p: Gradul 
de inerție f al divizorului p (conform definiţiei dată în pet. 3-$5) 
este egal cu gradul corpului rezidual >, al exponentului v, peste 
corpul rezidual B, al exponentului vw. Însă E, conţine evident p 
elemente, de aceea Ep este un corp finit cu p’ elemente. În conse- 
cință, este suficientă demonstrarea . izomorfismului. dintre corpul 
rezidual Ojp şi corpul Ëp, adică a faptului că prin scufundarea izo- 
mortă O/p —> Xp, corpul Djp se aplică pe tot corpul Ëp. În acest 
scop este suficient să se arate că oricare ar fi če K astfel încît v,(5) > 
> 0, există un anumit «e D astfel încît w(& — a) > 1. Să notăm 
prin dy ...,9, pe toţi acei divizori primi ai corpului K pentru care 
va(£) =— kı< 0. În virtutea teoremei 3 $ 6 există un anumit ele- 
ment + în ordinul O încît 


y= 1 (mod p), 
v= 0 (mod a7) (iesit fasii) 


Este clar că a = ybe O şi v(E— «) > 1. Teorema 1 este astfel de- 
monstrată pentru cazul cînd divizorul este prim. 

Pentru a demonstra teorema 1 în general este acum suficient 
să arătăm că din valabilitatea sa pentru divizorii întregi a şi b se 
deduce valabilitatea sa şi pentru produsul ab. Cu definiţia 3 din 
teorema 4 § 3 există în ordinul maximal O un anumit număr y diferit; 
de zero astfel încît a/y şi divizorul (y)a7? este relativ prim cu b. Fie 
în inelul O-un sistem complet de resturi a, ...»a, (r = X(a)) modulo 
divizorul a, iar B}, ...,8, ($ = N(b)) un sistem complet de resturi 
modulo b, Vom arăta că în acest caz cele rs numere 


| Ciu a - Fa d o 


formează un sistem complet de resturi moduloiab. Fie a un număr 
din O. Pentru un anumit i{1< i< r), avem ' 


i îi e a5 a (mod a). > 
Considerăm congruenţa E Pe AS 
Să E ia E ab, E 


“Deoarece y a fost ales astfel incit cel mai mare 'divizor comun al 
tai (y) si ab să fie a, iar a — a, se divide prin a, din teorema 4:56 


rezultă, că această congruenţă admite soluție relativ la necunoscuta 
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Ee D. Dacă E = B, (mod ab) pentru un anumit j(1 < J< s), atunci 


7E = yß; (mod ab). Avind în vedere şi congruența (5) obtinem 
a = a; + +8, (mod ab). 


S-a demonstrat prin aceasta că în fiecare clasă de resturi modulo 
ab se găsește cîte un reprezentant de forma (4). Mai rămine să se 
verifice că numerele (4) sînt oricare două necongruente modulo ab. 
Fie 

wi t yB; = a + yB: (mod ab). 


Deoarece această congruenţă este valabilă şi modulo a, avind în 
vedere condiția y= 0 (moda), obţniem o; = a, {mod a) şi deci 
i = k, de unde găsim că 


(B; — Br) = 0 (mod ab). (6) 


Admitem că divizorul prim p intervine în divizorii a şi b cu expo- 
nenţii «>0 respectiv b>0. 'Ținind seama. de condiţia vp(y) = a 
din (6) se deduce că vp(6;— fi.) > b. Deoarece aceasta este adevărat 
pentru orice divizor prim p care intră în b cu exponent pozitiv, atunci 
B; = Br (mod b), de unde găsim j =. 

n acest mod, numerele (4) formează într-adevăr un sistem com- 
plet de resturi modulo ab. Numărul claselor de resturi modulo ab 
din inelul D este, prin urmare, rs = N(a) - N(b) = N(ab). 

Teorema 1 este astfel demonstrată. l 

Ca şi în pet. 3 $6, pentru un divizor a din corpul K (intreg sau 
fracționar) notăm prin a idealul, care îi corespunde în corpul K, 
format din toate acele numere «e K ce se divid prin a. Numărul y 
îi alegem astfel încît ya c D. Conform consecinţei teoremei 2 $2 
cap. Il mulţimea ya este un modul în corpul K (submodul al inetu- 
lui O). Atunci însă idealul a este de asemenea modul în corpul A. 
Dacă «că, a 0, iar oj. -O este o bază a inelului O, atunci 
toate produsele ao, ..., «o, aparțin lui u și aceasta înseamnă că în 
idealul «i se găsesc n= (K : R) numere liniar independente din K. S-a 
demonstrat astfel că idealul a este un modul complet; în corpul K, 
oricare ar fi divizorul a. Inelul său de stabilizatori va fi, evident, 
ordinul maximal O. Reciproc, dacă A este un modul complet al 
corpului K al cărui inel de stabilizatori coincide cu ordinul maximal 
O, atunci A va verifica toate cele trei condiţii ale definiției idealului 
(v. $6, pet. 4). În acast, mod, mulțimea tuturor idealelor a coincide 
cu mulţimea tuturor modulelor complete ale corpului K aparţinind 
ordinului maximal O. 

În pet. 1 $6 cap. IL am introdus noţiunea de normă a unui 
modul complet într-un corp de numere algebrice. Din această cauză 
are sens noţiunea de normă a idealelor a. Vom arăta că norma ori- 
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ja divizor coincide cu norma idealului care i se pune în cores- 


pondenţă : 
Nla) = X(ă). (7) 


Pentru divizorii întregi aceasta se deduce din teorema la acestui 
paragraf şi din teorema 1 $ 6 cap. II. Dacă divizorul a este însă 
îraeţionar, putem găsi un anumit ye K*, astfel încât divizorul 
(rja= b să fie întreg. În virtutea teoremei 2 $ 6 cap. II vom găsi 

Xa) = N(b) - Nė) =) - | Niy)| = Ab) = N(yb) =N(a) 
si formula (7) este astfel demonstrată pentru orice a. 

Ca ilustrare a uneia dintre cele mai simple aplicaţii a noţiunii 
de normă vom găsi o evaluare mai fină a numărului (a) de numere 
neâsociate dintr-un ordin maximal a căror valoare absolută a nor- 
mei este æ (în cursul demonstrației teoremei 5 $2 cap. H am stabilit 
evaluarea (a) < a”). 

Să notăm prin (a) numărul acelor divizori întregi care au 
normă a. Deoarece numerele « şi B sint asociate, dacă şi numai 
ia divizorii principali (a) şi (B) sînt egali, în virtutea formulei 

j} gasım 


ola) < h(a). 
Să evaluăm acum numărul 4(a). Fie 


i k. k, 
GDP asi 


numerele p; fiind prime şi distincte. Dacă N(a) = a, atunci a = 
=q... A unde g sint luaţi numai dintre acei divizori primi p 
care sînt divizori pentru p;. În virtutea formulei (2) şi a multiplici- 
tăţii normei avem N(a4) == pjt şi deci w(a) = (pi) ... v(p). 
Din această cauză este suficient să găsim o evaluare a lui W(p*). 
Fie p}, .--»Pm toţi divizorii primi care divid pe p, iar fis... fr 
gradele lor. Considerind egalitatea 


Nipa DE ptm) a pritt Îmi 
problema se reduce la evaluarea numărului de soluţii ale ecuaţiei 
Tu Piece e Ja dim = k, 
relative la necunoscutele nenegative æ, Deoarece, evident, 0 < 
< z; S k, numărul acestor soluţii nu este mai mare decit (k + 1)”. 
Însă m< n = (K : B) şi deci 


pla) < (a t1)... (ks +1). 
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Expresia aflată în paranteză în membrul drept este egală, după 
cum se ştie, cu r(e), numărul divizorilor lui a. Am obţinut astfel 
evaluarea 


Pentru’ a compară evaluarea (8) cu cea anterioară o(a) Ss obser- 


Sa tinde către zero cînd a —> co, 
a 


văm că pentru orice s> 0. raportul 


2. Clase de divizori, DEFINIȚIE, Doi divizori a şi b din corpul 
K de numere algebrice se numeste echivalenți şi se notează a ~ b, dacă 
diferă printr-un factor care este divizor principal: a = b(a), «e la 
Mulțiinea tuturor divizorilor din corpul K, echivalenți. cu un divizo 
dat a, se numeşte clasă de divizori și se notează prin [a]. 

În limbajul teorici grupurilor echivalența a ~ b inseamnă că 
divizorii a şi b aparțin aceleiași clase factor a grupului cît obţinut 
prin factorizarea grupului tuturor divizorilor prin subgrupul divi- 
zorilor principali. Clasa divizorilor [a] poate fi deci definită şi ca 
fiind clasa factor relativ la subgrupul divizorilor principali care îl 
conţine ca reprezentant pe a. Egalitatea claselor [a] = fb] şi echi- 
valența a ~ b exprimă, bineînțeles, aceeaşi situaţie. 

Notăm, pentru orice două clase de divizori [a] şi [b], 


[a]: [b] = [ab]. 


Se verifică imediat că produsul claselor de divizori astfel definit nu 
depinde de alegerea reprezentanţilor a şi b din clasele care se înmul- 
țese şi faptul că toate aceste clase formează, relativ la operaţia de 
înmulţire respectivă un grup comutativ : grupul claselor de divizori 
ai corpului K. Elementul unitate va fi în acest caz, evident, clasa 
[e] formată din toţi divizorii principali. Elementul invers clasei 
[a] va fi clasa [a1). 

În limbajul teoriei grupurilor grupul claselor: de divizori va fi 
grupul cît al grupului tuturor divizorilor prin subgrupul divizorilor 
principali. 

Grupul claselor divizorilor şi, în particular, ordinul său (numărul 
claselor de divizori) sînt caracteristici importante ale corpului K 
de numere algebrice. Dacă numărul claselor de divizori este 1, aceas- 
ta înseamnă că toţi divizorii sînt principali, ceea ce, echivalează, 
cu unicitatea descompunerii în factori primi în inelul numerelor 
întregi din corpul K (teorema, 2 $3). Prin urmare, pentru ca descom- 
punerea în factori primi să fie unică, este necesar şi suficient ca, 
numărul claselor de divizori să fie unu. Problema, unicităţii descom- 
punerii în factori primi în corpul K este, în consecinţă, un caz par- 
ticular al celei privind determinarea numărului claselor de divizori 
în acest corp. Vom arăta în continuare că acest număr este finit. 
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ola) Was (o (8) 


TEOREMA 2. Grupul claselor de divizori al oricărui corp de 
numere algebrice esie finit. l i 

Demonstraţie. Din definiția echivalenței divizorilor rezultă ime- 
liat că divizorii a şi b-sînt echivalenți, dacă gi numai dacă idealele 
are le corespund â, respectiv, b sînt asemenea (în sensul asemănării 
oduletor : v. cap. II, § 1, pet. 3). Grupării divizorilor în clase de 
ivizori echivalenți îi corespunde, prin urmare, gruparea, idealelor 
rpului K (adică a acelor module complete ale căror inele de stabili- 
Zatori sint date de ordinul maximal al inelului. D al tuturor nume- 
relor întregi din corpul K) în clase de ideale asemenea. Ținînd seama 
însă de teorema 3 $ 6 cap. Ii numărul claselor de module asemenea 
avind inelul de stabilizatori dat este finit, deci si numărul claselor 
de divizori echivalenți este finit. 


OBSERVAȚIA 1. Am dedus teorema 2 ca O, consecință, directă 
a teoremei 3 $ 6 cap. II. Demonstrația acestei ultime teoreme s-a 
sprijinit pe utilizarea unei metode geometrice, şi anum6 pe lema lui 
Minkovski asupra unui corp convex. În acest mod, teorema, 2 a fost 
demonstrată, de fapt, recurgind de asemenea la teorma lui Minkovski. 


OBSERVAȚIA 2. Din demonstrația teoremei 3 §6 cap. IL se poate 


deduce următoarea, precizare asupra teoremei 2. În. P clasă: 
: de divizori ai corpului K de numere algebrice de grad y = s -H2 


Fi 


i iu sti, A y 7 2 i ne de deea 
„există un divizor intreg de normă cel mult =) Y (D|, D fiind dis- 


-ry > 


„criminantul corpului K (adică, diseriminantul inelului- numerelor 


întregi ale corpului K). Fie [b] o clasă: «de divizori. Atunci ideaiuj 

b7: 07i- admite ca ideal asemenea pe A= ab-1, care satisface conditiile 
2 

A >29 şi (4 : 9) - — i ViDI (yv. EA teoremei 3 $.6 cap. 


T 
ITI). Deoarece idealul A include pe D, divizorul care îi corespunde; va, 


fi inversul- idealului întreg A =a}, a fiind întreg. Din ‘egalitatea 


a-i = b-1 se deduce că a(a) = b, adică divizorul întreg a aparţine 
“clasei [b] şi conform probiemei 2). jak 


Na) = IO (era) = 435) e (=) T 


TEOREMA 3. Dacă numărul claselor de divizori ai corpului K 
este h, atunci puterea a h-a a oricărui divizor esie divizor principal. 
Demonstraţie. Enunţul teoremei este o consecinţă imediată a 
unei teoreme elementare din teoria grupurilor, conform căreia ordinul 
oricărui element al unui grup finit este divizor al ordinului grupului. 
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Fie a un divizor. Deoarece [a'] este clement unitate al grupul 
claselor de divizori, atunci [è] == [e] şi deci divizorul a: esti 
principal. 

CONSECINȚĂ. Dacă numărul } al claselor de divizori ai corpulhi 
K nu se divide prin numărul prin ] şi dacă divizorul a! este prinecipâl, 
atunci şi a este principal. 

Într-adevă är, conform ipotezei există două numere întregi raţio- 
nale u și v astfel încit lu + he = 1. Deoarece divizorii a! ṣi aè sînt 
principali (primul prin ipoteză, iar cel de al doilea conform teoremei 
3), înseamnă că divizori a” şi aè sint tot principali. În acest ċaz 
şi produsul lor at= a este divizor principal. 

După cum se deduce din problema 20, orice corp Æ de numere 
algebrice poate fi scufundat într-un anumit corp mai larg K, astfel 
incât orice divizor din corpul K să fie divizor principal în corpul A. 
Nu putem să afirmăm totuşi că toți divizorii corpului K sint prin- 
cipali : corpul K are divizorii săi (care nu sint neapărat imagini 
ale divizorilor corpului K, v. teorema 3 $5) şi aceştia nu sint neapărat 
principali. Se pune problema dacă pentru un corp K dat poate fi 
determinat un anumit corp K de numere algebrice, astiel incit 
K c K si K să aibă o singură clasă (pentru care deci h == 1). Un 
asemenea corp X poate fi determinat i in anumite cazuri foar i: simple, 


De exemplu, corpul RY —5) care nu are o singură clasă, pe care l-am 


întîlnit în pet. 3 $2, este inclus în corpul RAY- —5, YD care nu 
are decit o clasă. In general însă răspunsul lu. problema pusă este 
negativ (GoLop, E. S., ŞAPAREVICI, I. R., Despre. turnul corpurilor 
de clase, Izv. A.N.S.S.S.R., ser. mat., 28, N" 2, 1964, 262—272). 
Mai mult, se poate arăta că nu este posibilă” scufundarea corpului 
într-un corp cu o singură clasă decit dacă numărul de divizori 
primi ai discriminantului său este mai mare decit; o anumită margine 
care depinde numai de gradul (K: E). De exemplu, corpul pătratie 
RYS) nu poate fi scufundat într-unul cu o singură clasă dacă dis- 
criminantul său conţine mai puţin de opt numere prime distinete 
în cazul d >00 şi mai puțin. de sase numere prime distincte în cazul 
d <0. Există însă o infinitate de corpuri pătratice imaginare care 
conţin în diseriminanţii lor patru factori primi distineţi si deci nu 
pot fi scufundate în corpuri avind o singură clasă. Exemple de astfel 
de corpuri sint: R(| 13-17-4353), RV -23 -41 -73), 
RV ZU - 89 -251) (v. Kocu, H., Geloissehe Theorie der p-Erwei- 
terungen, B erlin, 1970). 

Pină în momentul de față rămîne deschisă problema dacă nu- 
mărul corpurilor avind k = 1 este în general infinit, cu toate că o 
parcurgere a. tabelelor existente arată că asemenea, corpuri sint 
întilnite relativ frecvent (v. tabelele eare dau numărul 4 pentru 
corpurile pătratice reale si corpurile cubice reale). 
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-de corpuri pătratice imaginare cu k = 


Cu toate că pentru unele clase de eorpuri (de exemplu, pentru 
rpurile pătratice şi cele cielotomice, v. cap. V) au fost găsite for- 
ule care dau numărul claselor, în cazul general se ştie foarte puţin 
despre numărul Ph şi cu atit mai mult, despre grupul claselor de divi- 
zări. Printre puţinele teoreme generale asupra numărului % se află 
şijteorema, Siegel-Brauer, care afirmă că pentru toate corpurile avind. 
dul n fixat, numărul A al claselor de divizori, regulatorul Æ și 
iteriminantul D sint legate prin următoarea. relaţie asimptotică. : 


| pae, = 1 cînd iD! > œ (=) 
în (FD) 
(BRAUER, R., On the la iti of algebraic number fields, Amer. 
J. Math. 69, N22, 1947, 243— reală Deoarece pentru corpurile pă- 
tratice imaginare regulatorul este 1, atunci din (+) se deduce că în 
cazul acestor corpuri R — co cind | — œ. Obţinem astfel, în par- 
ticular, că există doar un număr finit de corpuri pătratice imaginare 
pentru cate h == 1. Din tabele se deduce că există nouă corpuri pă- 
tratice imaginare pentru n h = 1 (diseriminanţii lor sint —3, 
4, —7, 8 - 11, —19, , —-67, —163). În ultima vreme s-a 
demonstrat că acest C nouă; pis sint singurele corpuri: pătratice 
imaginare pentru care k = 1. Relaţia (+) nu “conduce la nici o infor- 
matie despre eomportarea „numărului Ah. deoarece nu cunoaștem 
mărimea regulatorului R. 


Este interesant faptul că presupunerea finititudinii numărului 
- 1 (în limbajul formelor pătra- 
tice binare) a fost avansată prima dată în 1801 de către Gauss, care 

a găsit cele nonă corpuri enumerate anterior şi a verificat că printre 
corpurile cu |D] < 3000 nu se mai văsesc şi altele de acest tip. Pro- 
blerha, a rămas deschisă multă. vreme şi numai în anui 1934 a fost 
rezolvată „afirmativ. Anume, Heilbron şi Linfoot au” demonstrat, 
folosind metode analitice, că nu există mai mult de zece corpuri 
pătratice pentru care k = 1. Problema, existenţei celui de al zecelea 
corp a fost numită problema celui de al zecelea discriminant şi a fost 
rezolvată pentru prima oară în 1952 de către Heegner care a folosit 
legătura foarte frumoasă care există între teoria corpurilor pătra- 
tice imaginare și functiile modulare (HEEGNER, K., Diophantische 
Analysis und Modulfunktionen, Math. Z. 56, 1952, 227—253). Totuşi, 
datorită expunerii neclare raţionamentele lui Heegner au rămas mult 
timp neconvingătoare. În anul 1967 Stark a găsit o nouă demon- 
straţie a inexistenţei celui de al zecelea corp (STARK H. M., A complete 
determination of the complex quadratic fields of class-number one, 
Michigan Math. J. 14 N- 1, 1967, 1--27). Curind după aceasta Deu- 
ring și Birch au clarificat complet rationamentele lui Heegner 


273 


18 — c. 796 


(DEURING, M., Imaginare quadratische Zahlkorper mit der Klasseng 
Eins, Inveni. math. 5 NS 3, 1968, 169—179; Birch. B. J., D 
Phantine analysis and modular functions, Algebr. Geom., Lionddn, 
1969, 35—42). i 


3. Aplicaţie la teorema lui Fermat. Rezultatele din punctele 
precedente ne dau posibilitatea să demonstrăm valabilitatea feo- 
remei 1 $ i pentru o clasă mult mai largă de a bea l 


TEORTMA 4, Fiel un număr prim impar și % o rădăcină primi- 
tivă de ordinul l. Dacă numărul claselor de divizori ai corpului (č) 
nu se divide prin l, atunci eæponentul | verifică primul caz al teo- 
remei lut Fermat. 


„Demonstraţie. Procedăm prin reducere la absurd, presupunină 
că ar exista niște numere intregi. raţionale æ, y, 2, nedivizibile prin ! 
şi care verifică ecuația i spo , 


THY SZ. 


Evident, se poate considera că v, y şi 2 sint relativ prime. În inelul 
numerelor întregi din corpul 22 (7) această egalitate se poate scrie 
sub forma, | 
i—i. E : i n 

ŢI (e + tj = d 

k=0 . Ea 
Deoarece æ -+ y= æ -+ y: => ai = 2 (mod) şi z:nu este divizibil 
prin ł rezultă că nici œ -+ y iw se divide „Dra l. În acest caz, aga 
„cum s-a constatat la demonstratia lemei 5 $i, pentru m Zn. (mod [) 
există în inelul Z[£] nişte numere č, şi i astfel încit 


(æ+ Et (æ = yi = 1. 


Prin urmare, divizorii principali (æ + gy) (k= e m sina [= 1) 
sînt oricare doi relativi primi. Deoarece produsul lor este o- putere 

al — å (a divizorului. (2)), fiecare dintre acești divizori’ luat separat, 
ni aa să fie o putere a la. În! particular, 


(2 + Cy) = af, 


a 


unde a este un divizor întreg din corpul R(t). Conform enunțului, 
numărul: claselor de divizori ai corpului R(%) nu se divide prin { şi, 
prin urmare, din consecința teoremei 3 se deduce că divizorul a 
éste principal, adică a = (a); unde « aparține ordinului maximal 
Dz LEI al corpului R((). Din egalitatea 


(w + ty) = (a) 
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e deduce acum: că 


pi vy = cai, 
de e este unitate î în inelul O. Într-un mod iaie obținem şi 


e — če = = eo : 


(a, e O, e, fiind unitatea din O). Egalităţile obţinute aşa cum s-a 
e bi în pet. 3 $1, conduc la contradicţie (în această etapă a de- 
monstraiției teoremei 1 §1 nu am folosit unicitatea descompunerii), 
Teorema 4 a fost astfel demonstrată. 

Acele numere prime impare l, pentru care numărul claselor de 
divizori ai corpului R((), č — 1; nu se divide prin l, se numesc 
regulate, iar toate celelalte, neregulate. Folosind considerente foarte 
frumoase atît din teoria numerelor cit şi analitice, Kummer a obţinut 


-un criteriu destul de simplu (pe care îl von expune în cap. V, $6, 


pet. 4) care permite o verificare imediată a faptului că un număr 
prim } dat este sau nu regulat. Prin utilizarea acestuia putem cons- 
tata că printre numerele prime mai mici decit 100 numai trei sint 
neregulate, şi anume 37,59 şi 67, toate celelalte fiind regulate. Pentru 
a arăta în ce măsură clasa de exponenţi ļ supuşi teoremei 4 este mai 
largă în comparaţie cu cei care intervin în teoremă Í $1, să observăm 
că printre numerele prime impare mai mici decît 100 numai primele 


şapte numere : 3, 5, 11, 11, 13, 17 şi 19 conduce la corpul RE), C=1, 


în care pentru inelul o= =Z [c] descompunerea în factori primi este 
unică, 

‘În prima sa lucrare Kummer a emis ipoteza că, există un număr 
finit de numere prime neregulate. Într-o lucrare mult mai tirzie. a 
abandonat această idee şi a presupus că (pe un interval suficient de 
mare) numerele regulate sînt, în medie, de două ori mai multe decit 
cele neregulate. Actualmente, utilizînd calculatoare electronice, s-a 

arătat că dintre cele 724 de numere prime impare mai mici decît 
5500, 285 sînt neregulate şi 439 regulate. Tabelul tuturor numerelor 
prime neregulate mai mici decit 5500 este anexat la sfirşitul cărții. 
Aşa cum a arătat Jensen (v. cap. V; $7, pet. 2), există o infinitate de 
numere prime neregulate. Nu se cunoaşte pînă în prezent, dacă 
există o infinitate de numere prime regulate ; în acelaşi timp nu există 
nici un fel de considerente care să indice că numărul acestora ar 

fi finit. 
a(%) 


În ultimul timp s-a: emis presupunerea că raportul ala) 


dintre numărul numerelor prime neregulate a(2) şi numărul numere- 
lor prime regulate f(2), aflate pe intervalul (1, 2), cînd æ > oo, 
are ca limita Ve — 1 = 0, 6487 „e fiind paza logaritmilor naturali 
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(SIEGEL 0. Lu. Zu zwei .Demerhan N 
EGEL O. Lu, Zu zwei Bemerkungen. Hummers, Nachr. Aka 
Wiss. Göttingen. H. Math.-phys. K1, N° 6, 1964, 51—57). 

. Primul caz al teoremei lui Fermat referitor la exponentul} 7 
este și în legătură cu numărul claselor de divizori ho ale corpului 


27 
R(X + %71) = ne cos 


format din toate numerele reale ale corpului R(%). Vandiver a arătat 
că dacă numărul ha al claselor de divizori din corpul R(Z -+ %71) 
X = 1 nu se divide prin 7, atunci pentru divizorul prim 1 este valabil 
primul caz al teoremei lui Fermat (VANDIVER, H. Sq, Fermats 
last theorem and the second factor in the cyclotomic class number, Bull. 
Amer. Math. Soc., 40, N? 2, 1934,, 118—126)*). Nu se cunoaste, 
totuşi, dacă există numere prime } pentru care numărul ho al claselor 
de divizori din corpul R(% + -1) să se dividă prin l. S-a verificat 
doar că printre numerele mai mici ca 5500 nu se găseşte vreun astfel 
de număr (v. ultimul aliniat al acestui punct). Este interesant să 
observăm că dacă ho nu se divide prin 1, atunei ecuaţia zi -+ y! = 2 
nu admite soluţii nici în numere întregi din corpul RČ + 0i), 
relativ prime cu | (MORISHIMA, T., Uber die Fermatsche V evmatung, 
XI, Japanese J. Math., 11, N% 4, 1935, 241 —252), | 
5 a aici în evidență citeva alte Situaţii referitoare la primul 
ius al teoremei lui Fermat. Wieterich a arătat că primul caz al teoremei 
Dă Pomat. este valabil pentru orice număr prim 1 care verifică 
condiția 2771 21 (mod l?) (WIEFERICH, A. Zum letzten Fermat- 
schen Theorem, Journ. für Math., 136, 1903, 293—302). Pentru a 
arăta forța acestui rezultat excepțional, să observăm că printre 
numerele prime nu mai mari ca 200 183 numai două, 1093 şi 3511, 
verifică, congruența 2i-1 = 1 (mod 1?) (PEARSON ERNA H., Math. 
Comp. 17, N? 82, 1963, 194—195). Nu se ştie, totuși, dacă numărul 
acestor numere } este sau nu finit. Ulterior, o serie de autori a stabilit 
valabilitatea primului caz al teoremei lui Fermat pentru toate acele 
numere } pentru care g!-1 = 1 (mod 1°), q fiind un număr prim care 
au este mai mare ca 43 (MIRIMANOEP, D.,  VANDIVER, H. S., 
fica ai, G.,  POLLACZEC, F.  MORISBINA, T., ROSSER, J. B.). 
i aa a permis să se verifice valabilitatea primului caz al teoremei 
ermat pentru toate numerele prime nu mai mari decit 253 747 889 
(LEHMER, D. H., LEHMER, EMMA, On the first case of Fermats 
last theorem, Bull. Amer. Math., Soc. 47, NE 2, 1941, 139—142). 
A În ȘI cap. V vom demonstra că pentru numere ! regulate este 
îndeplinit şi cel de al doilea caz al teoremei lui Fermat. În acest 
mod, teorema lui Fermat este adevărată, pentru toţi exponenţi: 


3) Se constată uşor că R(X -t €71} egte 


*) La ora actuală se ştie că demonstrația lui Vandi i 
c uală j a i Vandiv : ă {Y 
Laxa, S., Cyelotomic fields 1, Springer, 1980) (N.T). T ii RE a 
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y 


i 
Li 
i 


pi regulați l. Acest rezultat a fost obținut de către Kummer în 


"a nul 1830. 


În ce priveşte cazul exponenţilor nereguliţi, pînă astăzi sint cunos- 
cute foarte puţine chestiuni generale. Rezultatele cele mai substan- 
tiale aparţin lui Vandiver. Între altele, el a obținut citeva criterii 
care asigură valabilitatea teoremei lui Fermat pentru un anumit 
exponent neregulat | (VANDIVER, H. S, Examination of methods of 
attack on the second case of Fermats last theorem, Proc. Nat. Acad. 
Sci. USA, 40, N? 8, 1954, 732—735). Unul dintre criteriile lui Vandiver 
constă în următoarele. 

Fie [ un număr prim neregulat. Să notăm prin 24... 
indicii acelor numere Bernoulli Ba, By -.-, Bi ai căror numărători 
sint divizibili prin 1 (consecința teoremei 2 $ 6 cap. V). Mai departe, 
alegem un număr natural k, astfel încât numărul p == 1 + kl să fie 
prim și mai mic decit [2 — £ şi un număr natural î astfel ca gl 
(mod p). Pentru orice a, ales dintre numerele , ..., as, să no tăm 


De 
es 


d= ri (n = =] A 
fat » 
Qa a ja JI (pir — L) pl 1-28 - 
tal 


Criteriul tui Vandiver afirmă că, dacă pentru orice 4 = a (i = 1, ... 
-3 3) še verifică 


' Q; #1 (modp), (+) 
atunci pentru numărul prim neregulat 7 considerat, teorema lui 
Fermat este adevărată. Dacă cel puţin pentru un a congruenţa 
QE = 1 (mod p) este satisfăcută oricare ar fi valorile admisibile ale 
tui ¥ şi t, criteriul dat nu poate fi aplicat acestui 7 iar problema vala- 
bilităţii teoremei lui Fermat rămîne deschisă. 

Aplicarea practică a criteriului lui Vandiver necesită un volum 
considerabil de calcule, ceea ce îl face aplicabil numai apelind la 
calculatoare electronice rapide. Actualmente, cu ajutorul calculatoa- 
relor electronice, s-a verificat teorema lui Fermat pentru toți expo- 
nenţii pină la 5500 inclusiv (pentru numărul prim 5501 problema 
este deschisă). Este interesant că aplicind criteriul lui Vandiver 
pentru toate numerele neregulate / mai mici ca 5500 s-a obţinut un 
rezultat pozitiv pentru t = 2 şi cea mai mică, valoare admisibilă 


pentru î. 
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Se observă, de asemenea, că din conditiile” (+x) rezultš. de ase- 
menea că numărul kọ al claselor de divizori din subeorpul real 
R(X + 0-1) al corpului l-eiclotomie R(() nu se divide prin l. 


4. Probleme de efeetivitate. Am trecut pînă acum. sub, tăcere 
problemă construirii efective a divizorilor pentru un corp... de 
numere algebrice dat. Deoarece divizorii sînt complet definiti, din- 
du-se toți divizorii primi, aceștia, fiind, la rîndul lor, definiti- de către 
exponenții corpului K, problema pusă se reduce la construirea efec- 
tivă a tuturor prelungirilor pe corpul K a exponentului Yp al corpu- 
lui R, pentru fiecare p fixat. În afara enumerării divizorilor primi 
este importantă şi existenţa unui algoritm finit: pentru calculul numă- 
rului Ph al claselor de divizori din corpui X. Numai într-o astfel de 
situaţie rezultate, precum cele obținute la punctul precedent, asu- 
pra teoremei lui Fermât, vor avea o valoare reală, a 

Vom arăta în acest punet că atit construirea, prelungirilor ex- 
ponentului v,, cât şi calculul numărului k se realizează cu ajutorul 
unui număr finit de, operaţii. 

Fie o, inelul exponentului v, în corpul R (adică inelul numerelor 
p-intregi raționale, v, cap. I, $3, pet. 2) şi Ð, închiderea sa întreagă 
în corpul K. Fiecare număr £e O, este rădăcină a polinomului ţă < 
Fat +... -i a, cu coeficienţii p-intregi a. Dacă, notăm cu m 
numitorul comun al tuturor numerelor a atunci numărul më = a 
va fi rădăcină a polinomului 1 -+ matii +.. + mia, avind. coefi- 
cienții în Z, adică va aparţine inelului O al tuturor numerelor întregi 
din corpul K (ordinului maximal). Este adevărată, desigur, şi afir- 
mația reciprocă : dacă ae D gi întregul rațional m nu se divide prin 
p, atunci pie Dp În acest fel, inelul O, coincide cu mulţimea nume- 


` á G& : A . 3 i 
relor avînd forma —-, unde ae O şi întregul raţional m nu se divide 
prin p. Să considerăm o bază fundamentală, Op e e 3 0, 2 Corpului K 
(adică o bază a inelului O peste Z). Potrivit celor arătate, numărul 
te K reprezentat sub forma l l 


E = mo Pe Fe Aaa (a; e B), 


va aparține inelului O, dacă şi numai dacă toţi a, vor fi p-întregi. 

În virtutea teoremei 7 $4 prima problemă care ne-am pus-e 
(construirea unei prelungiri a exponentului Yp) se reduce la găsirea 
unui sistem complet: de elemente prime oricare două neasociate 
Tys =: -3 Tm din inelul O,. Într-adevăr, dacă vor fi determinate ele- 
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i ice je ăsi imediat 
mentele prime m, atunci pentru orice £e D% putem g 


o descompunere 


k k 9 
E = NT o To, (9) 


' L4 - A k i g 
în acest scop trebuie să împărțim pea 
e rind, cu fiecare dintre elementele 7t, pînă cînd EA = ; ` p ; 
nineio O; într-una dintre aceste împărțiri se va a PEN d 
a nu se mai divide prin nici unul dintre clementele p ses Ek 
i f i K aste n i 
da itate in D. Deoarece orice element din K este rapor a) 
e pl al reala di D (chjar din O), înseamnă că putem găsi Și 
mara epa ea a reprezentare de forma (9). Astfel sînt definiţi 
n PA E.n x LG 9: U A E i zace pt 
pentru e ği vu v, din E constituind prelungiri w Yp. 
Tadi u naea e E en 21 acestor exponențti sint definiţi, 
Indicii de ramiilea ana; Sa ATE 
după cum se ştie, prin descompunerea p = Em +: Tm ( 
unitate în 9). band e 
Fie v un elemeni prim al inelului Ba 
rationale care nu se divid pin p sint unități mM Y, 


f p? 
Le) i fi D, numrául z + pu = afa æ 
că ze ©. Oricare ar O ve, numară si p | + a 


unde y este unitate în D,. 


Deoarece numerele întregi 
D, se poate considera 


a. AP A , 
P a aparține lui ©, Și nu 


Te 


va fi asociat cu z, astfel că factorul 1 +, 

; i i nele prime Ta +23 Tm „LN acest 

se divide prin nici unul dintre elementele prime Tir = J Tm pe 

mod putem, extrage un sistem compiet de Alei e > di 
VELL - A i L - E iz. CA Er mae 

oricare două neasociate, dintre numerele de form 


p? 


r 


Ba res T Pam 


n). Deoarece numărul acestor numere 
lemente prime se va găsi după un 
d astfel expOnenții Y +-+ Ym 


unde 0 < n < p” (i = 1, vas e) 
este finit, sistemul căutat. de elem 
număr finit de operaţii, determinind a 
i A f i Viz LIG À ... 
„.. Pentru găsirea gradelor fys.. -rfm ale divizo i À p TS e 
1 Pm, Care corespund exponenţilor găsiți vw» -- `? a Se P iln 
liza teorema 5 § 5.. Potrivit acestei teoreme pentru fiec 
prim z,e. D din inelul O, găsim 
T E 
Nir) = p'a, 
: i e divi i wadul de inerție f; 
î rati se divide prin p. Gradu nerpie f; 
întregul rational a nu se ; i oaa 
A divi Tek im , este, prin urmare, exponentul acelei p 
al divizorului prim p; este, : KEEA 
cu care p intervine în numărul întreg rapona a). 


ă sat -$ s-0, asupra 
Trecem la cea de a doua problemă pe care D aor DW D pra 
efectivitătii calculalui numărului k al claselor de di $ 
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În observaţia 2 de la teorema 2 s-a constatat că în fiecare clasă 
de divizori se află un divizor intreg a pentru care 


Na) < (2) VD] (10) 


(v. în această privință şi problema 9). Fie 


Qi; -e ây (11) 


toți divizorii întregi ai corpului K satistăcind condiția (10). Acesti 
divizori sînt în număr finit, deoarece în K se află, desigur, numai un 
număr finit de divizori de normă dată (pentru a fixat, din egalitatea, 
Noi, ka pa?) = € rezultă imediat atit mărginirea numerelor 
prime p, care sînt divizibile prin p; cit si a exponenţilor pozitivi X). 
Pentru a determina numărul claselor de divizori trebuie ca din sis- 
temul (11) să extragem un subsistem maximal de divizori oricare 
doi neechivalenţi. Pentru a realiza, practice aceasta este necesar să, 
putem stabili, oricare ar fi doi divizori, dacă aceştia sint sau nu 
echivalenți. Fie a și b doi divizori. întregi. Fie 8 un număr nenul din 
K care se divide-prin b și Să considerăm divizorul ab-1(8). Divizorii 
a și b sint echivalenți, dacă și numai dacă divizorul întreg a b-1(f) 
vă fi principal. În acest fel avem posibilitatea de a decide dacă un 
divizor întreg dat este sau nn principal, BE 

Să notăm prin a norma divizorului întreg a. În pet. 4 $5 ca p. IE 
s-a arătat că în ordinul maximal O putem găsi, după un număr finit 
de operaţii, un sistem finit de numere 


STEEP” (12) 


aviri norma; ie eu proprietatea. că orice ge D avind norma -a 
este asociat cu unul dintre numerele acestui sistem, Dacă, divizorul 
a este principal, adică a = (2), ac O*, atunci IN(a)| = e şi, prin 
urmare, pentru un anumit î(1 si < r) vom găsi a = (a,). În acest 
tel, dacă sistemul (12) este determinat, atunci pentru a decide dacă, 
divizorul a este sau nu principal trebuie doar să se verifice dacă 
nu cumva coincide cu unul dintre divizorii principali (a), ..., (a), 

Aceasta demonstrează chiar faptul că problema calculului mi- 
mărului k pentru un corp K dat se rezolvă într-un număr finit de 
etape. 

Descompunerea numărului prim rațional p în divizori primi 
se obtine adesea destul de simplu, conisderînd normele numerelor 
cu k termeni (k > 2). Pentru expunerea acestei aplicații ne mai este 
necesará incă o afirmaţie auxiliară. 
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Fie 9 un număr întreg primitiv din corpul K de numers a 
brice de gradul n. Indicele ordinului O= { 1, 8, ..., 07-1} în ordinu 
maximal O se numeşte indice al numărului 6. 


LEMÄ. Dacă divizorul prim p nu este divizor al indicelui k sa 
numărului 0, atunci orice număr întreg ae K este congruent modulo 
v . . 7 1 — 

p cu un număr din ordinul © = (1, 6, ..., 0-2. i aa 
Într-adevăr, deoarece pk, se deduce kæ = 1 (mo p) pe Wa 

un x întreg. Să notăm y = aa. Întrucit kae O, atunci ye E, 
iar a = y (mod p). 
MS E A pi ăi auz 

CONSECINȚĂ. Dacă p nu este divizor al discriminantului D = 

== D(1, 0, j 0”-1), atunci orice întreg ae E este congruent modulo 

i eeg 0 í eale 

p cw un număr din ordinul O = {1, 9, oo 9 PIRIC tap etice 
Într-adevăr, dacă p nu divide pe D’, atunci p nu divide nigi 

a eis a « F ? =m ťa 

indicele & al numărului 6, ccea ce se deduce din formula D' == po 
unde D este diseriminantul corpului X (lema 1 $6 cap. Il şi egali- 
tatea (12) Complemente). _ l | SE 

Să presupunem acum că numărul rațional prim p na girl bei 

în indicele numărului întreg 0e X. Fie p un divizor prim de gradu 

f cure divide pe p, iar 0 acea clasă de resturi modulo p care conține 
pe 8. Pe baza lemei, corpul rezidual O/p este generat de clasa de resturi 
6 avind pe 0 ca reprezentant. Dacă a, „e «> Ez parcurg ma pe 
un sistem complet de resturi modulo p (in inelul Z), atunci printre 

num erele 


} aa 7 
y= æi +- Za 6 + e. E a, 0 1 + 6 


se află unul şi numai unul care se divide prin p. Caleulind normele 
N(y) putem extrage imediat pe acei y care se divid prin SY i 
primi care intervin în p. Dacă , de exemplu, pentru f = ] am kas i 
s numere y ale căror norme se divid prin p la puterea. intii, atu 6 
am găsit totodată, s divizori primi de gradul intii care pata IE a 
Să presupunem că toţi divizorii primi de gradul întâi ALE “i i E 
în p sînt determinaţi (mulţimea de numere $,,..., Bu dA A sa 
pi pia). Luînd f = 2, alegem acele numere y ale CALDE î r a 
se divid prin p?. Împărtind prin numerele găsite Ba putem a e ca 
aceşti y să nu mai conţină divizori primi de gradul intii și dacă apoi 


N(y) = pat (be, p) = 1, atunci y conţine un divizor prim de gradul 
e 


doi, Dacă am izbutit să găsim astfel toţi divizorii primi de gradul 
doi care interviu în p, atunci luăm f = 3 ş.a.m.d. Desigur, proceni 
astfel, în cazul unor valori mari ale lui n volumul de calcule o 
în general, mare dar, de exemplu, pentru n = 3 sau n a 4 ne a i- 
zăm destul de repede intenția. Mai multe precizări asupra procedeu- 
lui expus se găsesc în problemele 25—27. 
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“EXEMPLUL 1. Să descompunem numerele 2, 3, 5 şi 7 în produs 
de divizori primi în corpul de gradul a; cincilea R(8), 05 = 2, Dis- 


eriminantul D(1, 9, 02, 95, 02) este 24 - 53, de aceea în indicele numäă- ` 


rului 9. nu pot int erveni decit nume i prime 2 şi 5. Numărul 2 
insă, avind in vecie problema 15, nu intervine în indice. Deoarece 
95 == 3, atunci p, == (0) este un divizor prim de gradul întîi şi obţi- 
nem papua punere 


2 == pă. 
Din egalităţile 
N(0) == 2, N(0 + 1) = 3, N(0—1)=1 


se deduce că în descompunerea numărului 3 E un singur 
divizor prim de gradul întìi, şi anume p, -= (0 4- 1), iar p$y3, 
conform teoremei E $5. Mai departe, 


N(8 +2) =2 17, M(0—2) = — 2-3-5. (14) 


A douz dintre aceste inegalităţi arată că numărul 5 are un divizor 
prim p; de gradul intii, iar în virtutea divizibilității lui 0 — 2 := 
= (0 -+ 1)— 3 prin p, 0 —2 admite descompunerea (0 — 2) == 
= Pahsp. Numărul 9 — 2 satisface ecuaţia 


(0 —- 2)5 -+ 10(0 — 2) -+ 40(0 — 2) + 880 — 2)24-80(0—2)-++30=0. 
Ţinind P de problema 9 §5 numărul 5 are deci descompunere 
5 = pi 


Rezultatul problemei 15 mai arată că 5 nu intervine în indicele nu- 
mărului 9 și deci inelul numerelor între gi din corpul R(0) coincide 
cu ordinul 1, 9, 02, 05, 0%. 
Să adăugăm la, (13) şi G 14) şi gotan 


N(6 -+ 3) = 5:72, N(6 — 3) = — 241. 


Din valorile celor şapte norme scrise nu putem trage nici o con- 
cluzie asupra divizorilor primi de gradul întîi ca ae intervin în nu- 
mărul 7. Se pot ivi trei posibilități : numărul ð — 3 se divide sau 
prin pätratul unui divizor prim de gradul întii, sau prin produsul 
2 doi divizori primi distincţi de gradul întii, fie printr-un divizor 
prim de gradul doi. Pentru numărul 0 —4:=(04+ 3) —7 avem 
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N(9—4)=— 2-7-73, de aceea ne aflăm în prima situaţia, deci nu- 
birul „1 conţine i singur divizor prim de gradul întîi pp, iar pift. 
“Pentru a stabili dacă numerele 3 şi 7 “conţin. divizori primi de 
Panu doi, recurgem din nou la normele numerelor cu trei termeni 
02 + 0g + y. Astfel, 


N(02 + w0 + y) = 2a? + Poey k e (15) 


Dind lui g și y valorile 9, 1, --1, cdi nouă numere, nici unul 
nefiind divizibil prin 9. Aceasta înseamnă că printre divizorii primi 
care divid pe 3, un există. divizori primi de gradul. doi. Formula (3) 
permite pentru descompunerea numărului 3 numai situaţia : 


3 = Paps 
uade pi este un divizii prir de gradul patru. Dacă în (L5) luăm 


peiitru æ şi y valorile 0, J- 1, +2, +83, atunci din cele 49 de numere 
doar unii Singur se div ide prin TP: 


N(024+ 20 — 3) = 5-72. 


Însă 02- 20 — 3 = (9 — 3X0 — 1), de aceea avem de a face cu 
n pătrat; al divi zonin Pr, aşadar şi pentru 7 descompunerea are 
torma. 


T = p; pa. 


unde Pr este un divizor prim de gradul patru. 


EXEMPLUL 2. Să considerăm corpul cubic (0), 05 — 90 — 6 = 
== 0. Deoarece DA, 9, 02) — 35- 27, atunci conform. problemei 15 
în a. indicele numărului 0 intră, eventual, numai 2 (se poate arăta, că 
ordinul (1, 0, 02) este maximal, dar nu ne vom folosi de aceasta). 
în virtutea problemei 9 $5 numărul 3 admite descompunerea. 


Din cgalităţile 
N(0) = 6, N(0 +1) = — 2, N(0 — 1) = 14 (16) 


deducem că în numărul 2 intervin cel puţin doi divizori primi dife- 
E 


riți de gradul întii p, şi pa: 
(8) = PPa (0—1) =p o (17) 
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„tam putea afirma că aceştia sint numai doi doar in cazul eind am 
` cunoaşte că ordinul (1,6, 02) este maximal şi deci 2 nu ar interveni 
în indicele, numărului :6)4 “Ținind. seama. de egalitatea. 


(9 — 1) + 3(0 —1)2 — 6(0 —1) —14 =0 
se deduce că numărul 2 se divide prin p}? şi deci 


2 Poe, (0+1) = pa 
Normele (16), ea gi 


N(0 -+ 2) = — 4, N(9 — 2) == 16, (19) 


nu se divid nici una prin 5. Aceasta înseamnă că în numărul 5 nu 
intervin divizori primi de gradul întîi. Deoarece sintem in cazul 
unui corp cubic se deduce din eonsideraţiile precedente că divizorul 
principal 5 este prim. Pentru a găsi descompunerea numărului 7 
trebuie ca pe lîngă normele (16) şi (19) să se considere şi normelè 


X(0 + 3) =6, N9 — 3) = 6. 


Deoarece printre aceste sapte valori se găseste una singură care 
se divide prin 7, atunci în numărul 7 intervine exact un divizor 
prim de gradul întîi. Tinînd seama că p? 47 , putem scrie descom- 
punerea T == p,p, unde p, este un divizor prim de gradul doi. 

In cursul descompunerii numerelor raționale prime în produs de di- 
vizori primi prin metoda expusă, bazată pe studiul valorilor normelor 
numerelor întregi, obținem un sir de echivalente între divizori. 
Aceste echivalențe permit mieşorarea substanţială a numărului de 
divizori din sistemul (11) din care trebuie extras un subsistem maxi- 
mal de divizori oricare doi neechivalenţi pentru determinarea număru- 
lui h al claselor, iar citeodată se obţine și acest subsistem maximal, 
Asttel, în exemplul 2, avind în vedere rezultatul problemei 9, siste- 
3! 


mul (11) constă din divizorii întregi avind norma < --- 35.23 < 
23 


< 10, adică din divizorii 

Í, Por Por PaP, Prs PaPas Pas PaPas Prs P3, pibas 2, pă ple (20) 
Din (18) se deduce însă că p? ~ 1 și Po ~ 1 (1 este divizorul unitar), 
iar, apoi, din (17) și (0 + 3) = pip, că Pa ~ l, pe~ IE și ppal. 
Astfel, toți divizorii sistemului (20) sînt principali şi de aceea pentru 


corpul Æ(6), 0% — 86 — 6 = 0, namărul k este 1. 


284 


Uneori (în cazul discrimiinanților mici) sistemul de divizori (11) 
constă numai din divizorul unitar. In aceste cazuri se obține direct 
că h= 1. Astfel, de exemplu, pentru corpul h(0), 0-61 = 0, | 
diseriminantul bazei 1, 0, 0? este —23, de aceea avind în veao pro~. + 
blema:8 §2 cap. II aceasta este o bază fundamentală, iar —23 este 
diseriminantul corpului. În virtutea problemei 9 în fiecare clasă 
de divizori a corpului R(9) se ganaste un divizor intreg avind norma: 
mai mică sau egală decit E, aaa V23, deci mai mică decit 2, ceea 


T 


i . 
ce înseamnă că în corpul .R(9) toţi divizori sint principali. 
În cazul corpurilor pătratiee numărul claselor de divizori poate 
îi determinat și prin teoria reducerilor, considerată în problemele 
12—15 şi 24 §7 cap. II. 


PROBLEME 


i Py ăp U ; 
1. Să se arate că într-un corp de numere algebrice avind gradul n, numărul pa) 
al divizerilor intregi avînd norma a dată, nu este mai mare decit numărul pla) al isa 
soluţiilor ecuaţiei nedefinite xp... Xp (£j, -+ Ea parcurg independent numerele 
naturale). A PRS T9 pa 
2. Fie a și b doi divizori intregi sau fracţionari dintr-un corp de numere algebrice,. 
iar a și b idealele corespunzătoare, Să se demonstreze că dacă a se divide prin b 
atunci 
m pe DE 
éb: a) = N(ab i). 
$ ; a t diwvizaori distt i e j ivizori: 
3, Să se demonstreze că oricare doud clase de divizori distmepi conțin diviz 
inlregi relativ primi. SEN m p 
Pa. Fiind dat divizorul întreg a dintr-un corp de numere algebrice, notăm prin 
, ; și f, i i Pe iv i s a us 
(a) numărul claselor de resturi modulo a formate din numere relativ pam cu E (gene 
ratizarea funcţiei wi Euler din teoria numerelor). Să se demonstreze că dacă divizorii, 
întregi a si b sint relativ primi. atunci 


tab) = z(a)e(b). 
7. Să se demonstreze formula 


1 
gia) = Nfa) n(: = s5) 


p 
unde p parcurge toţi divizorii primi care divid divizorul întreg a. pad 7 a 
4. Să se demonstreze că aricare ar fi numărul întreg z relativ prim € 7. 

intreg n este valabilă congruentia 

Pa) = 1 (mod a) 
generalizarea teoremei lui Euler). Să se demonstreze că peniru orice inire z și divizor 
prim p dintr-un corp de numere algebrice. se verifică congruent 

API sa a (mod p) 


generalizarea micii tcoreme a Ii Fermal), 
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7. Să se demonstreze - formula 


Yet = Nia) i i : a 
T i 


în care ¢ parcurge toţi divizorii divizorului întreg a {inclusiv e și a), 


B Fie E, E (= Ni(p) —1 un sistem de resturi modalo numărul prim p, iri 


nedivizibile prin p- Să se demonstreze că în aceste condiţii 
i i za al : 
Ene Es — 1 (mod p) 
(analoaga teoremei lui Wilson). pi ba . 
3. Folosind problema 2§ 6 cep. T, să se demonstreze că în fiecare clasă de divi- 

zori a corpului K de numere algebrice” avind gradul N = s 24 şi discriminânlul D 
se găsește un. divizor întreg a pentru. care Etnii i : 5 i 

i z i 4 t. poria 

Na) < | — | — yD. 

n” 


1 


Lă 


48. Să se demepnsireze că pentru corpurile pătratice ai căror diseriminanţi sins 
5, 8, 12,13, —3, —4, 8, —11, numărul. claselor de divizori este'1. Ti 
„14. SĂ se arate că numărul claselor: de divizori ai corpului RY —19) este]. 
„15 Să se demonstreze că în corpul R((), unde. € este o rădăcină primitivă de 
ordinul 5 din 1, descompunerea în factori primi a numerelor întregi este unică, 
13. Să se arate că pentru corpul RY —23) numărul claselor de' divizori este 3. 
14. Fie E, K, și K, corpurile cubice care apăreau în problema 21 $2 cap. IT. Să 
se arate că numărul 5 rămine divizor prim. în corpurile K; și K, iar în corpul K, se 
descompune într-un produs 5 = pp'p” de irei_ divizori primi distincţi de gradul întii, 
Să se arate apoi că numărul 11 se descompune în corpul K în produsul 11 == qq'q” de 
trei divizori primi distincți, și rămine prim în corpul X,, (Rezultă de aici că cele trei 
corpuri Ke K, și K, sînt distincte.) A 
15. Fie 0E K un număr întreg primitiv, care este rădăcină a unui polinom. Eisen- 
stein relativ la numărul prim P. Folosind rezultatul problemei 9 $ 5, :să se demonstreze 
că p nu intervine în: indicele numărului 6. TIE SE NEI 3 că i 
18. Tie pun număr prim mai mic decit gradul n'alunui corp K de numere alge- 
brice. Să se demonsireze că dacă există în K un număr întreg primitiv al cărui imdice 
nu se divide prin p, atunci numărul p nu se poate descompune în corpul E într-un 
produs de n divizori primi distineţi de gradul întii. 
17. Cu ajutorul problemelor 18 şi 19 $5 să se demonstreze că un număr raţional 
„prim se ramifică într-un corp K de numere algebrice (adică se divide prin pătratul 
unui divizor prim), dacă și numai dacă intervine în discriminantul corpului K, 
18. Tie p un divizor prim care nu divide numărul 2 şi nici determinantul 3 al 
formei pătratice Fitis., a) cu coeficienți întregi peste corpul K de numere algebrice 


[oA 
Pentru întregul ae K, care nu se divide prin pP notăm =) = -+ 1 dacă congruența 


av” 
tza (mod p) este rezolubilă în inelui numerelor întregi din corpul K și [= szi 


în caz contrar. Să se demonstreze că numărul N al soluţiilor congruenţei Kii isca Ta) E 
= 0 (mod p) este dat de formulele : 


N = N(p)n1—1, dacă n este impar ; 


= 2 
frina e [IDE aa i 
N = Nip)ai pp A Nip) 2 (Ap) —1), dacă n este pâr. 

p 
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- unul dintre următoarele şase numere : 


zebri i m = divizor 
19. Fie a un divizor al corpului de numere algebrice K, iar a (a) un 


m 
ă divi și imcipal în corpul K Va. 
principal. Să se demonstreze că divizorul a Ala gi N sinele a): 
3 "i Pri S ice corp 4 € e alg 3 ist y 
20. Să se demonstreze că pentru ori or] Bi iai al a e 
mită extindere finită K/K, astfel încît orice divizor a din corpul K să fic di P 
ipa acă îl considerăm în corpul K. P PPR | | da 
cipal, Aac iderăm intr-un corp cubice K un număr prim p care se ap intii si 
n] ua ppp” de trej divizori primi distincți şi fie a un număr întreg i 
într-un produs = ] d BEA i jr n ae ni 
ră Să i demonstreze că dacă Sp (a) = 0 și pple atunci p i Siput Ko A PI F 
l 29, Să se demonstreze că numărul claselor de divizori din corp p 


E ază ză fundamen- 
este 1. (Conform problemei 24 $2 cap. LE numerele 1, 0, 0? formează o bază tu 
și RA i 
ală pentru corpul 2(0).) i z ice cat îti dal aura 
t sir Să se demonstreze că în corpul ec e i pot Fa i 2 Da 
R și ii intregi rajona atiy 
r- yi amerele g şi y fiind intregi r ) -penri 
a nenule de forma x -+ y9, nu siy. $ e a apa 
Y i i aţi ă se deducă apoi că ecuaţia l i 
i (a) = 102 (z întreg raţional), Să ă « ga dci, 
deci P ia E 4y? 4 5z = 0) nu are soluţii nebanale în numere aa zi si. 
îi i ; bt: , >. > .- 3 apa S 5 n, VĂ i 
eci a di ca Citi Presupunind că există astfel de numere a. Se ing a să 
cestea sint de forma œ = «og, unde § este un număr întreg din corpul K, iar «o 
acestea s au = 


& 3 i 
FE 


E Er E PE 2 
Au: Aue; Amet; Av; AVE; Ave? 


7 ARETES z -j 1)? = 13 + 
= NO) =D: u = 0 —1 (Nu 5); v = (8? + 8-b 17 
i o 39 NG) Ga) ai Š 60 + 0 SA N unitate fundamentală „din garpu 
K i daia, 4 $5 cap. 11). În demonstraţie se utilizează problema 21, aplicata aa > 
Mi problemele 17 şi 22, ca şi descompunerea în corpul K a numere 2,95 
factori primi. 
Mai departe, notînd 


E = u -+ vô + w0, 


seriem 
a = ak? = D + FaF, 


unde Î, F si Q sint forme cubice cu coeficienți intregi în E A a fă a li 

Să se arate că pentru liccare dintre cele Șase valori Sore RA Qm, v, 

soluţia banală în numerele raționale (și în cele Sai i a A T oara 
24. Fie a şi b două numere naturale rclatiy prime, łibe 4 


înainta Da? a Vă a 
> 1. Să se arate că descompunerea în produs de divizori primi în corpul Ri 
„Să s i y 


Pa 


numărului 3 are forma 


3 = p’, dacă d # +1 {mod 9); 


3 = p'g (pÆ q), dacă d = + 1 (mod 9). 


s KT 
Indicaţie. În cazul d = + 1 {mod $) se consideră normele N(w — 1), N(©)} 
n avir, caz = 3 
N(o -+ 1), unde 


1, cu = zb = i (mod 5) 
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25. Pie () un număr intreg primitiv din corpul K de namere 
nomul său minimal și p un număr prim rațional e 


algebrice. œ¢/) poli- 
are nu intervine în indicele numărului 
6. Presupunem că există descompunerea modulo p: 


PO = p(t.. Pu” (mod p), 


ande Pi .... Om sìnt polinoame ireductibile distincte modulo p cu coeficienţi Mmtregi 
avind gradele respectiv fus s-o fm Să se demonstreze că descompunerea numărului p 
în produs de divizori primi din corpul K este de forma 


= pe fm 
p= pi. Pin 
unde divizorii primi distincți Pro: Pm au gradele respectiv [i-o fm iar 940) = 
= 0 (mod p;) peniru liccare i = Peehi 


Indicaţie. Se va folosi faptul că ticcare număr intreg din X este congruent 
modulo p; cu o combinație liniară de puteri (s20) evind coclicienți intregi. 

26. Fic p un număr rațional, prim, care nu intervine in indicele numărului 

intreg primitiv 9 din corpul A. Să se demonsireze că oricare ar ii întregul raţional z, 
4 ărul 6 —- x nu se divide în corpul K printr-un divizor prim care intervine in p 
fi putere mai mare decit 1. Să se demonstreze apoi că 6 -- x nu se divide prin pro- 
dusul a doi divizori primi distincti de gradul inti, care intervin in p. 
27. Să se demonstreze, Seneraliziud problema precedentă (în aceeaşi ipoteză) 
că oricare ar fi numerele iniregi rationale or saos Urag NUmMărul Q7- gp Dr, 
... J- zo nu se divide prin produsul p}... ps al unor divizori primi distincți care in- 
tervin în p. de grade respectiv fs <> fse decit dacă ke for. 

28. Fie 2 numărul claselor de divizori din corpul K de numere algebrice. Să se 
demonstreze că oricare ar fi numărul nenul g din inclu! Dual numerelor înlregi din 
corpul A {diferit de unitate), numărul m al factorilor primi z; din orice descompunere 
2 = R1 o Tm în factori primi depinde numai de g. (Este adevărată si atirmația reci- 
proc: dacă în inelul O descompunerea în factori primi nu este unică, dar oricare ar 
fi a orice descompunere « = Ti.: Tim are același număr de factori primi z;, atunci 
numărul claselor de divizori din corpul K este 2.) 


. 


$3. CORPUL PĂTRATIC 


În acest paragraf ne vom ocupa mai în amănunt de teoria divi- 
zorilor în cazul unui corp pătratie. Vom începe prin a deserie divi- 
zorii primi. 


1. Divizori primi. Deoarece orice divizor prim este divizor al 
unui singur număr prim, pentru descrierea tuturor divizorilor primi 
dintr-un corp de numere algebrice este suficient să se arate cun se 
descompune în acest corp un număr raţional într-un produs de divi- 
zori primi. În egalitatea (3)$7 în cazul unui corp pătratie (pentru 
care n = 2) numerele m, fa e; pot lua numai următoarele valori : 


1) m=2, fi =f =l, & = 6, = l; 
2) m =1, f= 2, feai 
3) m=1, f=1, C= 2, 
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Ă j 3 gipile a itj ağ- 
Obtinem că într-un corp pătratic sint posibile, respectiv, urn 
toarele trei tipuri de descompunere : 


1) p=pp, N(p) = N(P') =p; PEP; 
2) p =p, N(p)=p?; 
3) p=p% NP) =P. 


Problema noastră constă deci în a stabili ce, anae aul 
tipul descompunerii în" cazul unuia sau tip alea apă numerele 
prime. Răspunsul se obține uşor din teorema 8 Să. rs da 

| În pet. 1 ŞT s-a demonstrat că orice corp pătratic e A 
unic sub forma RYD, unde d este un număr întreg rațional liber 
de pătrate. | E pn a aaa d 
ionii dlui mai întîi numărul prim ae p. ee a A E 
ine î i nu i rine nici in discrimina 
rine în d, atunci nu intervine L seri p i 
x? — d a cărui rădăcină generează corpul nostru. Prin ea bă 
conform teoremei 8 $5, pentru p este valabil primul sau aL șa sa 
tip de descompunere, după cum polinomul cata cata za STA i 
modulo p sau nu. La rindul său, aceasta depinde de faptu 
q 3+ i io p 
sau nu rest pătratie modu x OES | 
ii Dacă pld, atunci d = pd,, unde d, nu se divide prin p, deoarece 
? v Eni AF PR 3 
d este liber de pătrate. egalitatea 


pd, = Vad), (d, p)=1, 


arată că toţi divizorii primi care intervin în p sint la o putere Pa 
situație posibilă numai pentru cel de al treilea tip de descom pine e. 
S i ai i «. i c e a aa. 
Astfel pentru p impar vom găsi primul, al doilea sau al treilea tip 
$ i È = 


d . 
de descompunere corespunzător condițiilor: 1) p44, - ; 
2) prd E = — 1; 3) pld. Să observăm că, deoarece diserimi- 

21 


nantul D al corpului RY d) A P 1 §7 cap. II), în 
e aut, Îi sara p = 2, Să presupunem mai a 
că 2D. Potrivit teoremei 1 § 7 cap. IL aceasta se mimp o 
D=d =1 (mod 4). Este clar că R(/d) = R(o), unde o =. 
Polinomul minimal pentru œ este, evident, 


1— D 
i Al sc d (1) 
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19 — e 196 


Deoarece discriminantul bazei 1, œ este impar, aplicînd din nou teo- 
rema 8 $5, obţinem că pentru 2 are loc primul sau cel de al doilea 
tip de descompunere, după cum polinomul (1) este sau nu reduc- 
tibil modulo 2. Este evident că polinomul g? -+- a -+ a este reduc- 
tibil modulo 2, dacă şi numai dacă 2. În acest fel, pentru 24D, 
primul şi al doilea tip de descompunere sint determinate pentru 2, 
respectiv prin condiţiile D = 1 (mod 8) şi D = 5 (mod 8). 

Să demonstrăm acum că dacă 2 |D, atunci pentru 2, ca şi în cazul 
pr 2, are loc cel de al treilea tip de descompunere. Aşadar, dacă 
2|d, atunci d = 2d', 2+d' şi din egalitatea 


2d' = ay, 24d', 


ca şi în cazul cînd p era impar, obținem că pentru 2 are ioc cel de 
al treilea tip de descompunere. Dacă însă 24d, atunci d = 3 (mod 4) 
(teorema ! $ 7 cap. II) şi în egalitatea 


(+ Vă = 24, 


1-4 


numărul întreg o = + Vă este relativ prim cu 2, așa că 


norma sa 
2 Za 2 
Naane tă i L (== - g ) 


nu se divide prin 2. Prin urmare și în acest caz avem pentru 2 cel 
de al treilea tip de descompunere, 
Rezultatul obținut îl formulăm prin teorema următoare. 


FEOREMA 1. Într-un corp pătratie avînd discriminantal D, 
numărul prim p admite descompunerea 


uii Ti i 
p = p’, Np) = p, 
dacă şi numai dacă p este divizor al lui D. Dacă numărul impar p 
nu intervine în D, atunci 


T(n? D 
p =pp', pp’, NG) =N) =p pentru (2) =1; 


p =P, Np) = p? pentru (5) =i. 


Dacă numărul 2 nu intervine în D (cazul cînd D =1 (mod 4)), atunci 
2 = pp”, pp, N(p)= Vp) =2 pentru D = i (mod 8); 
2 = p, A(p)= 4 pentru D = 5 (mod 8). 
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2. Regula de descompunere. Potrivit teoremei 1 tipul descom- 
punerii numărului prim impar p este definit de restul D (sau d) 


NE NE D 
modulo p, mai-exact, de valoarea simbolului lui Legendre (,)- 


d : pic Ei taatou 
=(<- ca funcţie de numitorul p. Se pune, în această privință, pro- 


blema dacă nu se poate reformula teorema 1 într-un fel în care tipul de 
descompunere să fie definit de restul p modulo o anumită constantă 
(care să depindă numai de corp). Pentru a găsi o asemenea nouă 
formulare ne vom folosi şi de regula reciprocităţii pentru simbolul 
lui Jacobi. 


Simbolul lui Jacobi (3) este definit, după cum se ştie, pentru 
d | 


întregul c nenul şi întregul impar pozitiv b, relativ prim cu e. Regula 
de reciprocitate pentru acest simbol afirmă că pentru e impar 


b—1 e—1 


ejti Iu) 


(demonstraţia pentru e < 0 se reduce imediat la cazul unui numără- 
tor pozitiv. 
Fie p un număr prim impar. Dacă d = D = 1 (mod 4), atunci 


cata) a 


i X însă : 3 
deoarece - este par. Dacă însă d = 3 (mod 4), atunci 


fara 22 
Gon a e 


este impar. În fine, pentru d = 2đ', 2 Y d', găsim 


BHH ta) n 


deci 


Valoarea simbolurilor lui Jacobi i sauf —P. depinde, desi- 
|d|] 
gur, numai de restul jp! modulo |d| sau |d'|. Dacă d =1 (mod 4) iar discri- 


minantul D al corpului R(/d) este d, atunci 2. depinde numai de 


restul p modulo |d| = |D|. Dacă d = 3 (mod 4) și, în consecință, 
D = 4d, atunci (.) depinde nu numai de restul p modulo |d j, ci şi de 
2— 


ht TEN Lă x 
numărul ( — 1) , adică de restul p modulo 4; prin urmare E: de- 


pinde în final de restul p modulo 4|d] = |D]. În sfirsit, ducă d = 


l, 


= 2d', D = 4d = 8, atunci (77) eninde derestul p modulo d! 


pl pi 
(— 1) 2" de restul p modulo 4, cît şi de ( —1) £, adică de restul p 
Ş D : 
modulo 8. Prin urmare, | —] depinde, în acest caz, de restul p modulo 


3jd'| = |D]. Constatăm astfel că în toate cazurile tipul descompu- 
neri unui număr prim impar p este definit de restul său modulo D 
astfel că toate numerele prime care an același rest, adică sint termeni 
ai unei progresii aritmetice de forma a + | |z, au acelaşi tip de des- 
compunere. Această concluzie, nicidecum evidentă, apriori, este, în 


principiu, cea mai importantă proprietate a regulii de descompunere . 


a numerelor prime într-un corp pătratic. 

Pentru a formula mai explicit această nouă formă, a regulii de des- 
compunere, considerăm funcţia y(x) definită pentru numere z întregi 
relativ prime cu discriminanţul D, dată prin : 


& 
(22) pentru d = 1 (mod 4), 


d 
al 
aof æ 
xte) = (—1) (a pentru d = 3 (mod 4), (5) 
ln Pam „d'1 
s ta i; 
(—1) cal (a) pentru d = 28. 


E , d a-l . x?--1 

(în cazul d = 2,3 (mod 4) expresiile (--1) 7 și (—1) 5” au sens, deoa- 
ie paritatea diseriminantului D = 4d se deduce paritatea numă- 
rului g. 
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În raţionamentul de mai sus, prin care s-a arătat că pentru p 


impar valoarea lui SI. depinde numai de restul p modulo |D |, nu am 


p 

folosit în nici un fel faptul că p este prim. De aceea, prin același raţio- 
nament obţinem că x(2) depinde numai de restul 4 modulo |D]. Se 
verifică apoi imediat că dacă (x, D)=1 și (7, D) = 1, atunci 
yxs) = y(æ)x(æy. Din toate acestea se deduce că funcţia y poate fi 
privită ca un homomorfism al grupului multiplicativ al claselor de 
resturi modulo |D], relativ prime cu D, în grupul de ordinul al doilea, 
compus din numerele -+1 şi —1. Asemenea funcții, care iau valoarea 
zero pentru numerele ce nu sînt relativ prime cu D, se numesc carac- 
tere numerice (pătratice). 


DEFINIȚIE. Un caracter numerice modulo|D], x, ale cărui valori 
x(2) pentru întregii x relativi primi cu D sint definite prin egalitățile 
(5), se numeste caracter pătratie al corpului R(Vd). 

Revenind la egalităţile (2), (3) şi (4) constatăm că descompu- 
nerea unui număr prim impar p, care nu intervine în D, va fi de pri- 
mul sau al doilea tip, după cum y(p) va fi --i sau —1. Se constată 
că același rezultat se păstrează și pentru p = 2. Astfel, dacă 270, 
atunci D= i (mod 4) şi deci y (2) = [2] care este 1 cind D= 

„i 
=1 (mod 8) şi —1 cînd D=5 (mod 8). 

Am obţinut, în acest mod, pentru regula de descompunere într-un 

corp pătratie, următoarea nouă formulare. 


TEOREMA 2. Descompunerea numerelor raţionale prime în produs 
de divizori primi este definită cu ajutorul caracterului y al corpului 
pătratie R(Vd) de următoarele condiții : 


p=pp P +p, Np) = Nip) = p, dacă xp) =; 


pP =p, Nip) = p’, dacă yp) = — 1; 


p = p’, N (p) = p, dacă x(p) = 0. 

Toate numerele întregi rationale se descompun în trei grupe, 
în funcţie de valorile pe care le ia pentru acestea caracterul y, fiecare 
dintre ele reprezentînd reuniunea unor clase complete de resturi 
modulo |D|. În virtutea teoremei 2 tipul descompunerii depinde de 
apartenenta numărului prim p la una sau alta din aceste grupe. 

O regulă de descompunere, ca aceea din corpul pătratie, cînd 
tipul descompunerii este definit numai de restul numărului prim p 
modulo o anumită constantă, se aplică şi pentru alte corpuri. Aceasta 
este situaţia, de exemplu, pentru corpurile ciclotomice (v. cap. V, 
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$2, pet. 2). Totuşi, nu toate corpurile de numere algebrice au. ase- 
menea reguli de descompunere. Deoarece cunoaşterea unor reguli 
de descompunere în corpurile de numere algebrice permite rezolvarea 
multor probleme din teoria numerelor (v., de exemplu punctul urmă- 
tor şi cap. V $2), ar fi interesant să se ştie care sint acele corpuri în 
care regula de descompunere are aspectul simplu descris anterior 
Răspunsul la această problemă îl dă teoria corpului claselor. Se con- 
stată că astfel de corpuri sînt extinderile normale ale corpului nume- 
relor raționale al căror grup Galois este abelian. Printre acestea se 
găsesc, bineînțeles, toate corpurile pătratice al căror grup Galois este 
un. grup ciclic de ordinul doi. Cel mai simplu exemplu de corp neabe- 
lian ne este dat de un corp cubic al cărui diseriminant nu este pătrat 
perfect, de exemplu corpul R(0), unde 0? — 6 — 1 = 0. Pentru acest 
corp, deci, nu se poate găsi un număr A astfel încât tipul descompu- 
nerii numărului prim p în produs al unor divizori primi să depindă, 
numai de restul p modulo M. dia 
_ Teoria corpului claselor rezolvă, de altfel, o problemă mult 
mai generală, decît cea întţilnită. Ea descrie legea de descompunere 
a divizorilor primi dintr-un corp k de numere algebrice în factori 
dintr-o anumită extindere K/k în cazul cînd grupul Galois al acestei 
extinderi este abelian (mai înainte ne-am referit la un caz întrutotul 
particular, cind k = R). Teoria corpului claselor are multe aplicaţii 
în teoria numerelor. Astfel, aceasta permite transpunerea teoremelor 
referitoare la formele pätratice cu coeficienți raționali, demonstrate 
în cap. I, asupra formelor pătratice cu coeficienti dintr-un corp k 
de numere algebrice, duce la o mai profundă înțelegere a esenței 
teoriei genurilor, pe care o vom expune în pet. 4, este utilizată pentru 
demonstrarea existenţei divizorilor primi dintr-o clasă dată de divi- 
zori ş.a.m.d, Teoria corpului claselor poate fi cunoscută din următoa- 
rele cărţi : 
Teoria algebrică a numerelor (culegere de articole editată de 
I.W.8. OASSELS şi A. FROHILIOH), Moscova, 1969. 
ARTIN, E, TATE, J., Class field theory, Benjamin, New York, 1967. 
WEIL, A., Basic Number Theory, 1967. 
___ Multe chestiuni din teoria numerelor conduc la o problemă 
dj A teoriei corpului claselor, anume la problema regulilor 
punere a numerelor prime din corpuri al căror grup Galois 
este neabelian. In momentul de față se cunoaşte foarte puţin despre 
aceste reguli de descompunere. 


3. Reprezentarea numerelor prin forme pătratice binare. În 
pet. 5 §7 cap. II am constatat existenţa unei corespondente bijec- 
tive între clasele de forme pătratice binare propriu echivalente şi 
clasele de module dintr-un corp pătratie, asemenea în sens restrins 
(pentru cazul D < 0 se consideră numai formele pozitiv definite). 
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Pe de altă parte, conform teoremei 6 $6 modulele complete care 


aparţin unui ordin maximal (adică idealele corpului) sint în cores- 
pondenţă bijectivă cu divizorii. De aceea este firesc să ne aşteptăm 
la anumite legături între teoria divizorilor dintr-un corp pătratic 
şi teoria acelor forme primitive al căror discriminant coincide cu dis- 
criminantul corpului. 

Pentru a extinde asupra tuturor divizorilor corespondența care 
s-a stabilit între clasele de forme şi clasele de module sintem nevoiți, 
evident, să modificăm întrucitva noţiunea, de echivalență a divizo- 
rilor. 

DEFINIŢIE, Doi divizori a gib dintr-un corp pătratie RV, se 
spune că sînt echivalenți în sens restrâns, dacă există în R(Jd) un număr 
nenul a astfel încît N(a) > 0 şi a = b(a). 

Deoarece în cazul corpurilor imaginare pătratice normele tutu- 
ror numerelor nenule sint pozitive, atunci pentru acestea echivalenţa, 
în sens restrins a divizorilor coincide cu cea obișnuită (definiția din 
pet. 2 $7). Aceleaşi raționamente folosite în cazul modulelor (v. pet. 
5 $7 cap. II) axată că noua noţiune de echivalență a divizorilor din 
corpul real R(Vd) coincide cu cea veche, dacă şi numai dacă normă 
unităţii fundamentale = din corpul (Vd) este —1. Dacă însă N (e) = +1, 
fiecare clasă de diviziori echivalenți în sens obişnuit, se descompune 
exact; în două clase de divizori echivalenți în sens restrins, În acest 
mod, numărul h al claselor de divizori în sens vestrins este, de ase- 
menea, finit și potrivit celor spuse este legat de numărul %4 al claselor 
de divizori în sens obişnuit prin relaţiile : 


h = h pentru d <0; 
h = h pentru d>0, N(e) = —l; 
È = 2h pentru d>0, N(e) = +1. 


Teorema 4 $ 7 cap. IE aplicată modulelor care aparțin ordinului 
maxim al corpului R(/d) avind diseriminantul D poate fi acum refor- 
mulată în modul următor : clasele de divizori în sens restrîns ale unui 
corp pătratie F(a) se găsesc într-o corespondenţă bijectivă cu cla- 
sele de forme pătratice binare primitive propriu echivalente, avind 
discriminantul D (pozitiv definite pentru D < 60). 

Să încercăm să aplicăm rezultatele din punctele 1 și 2 problemei 
reprezentării numerelor prin forme binare. 

Potrivit teoremei 6 $ 7 cap. IL numărul natural a este reprezen- 
tat printr-o anumită formă avind discriminantul D, dacă şi numai 
dacă în corpul R(/d) există un divizor întreg cu norma æ (se ştie că 
norma unui divizor coincide cu norma modulului care-i corespunde). 
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Normele tuturor divizorilor întregi pot fi însă caracterizate cu aju- 

torul teoremei 2. Aşadar, conform acestei teoreme norma N (p) a divi- 

zorului prim p este numărul prim p dacă x(p) = 0 sau x(p) = 1 

şi este pătratul unui număr prim dacă x(p) = —1. Prin urmare, 

numărul æ poate fi reprezentat ca norma N (a) a divizorului întreg 

a == Jf p” din corpul P(Vd), dacă şi numai dacă toate numerele 
p 


prime p, pentru care x(p) = —1, intervin la puteri pare. 
__ Condiţia obţinută poate fi ușor expriinată dacă ne folosim de 
simbolul lui Hilbert, a cărui definiție am dat-o în pet. 3 $6 cap. i. 


r % a, D : : ; 
Să caleulăm | ---—- | pentru toate numerele prine p care nu intervin 


A TR p 
în D. Fie a = p* b, unde b nu se divide prin p. Potrivit proprietăților 
simbolului lui Hilbert obţinem 


i D d, D i A d 
(«)- (2) = (-.) = 3(pY pentru p 7 2, p4D; 
P Pp p p 


-T a ea 


pentru p = 2, 2} D 


(în cazul p = 2,2¥D trebuie să considerăm congruența D = 1 (mod 4)). 
Formulele obținute demonstrează a doua parte a toremei următoare. 


TEOREMA 3. Pentru ca numărul natural a să fie reprezentat printr-o 
anumită formă binară avind diseriminantul D, este necesar gi suficient 
ca aceasta să nu conţină numere prime p peniru care yip) = --1 la 
puteri impare. Pentru aceasta este necesar şi suficient ca 


( “D )- +1 pentru orice pyD. 
p 


Deoarece numerele întregi a şi ab? sînt sau nu simultan reprezen- 
tabiie prin forme de discriminant D, putem să ne limităm la a con- 
sidera numere a, libere de pătrate. 

z ; : J . a, D 

Dacă p =2, p y D şi p 4 a, atunci, după cum se ştie, (=) = 

A SR E P 
= + 1. In consecință, teorema 3 impune numărului a numai un număr 
finit de condiții, care se referă numai la resturile divizorilor primi 
ai numărului a (liber de pătra'e) modulo |D|. 

Am putea deduce acum imediat teorema 3 din teorema 7 Ş7 cap. II. 
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Am recurs la o demonstraţie ce se sprijină pe teorema 2, pentru 
a atrage atenţia asupra legăturii dintre problema reprezentării nume- 
relor prin forme avînd. diseriminantul D și problema descompunerii 
în factori în corpul pătratie respectiv. 

Rezultatul obţinut nu exprimă, totuşi, un criteriu propriu-zis, 
Într-adevăr, ar fi fost bine să îi găsit un criteriu de reprezentare a 
numărului a prin formele unei clase dat de forme propriu echiva- 
lente, însă teorema 3 ne dă condiţia de reprezentare a lui e prin 
formele unei clase oarecare. Se pune astfel următoarea problemă. 
Este posibil oare să descompunem clasele de forme în grupe disjuncte 
(pe cît posibil mai fin) astfel încît oricare ar îi a, toate formele care 
reprezintă acest număr a (evident, dacă există) să aparţină unei anu- 
mite grupe? O asttel de descompunere a claselor de forme în grupe 
a fost găsită de către Gauss. Ea este strins legată de echivalenţa raţio- 
nală, a formelor pătratice. 


DEFINIȚIE Se spune că două forme pătratice binare primitive 
avind discriminantul dat D aparţin aceluiași gen, dacă ele sînt ratio- 
nal echivalente. 

Deoarece formele echivalente în numere întregi sînt și rațional 
echivalente, atunci toate formele unei aceleiași clase sînt cuprinse în 
acelaşi gen. În acest mod fiecare gen este o reuniune a unor clase de 
forme. De aici se deduce, în particular, că numărul genurilor formelor 
(avînd discriminantul D dat) este finit. 

În pet. 5 § 7 cap. I s-au introdus pentru formele binare raţionale 
nesingulare f invarianţii e,(f), p fiind un număr prim sau simbolul co, 


În cazul nostru diseriminantul D al formelor primitive f este — SE D, 


de aceea 


= | 


unde a este un număr nenul, care se poate reprezenta raţional prin 
forma f. 

Fie G un gen al formelor. Deoarece toate formele din G au ace- 
iaşi invarianţi, putem să notăm 


ep(6) = elf), 


unde f este o formă din genul G. 
Fie aun număr nenul reprezentat prin forma f. În virtutea celei 
: m : ai a, D 
de a doua afirmații a teoremei 3 găsim e,(f) = | -—- |= 1 pentru 


Z) 


toate numerele prime p ce nu intervin în D. În continuare, ex ( f)=1, 
deoarece în cazul D < 0 considerăm numai forme pozitiv definite. 
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„Deci oricare ar fi genul de forme G de discriminant D, vom avea 
e,(G) = 1 pentru pD şi p = œ, (6) 


Fiecare gen G este unic definit, în acest fel, prin invarianții e,„(G), 
unde p parcurge toți divizorii primi ai diseriminantului D. 

Condiția de reprezentare a numerelor prin forme de un anumit 
gen G fixat poate fi formulată în felul următor. 


TEOREMA 4. Pentru, ca numărul întreg a > 0 să admită o reprezen- 
tare întreagă printr-o anumită formă avind genul G, este necesar și 
suficient ca egalitatea 

a, D ; 


p 


să aibă loc pentru orice p. 
Demonstraţie. Necesitatea condiţiei este evidentă. Dacă pentru 


ba : a, D ; 
un anumit a este valabilă egalitatea | i = e, (G) pentru toţi p, 


D | A 
atunci în virtutea relației (6) (== 1 oricare ar fi py D. Într-o 
P j 


astfel de situatie însă, potrivit teoremei 3 numărul a este reprezentat 
printr-o anumită formă f avind discriminantul D și întrucit e (f) = 


a, D ANS : , BA 
= ( 2 ) = e„(G), rezultă că f aparţine genului G, teorema 4 fiind 
> 
astfel demonstrată, | 
Afirmalia teoremei 4 este interesantă prin aceea că dă o 'carac- 
terizare reprezentării numărului a printr-o anumită formă din genul 
G numai prin restul numărului « modulo |D| (cu condiţia ca a să 
poată fi reprezentat în general printr-o formă avind diseriminantul D, 
a, D : s 
Ea = 1 pentru orice p Y D). Într-adevăr, 


=) pentru p| D, depind numai de restul a modulo 


adică cu condiţia af 


d, 


toate valorile 


D|. În cazul în care descompunerea mulţimii formelor în genuri 
coincide cu descompunerea în clase (adică atunci cînd orice gen este 
constituit, dintr-o singură clasă, teorema 4 ne dă prin urmare o rezol- 
vare ideală a problemei reprezentării numerelor prin forme binare. 

În cazul general, rezultatul obţinut nu mai poate fi îmbunătă- 
tit. Aceasta înseamnă că oricare ar fi diseriminantul D (al ordinului 
maximal) şi oricare ar fi mulțimea claselor de forme considerate 
pentru acest discriminant, dacă această mulțime nu este constituită, 
în întregime din anumite genuri, atunci nu există nici un modul m, 
astfel încît reprezentarea unui număr de către o formă a mulţimii 
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noastre să depindă numai de restul modulo m al acestui număr. În 
particular, dacă genul nu este constituit dintr-o singură clasă, atunci 
nu există caraeterizări ale numerelor reprezentate de clase, în limba- 
jul resturilor lor modulo un anumit număr. Demonstrația acestor 
situaţii se deduce din teoria corpului claselor și se bazează pe aceea 
că (dacă ne limităm la numerele prime) reprezentarea unui număr 
prim de către formele unei anumite mulţimi de clase poate fi descrisă, 
în limbajul tipului de descompunere a acestui număr în divizori primi 
dintr-un anumit corp L. Acest corp L va avea un grup Galois abe- 
lian peste corpul numerelor raţionale numai dacă mulţimea noastră 
de clase este constituită din cîteva genuri (v. in această privinţă 
lucrarea Hasse, H., Zur Geschlechiertheorie în quadratischen Zahlkor- 
pern, J. Math. Soc. Japan 3, N° 1, 1951, 45—51). 

Să ne ocupăm în continuare de cercetarea numărului genurilor. 
Fie pis.. ., pe toţi divizorii primi, oricare doi distincți, ai discriminan- 
tului D. Potrivit relației (6) fiecare gen este unice definit de mulţimea 
invarianţilor e; == ep,(Q). Acesti invarianți nu pot fi arbitrari, deoarece 
alegind o formă fe G și numărul nenul z care este reprezentat de 
torma f, găsim (formula (17), $7 cap. I) 


ee... a = Ie (0) = II (a La 
$ 


> 
(p parcurge, în cele două produse, toate numerele prime şi simbolul 
Să arătăm că relaţia obţinută 


e... &=l (7) 


intre numerele e, = +1 este nu numai necesară, dar şi suficientă, 
pentru ca aceste numere să fie invarianţi ai unui anumit gen 6. 

Să notăm prin k; exponentul puterii cu care p, intervine în D 
(k, este 1 pentru toţi p: Z 2 şi 2 sau 3 pentru p; = 2). Pentru fiecare 
i = 1, ..., t alegem cite un întreg a;, care nu se divide prin p,, pentru 


a, D , za i nama 
care (2) = €;, apoi determinăm întregul a din sistemul de con- 
Pi ' 
gruențe 
k . 
a = a, (mod pi) (1< i<t). 


Oricare ar fi a, verificind aceste congruente, avem (pe baza proprie- 
tăților simbolului lui Hilbert) 


fa ai ui 
mm ls] = 
Pi Pi 
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Problema noastră constă acum în aceea, ca dintre valorile lui a să găsim 
a, D 


una, astfel încît, ( ) = 1 pentru orice p¥ D. Utilizăm în acest scop 


teorema lui Dirichlet despre numerele prime dintr-o progresie arit- 
metică (v. cap. V $ 3). Deoarece toate valorile lui a sînt relativ prime 
cu D și formează o clasă de resturi modulo |D|=[[ îi, atunci în virtu- 
tea teoremei lui Dirichlet rezultă că printre ele se va afla un număr 
prim impar q. Pentru acesta : 


CEE 
Pı Pi z 


D 
n] = L pentru py D, p #28 pq; 
p 
r a pi 
A =(—1) ° 7 =1 pentru 24D. 


: D , 
Relaţia VĂ Ta = 1 conduce, prin urmare, la egalitatea 
J 

0... (+) = 1, de unde pe baza relaţiei (7) se deduce. că valoa- 

q 
; {DD 
rea simbolului | -—— į este de asemenea 1. 
q 


„În acest mod, am dedus existența unui număr nàtural a (chiar 
prim) pentru care 


a, D Ă : D 
(= =e& (l<xi<st) şi (=) = 1 pentru p4D. 


Potrivit teoremei 3 numărul a este reprezentat printr-o anumită 
rea f avînd diseriminantul D. Dacă această formă aparţine genului 
atunci 
? 


Astfel s-a demonstrat afirmaţia noastră asupra existenței unui gen 
pentru care invarianţii au fost în prealabil daţi (satisfăcînd, desigur, 
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relaţia (7)). Deoarece numărul tuturor mulțimilor posibile de valori 
e; = +1 care satisfac condiţia (7) este 2-1, atunci numărul tutu- 
ror genurilor formelor care au discriminantul D este tot 2-1. Să 
formulăm rezultatul obţinut. 

TEOREMA 5. Fie p, ... p, toți divizorii primi ai discriminantului 
D al corpului pătratic R( d), oricare doi distineţi. Pentru orice mulțime 
de valori e, = +1 (1 si < t) cu conditia ej... & = 1 există un gen 
G al formelor care au diseriminantul D peniru care ep,(0) = e; Numă- 
rul tuturor genurilor formelor care au discriminantul D este 2m1, 

OBSERVAȚIA 1. Teoria genurilor, expusă în acest punct peniru 
forme al căror discriminant coincide cu discriminantul D al ordinului 
maximal într-un corp pătratic, poate fi dezvoltată şi pentru forme 
care au diseriminantul Df*. 

OBSERVAȚIA 2. Dacă fiecare gen al formelor care au diserimi- 
nantul Df? este format numai dintr-o singură clasă, atunci pentru 
numărul reprezentărilor numerelor întregi, relativ prime cu f, printr-o 
formă fixată avînd diseriminantul Df? poate fi indicată o formulă 
simplă (v. problema 18). La sfirşitul cărţii este dat tabelul valorilor 
cunoscute pentru discriminantul Df2< 0 care au genuri compuse 
dintr-o singură clasă. Dacă acest tabel epuizează sau nu toate valo- 
rile diseriminanţilor negativi pentru care fiecare gen al formelor este 
compus dintr-o singură clasă, constituie pină în prezent o problemă 
nerezolvată. S-a demonstrat numai că există un număr finit de astfel 


de diseriminanţi. Numerele — i Df?, pentru Df? pari, din tabelul dat 


au fost găsite încă de Euler care le-a numit numere comode. Aceste 
numere au fost utilizate de Euler în studiul numerelor prime mari 
din cauza următoarei proprietăți a lor : dacă produsul ab al numere- 
lor naturale relativ prime a şi b este un număr comod şi dacă forma 
ax? + by? reprezintă numărul g într-un singur mod esențial (cu 2 gi 
şi y relativ prime), atunci acest număr q este prim (v. problema 19). 
De exemplu, diferența 3049—1204? este pătrat numai pentru y = 5 
şi, prin urmare, numărul 3049 este reprezentat de forma 42-+120 y? 
într-un mod unie : 3049 = 72 + 120: 5? şi de aceea este prim. Prin 
această metodă Euler a reuşit să determine multe numere prime mari 
pentru acel timp. Este clar că cu cît un număr comod este mai 
mare cu atît sint necesare mai puţine verificări pentru a rezolva 
problema unicităţii reprezentării. 


4. Genuri de divizori. Rezultatele obţinute în pei. 3 asupra 
genurilor de forme permit enunțarea cîtorva concluzii asupra struc- 
turii grupului claselor (în sens restrîns) de divizori dintr-un corp 
pătratic. În acest scop să transpunem definiţia genurilor şi în cazi 
«livizorilor, 
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În virtutea teoremei 6 $ 6 fiecărui divizor a (întreg sau fracțio- 
nar) i se pune în corespondenţă bijectivă idealul a, compus din acele 
numere din corp, care se divid prin a. În cazul unui corp pătratic, 
fiecărei baze (a, B} a modulului a, care satisface condiţia (10) $7 

“cap. IL, îi corespunde forma primitivă 


in Vaz), 
fa, y) Fía) (8) 


La trecerea la o altă bază a modulului & (eu aceeași condiţie (10) 
$ 7 cap. IT), forma f se înlocuieşte printr-o formă propriu echivalentă 
cu ea. Egalitatea (8) ataşează deci divizorului a o clasă de forme pro- 
priu echivalente. Această aplicaţie stabileşte o corespondenţă bijec- 
tivă, între clasele de divizori în sens restrîns şi clasele de forme pro- 
priu echivalente avind discriminantul D, despre care s-a vorbit la 
începutul punctului 3. 


DEFINIȚIE. Doi dinizori dintr-un corp pătratie aparjin aceluiași 
gen, atunci cînd clasele de forme care le corespud sint incluse în același 
gen de forme (adică sînt rațional echivalente). i 

Deoarece divizorilor echivalenți în sens restrîns le corespunde 
aceeaşi clasă de forme, rezultă că fiecare gen de divizori este o reuniu- 
ne a unor clase de divizori (în sens restrins). 

Genul de divizori care corespunde genului de forme G îl vom 
nota tot cu litera G. Prin invarianţii e,(Q) ai genului de divizori G 
se înțeleg invarianți analogi clasei respective de forme. Pentru 
invarianţii e,(G) este valabilă formula 


e (G) = (2) š (9) 
P? 


unde a este un divizor din genul &. Într-adevăr, din definiția inva- 


PSE a, D ' 
rianților e, (G) = ( = 5) » unde a este un număr rațional nenul care 
p 


se poate reprezenta printr-o formă f(s, y) de tipul (8) corespunzind 
divizorului a. Forma N(az + By) reprezintă toate pătratele de 
numere raționale, deci reprezintă şi pe N(a)?. În consecinţă, fie, y) 
reprezintă pe N(a), ceea ce demonstrează formula (9). ` 

Genul de divizori G, ai cărui invarianți sînt toți 1 se numeste 
genul principal. pia e rai a din genul principal sînt caracterizați 
prin condiţia ( S = 1 pentru orice p. Rezultă în acest fel că, 
genul principal este un grup relativ la înmulţirea divizorilor, subgrup 
în grupul tuturor divizorilor. Este evident, apoi, că genul de divizori 
G este o clasă de echivalență aG, relativ la subgrupul Gy unde a este 
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un divizor din genul G. Dar mulțimea tuturor claselor factorizării 
prin subgrupul G, este imaginea canonică a grupului factor al grupului 
tuturor divizorilor prin subgrupul Gg. Prin urmare, putem să consi- 
derăm mulţimea tuturor genurilor ca un grup. Acesta se numește 
grupul genurilor. Conform teoremei 5 ordinul grupului genurilor 
este 2-i, unde ¢ este numărul divizorilor primi distineţi ai diserimi- 
nantului D. 

Să dăm o caracterizare a genului de divizori chiar în limbajul 
divizorilor (fără a implica forme). 

TEOREMA 6. Doi divizori a și a, dintr-un corp pătratic aparțin 
aceluiași gen, dacă și numai dacă în acel corp există un număr y avind 
norma pozilivă, astfel încît 


N (a) = No): N (y). 


Demonstraţie. Să alegem în idealele ă şi a, bazele (a, B}, respectiv, 
(aa 5) satisfăcind condiţia 10 § 7 cap. II. Atunci divizorilor a şi a, 
le vor corespunde, formele 


Na» N a 
flo, 9) = NEED, pp ae Bt), 


(a) N(a,) 


În virtutea teoremei 11 § 1 Complemente formele f, şi f sînt raţional 
echivalente, dacă și numai dacă există cel puţin un număr rațional 
nenul care este reprezentat simultan prin aceste forme, adică în cazul 
cînd 

N(&) 
N(a,) 


eT EE 70): 


Din. aceasta rezultă afirmația teoremei, 
Pentru divizorii genului principal avem următoarea caracteri- 
zare. 


TEOREMA 7. Divizorul a aparține genului principal, dacă şi 
numai dacă este echivalent în sens restrins cu pătratul unui divizor. 
Demonstraţie. Să considerăm divizorul a ca apartinind genului 
principal. Deoarece divizorul unitate aparține genului principal, 
conform teoremei 6 există un număr y pentru care N(a) = N (y). 
Înlocuind pe a cu un divizor echivalent al său a(y7+), putem considera 
că N(a) = 1. Pentru a stabili în ce condiții este valabilă această 
egalitate, descompunem divizorul a într-un produs de divizori primi. 
Separăm în această descompunere divizorii primi p; pentru care 
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există un alt divizor prim p; avind aceeaşi normă (primul tip de des- 
compunere în limbajulide la pet. 1) de toţi ceilalţi divizori primi q; : 


= II piip” Iy asi. 
i f 


Deoarece N(p) = N (pi) = p: şi N(q,) = qy (unde r; este 2 sau 1), 
din condiția N(a) = 1 obținem 


H p3i+™ Iig = 1. 
i j 


Numerele prime p, şi q; sint oricare două distincte, de aceea b; = 
= — Și 6; = 0, deci 


k= F at n ig 
a = pipi. 
2 


Însă p; pi = pu, de aceea p; ~ pa de unde se deduce că 
LA 2 
a ~ (Ip) 
4 


(semnul ~ indică în cazul de fată echivalența în sens restrins a divi- 
zorilor). 

Reciproc, dacă a ~ b?, adică a = b?(a), X(a) > 0, atunci N(a) = 
= N(B), unde B = N(b)a și deci în baza teoremei 1 a aparține genu- 
lui principal. i 


Teorema 7 este astfel demonstrată, 

Să considerăm acum grupul Œ al claselor de divizori în sens 
restrins. Dacă fiecărei clase 0 e € îi punem în corespondenţă acel 
gen G în care este inclusă clasa respectivă, obţinem un homomorfism 
al grupului € al claselor pe grupul genurilor. Nucleul său este consti- 
tuit din mulțimea acelor clase care sint incluse în genul principal 
Ga. Conform teoremei 7 clasa C’ este inclusă în genul principal, dacă. 
şi numai dacă este pătratul unei anumite clase din €. În acest mod 
nucleul homomortismutui grupului © pe grupul genurilor este subgru- 
pul 62, constituit din pătratele C? ale claselor Ce ©. Aplicînd teorema, 
de homomorfism din teoria grupurilor și avînd în vedere că grupul 
genurilor are ordinul 2: sintem conduşi la următorul rezultat, 


TEOREMA 8. Grupul factor C/C? al grupului © al claselor de divi- 
zori în sens restrins prin subgrupul pătratelor are ordinul 21, unde: 
t este numărul de divizori primi distincti ai discriminantului D al eor- 
pului pătratie. 

Importanța teoremei 8 constă în aceea că ne dă anumite infor- 
maţii despre structura grupului Œ. Pe baza teoremei 1 $ 5 Comple- 
mente, grupul € poate fi descompus într-un produs direct de subgru- 
puri ciclice. Din teorema 8 rezultă imediat că exact t — 1 dintre aceste 
subgrupuri au ordin impar. În particular, obţinem următorul rezultat.. 
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CONSECINȚĂ. Numărul claselor de divizori (în sens restrins) dintr-un 
corp pătratie este impar, dacă şi numai dacă diseriminantul său con- 
ține un singur număr prim. S a 

Astiel de corpuri sint : R (V —1), R(V2), RV 22), R(Vp) cu p 
prim de forma 4n + 1 şi R(V —q) cu g prim de forma 4n + 3. 

Situajţiile prezentate mai sus se numără printre foarte puținele 
rezultate cunoscute în ce priveşte structura grupului claselor de divi- 
zori. 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că pentru caracterul y al unui corp pătratic avind discri- 
minantul D există exprimarea, cu ajutorul simbolului lui Hilbert, prin formula 


x) = n+) a, D) =1. 


2/9 


2. Presupunem că discriminantul Ð al unui corp pătratie nu se divide prin 8. 
Să se demonstreze că în acest caz, pentru orice număr întreg y din corpul pătratic 
dat, relativ prim cu D, congruența 


x? = N(y) (mod ID), 


este rezolubilă relativ la întregul raţional z. 

3. Acele clase de numere modulo D, care sînt congruente cu normele numerelor 
intregi dintr-un corp pătratic, relativ prime cu discriminantul D, formează un sub- 
grup H în grupul G al tuturor claselor de numere modulo |D|, relativ prime cu D. Să 
se demonstreze că indicele (G: H) este 24, unde i este numărul de divizori primi dis- 
tincți ai discriminantului D. 

4. Să notăm prin H* grupul acelor clase de resturi modulo |D] care sint congru- 
ente cu normele divizorilor întregi dintr-un corp pătratic, relativ prime cu Ð. Să se 
demonstreze că (G: H*)= 2. 

5. Să se demonstreze că oricare ar fi numărul y, avind norma pozitivă, dintr-un 
corp pătratic cu discriminantul D. pentru orice p avem 


(522) -a 
p 


6. Să se demonstreze că idealcle întregi e și b, relativ prime cu D, aparțin ace- 
iuiaşi gen, dacă şi numai dacă pentru un anumit întreg y este verificată congruența 


N(a) = N(y) NO) (mod |D). 


7. Să se demonstreze că într-un corp pătratic real, al cărui discriminant conține 
un singer număr prim, norma unităţii fundamentale este —1. 

9. Să sc arate că automoriismul neidentic o: a -> «9 al corpului pătratie RYD 
definește în mod canonic pe grupul divizorilor automorfismul o:a —> a“, pentru care 
(a) == (u)2 oricare ar fi a nenul. Să se stabilească cum acționează automoriismul o pe 
divizorii primi. 

9. Automortismul o al grupului divizorilor, definit în problema 8, induce un auto- 
morfism canonic o: C — CĦ al grupului claselor divizorilor 8 (în sens restrins). Anume, 
dacă ae C, atunci CO este acea clasă care conţine pe af. Clasa C se numeşte invariantă 
dacă C9% = C. Să se demonstreze că o clasă C este invariantă, dacă și numai dacă C? 
este clasă principală. 
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20 — €. 796 


10. Să se demonstreze că subgrupul grupului claselor de divizori Œ (în sens 
restrins), compus din clasele invariante, are ordinul 2t—1 (f este numărul divizorilor primi 
distineţi ai discriminantului). l 

11. Să se demonstreze că dacă într-un corp pătratic N(B) == 1, atunci există un 
anumit element e, astfel încit 


ao 
N (x) >0, 8 = + —. 
& 


12. Să se arate că în fiecare clasă invariantă C se găsește un divizor a pentru 
care 47 =a. 

13. Fic py -.., pe toţi divizorii primi, oricare doi distincți, care divid discrimi- 
nantul D. Să se demonstreze că în fiecare clasă invariantă se găsesc exact doi repre- 
zentanți de tipul 


Pir er Dig LS e. Cip St (K=O lacet). 


14. Subgrupul acelor clase invariante care sînt incluse în genul principal se des- 
compune, evident, in produs direct al citorva grupuri ciclice de ordinul doi. Să se demon- 
streze că numărul! acestor factorui ciclici este egal cu numărul invarianţitor grupului 
claselor $ (în sens restrins), care se divid prin 4 (pentru definiţia invarianţilor unui 
grup abelian finit v. pet. 1, $5, Complemente). 

15. Să se arate că numărul divizorilor pozitivi r ai discriminantului D, liberi de 


pătrate şi supuşi condiţiei 
r, D 
= 1 pentru orice p. 


P 


este de forma 2%. Să se arate apoi că humărul invarianților grupului claselor © care se 
divid prin 4 este u — 1. 


16. Fie m un număr natural, relativ prim cu indicele f al ordinului Op in ordinul 
maximal al corpului pătratic RVD. Să se demonstreze că numărul modulelor din 
RÜ avind inelul de stabilizatori Dy, care sint conținute în O, şi au norma m, este 
egal cu numărul de divizori întregi ai corpului R(}/d } care au norma m. A 

17. Să se arate că numărul divizorilor intregi din corpul pătratic R(/d) care 
au norma m este 


2 zE) 


rim 
unde y este caracterul corpului RVD, iarr parcurge toți divizorii numărului natural] m. 
i 18. Fie gl£, Y) -> 9s(2, yY) un sistem complet de forme pătratice primitive 
pozitive, oricare două neechivalente, avînd discriminantul Df? < 0 (D este discriminantul 
ordinului maximal din corpul RV) şi fic m un număr natural relativ prim cu f. 


Să se demonstreze că numărul N al tuturor reprezentărilor numărului m prin toate 
formele g}, ..., 9s este dat de formula ` 


N = a xe} 


7im 
unde 
6, dacă D = —3, f=1; 
x= 44, dacă D= —4,f=1: 


2, dacă Df? < — 4. 
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19. Considerăm o formă pozitivă g(x, y) avind dìiscruminantu Df* < —4 şi un 
număr natural q relativ prim cu Df?. Presupunem că fiecare gen de torme cale au dis- 
criminantul Df? este compus dintr-o singură clasă. Să se demonstreze că dacă ecuaţia 
g(x, y) = q are exact patru soluţii în numere întregi x şi y relativ prime, atunce. numărul 
q este prim. 

20. Folosind notaţiile din problema 11 $7 cap. H, să se demonstreze că numărul 
haal claselor de module asemenea dintr-un corp pătratic (în sens obișnuit) aparţinind 
ordinului Oy este dat de formula 


f x(p) 
hy = h— 1- f 
G ef II | ”) 


unde y este caracterul corpului pătratic (p parcurge toți divizorii primi] ai numărului f}. 

21. Să se arate că un număr prim este reprezentat prin forma r? + 3y2, dacă și 
numai dacă este de forma 3n + 1. 

22, Să se demonstreze că forma x? — 5y? reprezintă toate numerele prime de 
forma 10n + i şi nu reprezintă numerele prime de forma 10n + 3. 

23, Să se arate că numărul natural m este reprezentat de forma x? + 2g% în care 
z şi y sint relativ prime, dacă şi numai dacă este de forma 


a 
m= 2"pr... pf" 


unde g = 0 sau 1, iar fiecare număr prim impar p; este de forma 8n + 1 sau 8n +3. 
24. Să se arate că există corpuri pătratice (reale sau imaginare) avind număru 1 
claselor de divizori oricît de mare. A 
25. Fie pi, ..., Ps toate numerele prime, oricare. două. distincte, care intră în 
discriminantul D al corpului păiratic R(/dy Egalităţile 


(F>) =a asii<s 


definesc o matrice (a) avind elemente diu corpul claselor de resturi modulo 2. Să notăm 
prin p rangul acestei matrici (în corpul GF(2)). Să se demonstreze că numărul invarian- 
plor grupului claselor de divizori din corpul RGD (în sens restrins) care se divid 
plin 4 este s —p —i. . 

26. Fie numerele prime p şi q astfel ca p Æ 2 şi q Æ p (mod 4). Să se demonstreze 


că număral claselor de divizori din corpul RY — pg) se divide la 4, dacă și numai dacă 


| A) =i. | 
P ; - Ă 

27. Considerăm nainerele prime distincte py ».., ps de forma 4n + 1, iar d = 
== pqy... pa)= 1 (mod 8). Să se demonstreze că fiecare gen de divizori din corpul 
RU — d) este compus dintr-un număr par de clase, 

28. Considerăm un corp pătratic real RYĂ inal cărui discriminant nu întră 
namere prime de forma 4n + 3, iar e este unitatea fundamentală. a „corpului RYA. 
Sä se demonstreze că dacă genul principal al divizorilor din corpul RÜ este compus 
dintr-un număr impar de clase (în sens restrins) atunci N(e) = — 1. 

29. Fie pun numărprim de forma 8n + 1. Să se demonstreze că numărul clase- 
lor de divizori Qin corpul R= p) se divide prin 4- 
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CAPITOLUL IY 
METODA LOCALĂ 


În §7 cap. I am demonstrat teorema Minkovski-Hasse despre 
reprezentările lui zero prin forme pătratice raţionale. Atât; enunţul 
acestei teoreme, cit şi demonstraţia ei necesită scufundarea corpului 
R al numerelor raţionale în fiecare corp R, de numere p-adice şi în 
corpul Ra al numerelor reale, deci în toate completările corpului R. 
Metoda de rezolvare a problemelor din teoria numerelor folosind seu- 
tundările corpului fundamentul respectiv în completările sale se nu- 
mește metodă locală. Această, metodă conduce la consecinţe aritmetice 
deosebit de importante nu numai în cazul corpului numerelor raţio- 
nale, cit şi în cazul unui corp arbitrar de numere algebrice. Metoda 
locală reprezintă şi unul dintre mijloacele importante de studiu al 
corpurilor de funcţii algebrice. 

În acest capitol vom expune un șir de situaţii generale referitoare 
la metoda locală în cazul unui corp fundamental arbitrar, iar apoi 
vom aplica această metodă la demonstrarea unuia dintre cele mai 
profunde cazuri care se întilnese în reprezentarea numerelor prin 
forme complet decompozabile (v. definiţia în pet. 3 $ 1 cap. II). Este 
vorba despre exceptionala teoremă, a lui Thue, care afirmă că ecuaţia 
nedefinită f (x, y) = 0 (f(x, y) este un polinom cu coeficienți întregi, 
ireductibit, omogen, de grad cel puţin 3) are numai un număr finit de 
soluţii întregi. Thue a demonstrat această teoremă cu ajutorul teoriei 
aproximării numerelor algebrice prin numere raționale. Demonstrația 
bazată pe aplicarea metodei locale aparține lui Skolem. Cu toate că 
în demonstraţia lui Skolem se impune o mică condiţie restrictivă 
asupra polinomului f(v, y), aceasta rămîne totuşi mai sugestivă decit 
demonstraţia dată iniţial de Thue. 


„ŞI. CORPURI COMPLETE RELATIV LA EXPONENȚI 

1. Completarea unui corp relativ la un exponent. În $ 4 cap. I 

am văzut; că fiecărui număr prim, adică fiecărui divizor prim al cor- 
pului R al numerelor raţionale îl corespunde o metrică p-adică e, 


308 


în corpul R, astfel încît completarea relativă la aceasta ne conduce la 
corpul R, de numere p-adice. Pentru definirea metricii e nu folosim 
nici o altă proprietate a corpului F decit aceea a existenţei exponen- 
tului p-adic (v. formula (1) § 4 cap. 1). Din această cauză sint posibi- 
le completări analoage și în cazul unui corp k oarecare dacă în acesta 
există o teorie a divizorilor. Într-adevăr, dacă divizorului prim p 
din corpul & îi corespunde exponentul v, = y, atunci îixînd un număr 


real p,0 < p < 1, putem defini pe k metrica e = ep prin 
p(2) = pr (me k), (1) 


iar apoi prin metoda din pct. 1 § 4 cap. [ să construim o completare 
k == b, a corpului k& relativ la această metrică. (Faptul că funcţia (1) 

čp P ; 
este o metrică rezultă imediat.) Corpul b, se numeşte completare 
p-adic a corpului k. Completarea b = k nu depinde, evident, de 
teoria divizorilor considerată pe k. Aceasta este complet determinată 
numai de către exponentul v = vp. Din această cauză o vom mai 
numi şi completare a lui k relativ la exponentul v. În paragraful de față 
vom studia anumite proprietăți ale acestor completări, precum și 
extinderile finite ale acestora. 

Fie k o completare a corpului £ relativ ia exponentul v. Vom ară- 
ta că exponentul v poate fi prelungit în mod firese la exponentul v 
al.;corpului k. De fapt în pet. t §4 cap. I am văzut că o metrică e 
pe'corpul k(v. (1)) poate îi prelungită la metrica $ pe corpul k, astfel 
că dacă ae k şi e = lim d, unde ape k, atunci e(a) = lim e(a,). 


100 n> 
Deoarece în cazul nostru zero este singurul punct limită al mulţimii 
valorilor. o(a), ae k, se deduce că sirul (o(4,)) sau converge la zero 
(dacă g= 0), sau incepind cu un anumit rang devine constant (dacă 
æ $ 0),: În consecință şirul {v(a,)} tinde la infinit pentru x = 0 şi 
devine staționar începînd cu un anumit rang dacă x + 0. Putem nota 
astfel : 
v(a) = lim v(a,). 
n= 

Se verifică direct că funcţia Y(a) astfel definită (ale cărei valori nu 
depind, evident, de şirul (a, este exponent în corpul k şi v(a) = v(a) 
pentru orice ae k. Este de asemenea evident că metrica ș a corpului 

k este legată de exponentul v prin relaţia : 

sp i — Fia) A 

pare p(x) == p (ae k). 

“În cele ce urmează convergenta în corpul ¥ se va exprima cu aju- 
torul exponentului v (în locul metricii $) analog modului în care s-a 
procedat în cazul corpului numerelor p-adice (v. pet. 4 $3 cap.1). 
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Fie o inelul exponentului v, adică inelul acelor elemente. ae k 
pentru. care v(4)>0 (v. pet. 1 $4 cap. III). Vom arăta că închiderea 
o a inelului o în corpul & coincide cu inelul exponentului V (prin închi- 
derea A a unei submulţimi oarecare A c k se înțelege mulţimea tutu- 
ror acelor elemente din k ce sînt limite de şiruri de elemente din A). 
De fapt, dacă ae 5, atunci a = lim a, unde ae o, rezultind astfel 

11 00 
că v(a) = lim v(a,) > 0. Reciproc, fie v(a) > 0. Deoarece a este limită, 
100 
a unui şir de elemente din k, pentru orice număr natural n există un 
anumit, element a, e k astfel încât v(a — a,) > n. Atunci a == lim a 
n> 


gi 
Van) = Và — (a — a) > min (v(a), v(a — a) > 0, 


adică a, e o. Afirmația noastră este, în acest mod, demonstrată. 
Potrivit teoremei 2 § 4 cap. III în inelul o există, pînă la o aso- 
ciere, un singur element prim = care satisface condiţia v(m) = 1. 
Acesta va fi element prim şi în inelul o (deoarece v(x) = 1). Să 
notăm prin Ù, şi Xy corpurile reziduale ale exponenţilor v, respectiv, V 
(v. sfîrşitul pet. 1 $4 cap. III). Deoarece o congruență modulo r 
în inelul v este echivalentă cu o congruență analoagă în inelul p, 
există un izomorfism natural al corpului £, în corpul 5. Pe de altă 
parte, pentru orice ae o există un element ae o pentru care v(a — 
— a)> 1, adică « = a (mod m). Congruenţa obţinută arată că apt- 
caţia 5, —> E; este un izomorfism pe tot corpul X-, În baza acestui 
izomorfism corpul de resturi 5, se identifică de obicei cu 53. 


2. Reprezentarea elementelor sub formă de serii. În cadrul aces- 
tui punct vom nota prin k un corp complet relativ la exponentul v 
(adică un corp complet-relativ la metrica (1)). Inelul o al exponentului 
v se numeşte în acest caz inel al elementelor întregi ale corpului k. Să 
notăm prin r un element prim fixat din inelul o. e a 

Corpul rezidual 5 al exponentului v îl vom numi corp rezidua 
al corpului k. 

Afirmațiile din pet. 4$3 cap. I referitor la seriile p-adice, deci 
şi teorema 8 $3 cap. I rămîn evident valabile pentru seriile din corpul &. 

Fie întregii a«,„(n < m< oo) şi să considerăm seria 


Fan”. | (2) 


Deoarece v(a,n?) — va) + n >n, atunci u,n” —> 0 pentru n -> oo, 
adică, termenul general al seriei (2) tinde către zero. În consecinţă, 
seria. (2) este convergentă şi suma sa este un anumit element din k. 
Se pune atunci problema dacă nu se poate reprezenta orice element 
din k sub forma unei sume (2), iar dacă aceasta este posibil, dacă nu 
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cumva (analog cazului corpului numerelor p-adice, teorema 10 $3 
cap. I) se pot da pentru elementele din k anumite reprezentări cano- 
nice de acest tip. Răspunsul se dovedeşte afirmativ. 

Să alegem în inelul o un sistem complet S de resturi modulo 7. 
Vom presupune că 0 e &, adică zero este ales reprezentant în clasa ele- 


mentelor inelului v, care se divid prin m. EIA 
TEOREMA 1. Fie k un corp complet relativ la exponentul v, o inelu 


elementelor întregi din corpul k, n un element prim dino și S un sistem 
complet de resturi modulo n (conținând pe zero) din inelul p. Atunci 
orice element «e k poate fi reprezentat ca sumă a serie 


Sa D 
a = $, ari, (3) 


i= 


în care me S(ns1l<o); mai mult, reprezentarea este unică 
(pentru un sistem de resturi S fixat și n de asemenea fixat). P 

z E MRS 

Demonstraţie. Pentru a = 0 avem reprezentarea 0 = p 0-7. 

i at aj = ia 
Considerăm că a este nenul. Dacă v(a) = m, atunci v(az ) = 0. 
Elementul az~” din v este congruent modulo z cu un anumit element 
me : mu 1 
din S, fie acesta am. Deoarece ar” — am = TS, unde že p, atunci 


x == Am r” + Emi š 
Presupunem că pentru un anumit n >m am găsit reprezentarea, 


$ n H n 
A = Apt” H on T Anaa RYTI E Nan”, 


n — 1), me o. Alegem ae 8 astfel încât m = 


nde qe (mxi < í 
pp s de hny € 9, atunci am 


= a„( mod 7). Deoarece Ya = da F Antin, UD 
găsit pentru « reprezentarea 
A = Am T FH ae T OnT” F Mnri TPL, 

TET ; i N 

ă o infinitate de ori. Deoarece y (aT) > 
Repetăm acest procedeu de a 
> n atunci n,n” —> 0 cînd n —> œ şi deci « = D am i 

l ¡£ 


Dacă în seria (3) nu toți coeficienții €n sint nuli, se poate consi- 
dera că am + 0. În acest caz v(a„) = 0, deoarece în inelul o tonte 
elementele care nu se divid prin z sînt unități. Se deduce astfel că 


IS) a; T) = Y (am T”) = M. 


= 
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De aici rezultă unicitatea reprezentării lui a = 0. Să presupunem acum 
că pentru a nenul avem două reprezentări : 


o0 co s 3 
a=} at = Sari (apaes). 
îs i=m’ 4 
Dacă în aceste reprezentări a, £ 0 şi aj # 0, atunei conform ‘celor 
demonstrate mai sus rezultă că m =m. Convenim ca a; = 


a © oO 
= a; pentu msi < n (n > m). Înmulţim egalitatea Y ari = Var 
i= {=n 

prin n~”. Trecind la congruențe modulo z, obtinem că a, = a, (mod 
T )Și deoarece ape S şi ape 8, atunci a, = aj, În acest mod teorema 1 
este demonstrată. 

Observăm că în cazul cînd k = Rp, n = psi S = (0,1, ...,p— 1) 
teorema 1 coincide cu teorema 10 § 3 cap. I. 

CONSECINȚĂ. Folosind notațiile din teorema 1 orice element întreg 
xe k se reprezintă unic sub forma $ 

a = ao + aT H... FAT tan (ap E N) (4) 

Se observă imediat că pentru seriile din corpul k este valabilă, 
teorema 9 $3 cap. I. În virtutea acestei teoreme seriile convergente 
în k pot fi înmulţite după regulile obişnuite din analiză. Aşadar 
putem proceda cu seriile de forma (2) la fel ca şi cu seriile de puteri 
ale lui x. În cazul cînd aplicăm seriilor de forma (3) regulile valabile 
pentru seriile de puteri, trebuie să avem în vedere că la adunarea gi 
înmulţirea, a două astfel de serii se poate obţine o serie de forma (2) 
în care coeficienţii a, nu mai aparţin sistemului S de resturi. În acest 
caz trebuie să aducem seria obținută la forma (3) prin înlocuirea suc- 
cesivă a fiecărui coeficient «, e o prin restul său ae S definit prin 
egalitatea a, = a, + TY» şi să adunăm de fiecare dată elementul 
Y„ € o la coeficientul următor. 


OBSERVAȚIA 1. Reprezentarea elementelor dintr-un corp. complet 
cu exponent sub torma unor serii (3) depinde, evident, de alegerea 
sistemului de repezentanţi S. În multe cazuri printre sistemele de 
reprezentanţi se găsese unele „cele mai bune” care au proprietatea 
de închidere multiplicativă sau formează chiar subeorpuri ale cor- 
pului k (v. în această privinţă problemele 7—11). pa i pa 


OBSERVAȚIA 2. Rezultatele care au fost obţinute aici constituie 
generalizarea situaţiilor analoage din cazul corpului numerelor 
p-adice (v. cap. I, $3 pet. 4). Atragem însă atenţia asupra faptului 
că teorema 6 $3 cap. I nu mai este valabilă pentru corpuri complete 
oarecare cu exponent. Valabilitatea sa se păstrează pentrii cele 
corpuri k pentru care corpul rezidual £ al inelului o modulo elementul 
prin z este finit. Aceeaşi observaţie este valabilă și pentru teoremele 
l și 2 $5 cap. I (în care prin F se înţelege un polinom cu coeficienţi 
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din o. În ce priveşte teorema 3 $5 cap. I, aceasta se transpune 
ad-litteram, odată cu demonstraţia să, pentru cazul unui corp k oare- 
care, complet relativ la un exponent. În continuare vom utiliza con- 
secinţa acestei teoreme sub forma : dacă polinomul F(X) avind coe- 
ficienţii întregi din k şi întregul £e k verifică congruenţa F(E) =0 
(mod x) şi F'(î) 0 (mod n), atunci există în & un element întreg 0 
astfel încît £ = 0 (mod x) şi P(0)=0. 


3. Extinderile finite ale unui corp complet relativ la un exponent. 
Fie k un corp complet relativ la exponentul vo Peste acest corp 
există mai mulie extinderi finite (v. cap. III $3, problema 9). Fie 
K o extindere de gradul n a corpului k. Conform teoremei 5 $ 4 cap. 
III în corpul K există exponentul v care este o prelungire a lui vo. 
Ne propunem. să demonstrăm că în cazul examinat există o singură 
prelungire a lui v, precum si faptul că relativ la exponentul v corpul 
K este complet. SI 

Fie L o submulțime a corpului K ce formează spațiu liniar peste 
corpul k, iar o, ..., 0; o bază a lui L peste k. Fiecare element a 
din L se reprezintă atunci unic sub forma 


o = O -f e. - AOs (a; E k). (5) i 


Dacă v(a) > N(= 1,..., n), atunci, tinind seama de proprietă- 
ție exponenţilor, 


v(x} > Ming) > eN -- min vfo), 


unde prin e am. notat indicele de ramificare al exponentului v relativ 
la vo (v. definiția din pet. 3 § 4 cap. II). Reciproc, vom arăta că 
toți coeficienții a, din descompunerea (5) vor fi oricît de mici în raport 
cu vọ numai dacă elementul «e L va îi suticient de mic în raport 
cu v. (Amintim că elementele „mici” relativ la o metrică de forma (1) 
se caracterizează prin valori mari ale exponentului v). Mai precis, 
aceasta înseamnă că oricare ar fi N se poate determina un astiel de 
M încit inegalităţile vo(a,) > N(i = 1, ...,s8) să fie verificate de 
fiecare dată cînd v(a) > M. Pentru s = 1 afirmaţia este evidentă, 
Demonstrația pentru cazul general o vom face prin inducţie după 
s. Fie s >2 şi, prin reducere la absurd, să presupunem că pentru 
un anumit N există elemente ae L avind valori oricit de mari ale 
lui v(a), pentru care cel puţin unul dintre coeficienţii a; din descom- 
punerea, (5) satisface inegalitatea vo(a,) < N. Evident, se poate con- 
sidera că această inegalitate este totdeauna satisfăcută de primul 
coeficient a,. Oricare ar fi numărul natural r putem alege elementul 
a, e L pentru care v(a,) > r 4+- eX, iar coeficientul a din descom- 
punerea l 


x, = ao, t -e tao, (ape k) 
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satisface inegalitatea vo(aj”)< N. Să considerăm şirul {ß8,}, unde 
B, = (ai = ot Dog e. Fo. (6) 


Deoarece v(8,) == v(a,) — eva(4(”), atunci 


vB.) >r. 


Diferenţele 


Brei — Pr = a (BPH — db) o, 


4=2 


aparţin toate unui subspaţiu de dimensiune $s — 1 (generat de ele- 
mentele op, ...,%) şi, în plus, 


v(Brza = Br) > min (v (Brrr) v(B,)) >r, 


adică (Br, — B.) -> co pentru r—> œo. Dar conform presupunerii 
inductive oricare ar fi i = 2, ..., 8, avem şi 


v(Birtb — 57) —> oo cînd r—> o. 


În consecinţă, deoarece corpul k este complet (v. teorema 7 $3 cap. 1) 
şirul br) 2, converge către un anumit element be k. Trecînd acum la 
limită în egalitatea “(6 ), pentru r > œ, şi avind in vedere că B, —> 9, 
se obţine egalitatea, 


pF bast ar t bio, =0, 


care contrazice însă independenţa liniară a elementelor o, -- 3 Cos 
peste corpul k. Această contradicție demonstrează afirmaţia noastră. 

Să luăm acum drept L întregul corp K. Dacă şirul {æ} de ele- 
mente din K este fundamental, adică; V( op +a = 87 )->00 pentru 7 —o00, 
atunci din cele demonstrate se deduce că toate şirurile (a!%, 
definite prin descompunerile 


esiak + Po, (ale î) © 0 


(co -- > O Constituie o bază a lui K peste £) vor fi convergente în 
corpul k. Atunci odată cu acestea va fi convergent şi şirul { La). Acesta 
demonstrează completitudinea corpului K relativ la exponentul v. 
În afară de aceasta constatăm că în corpul K convergenta relativ 
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la. exponentul v este unic determinată de convergenta în corpul k 
(relativ la exponentul vg). 


Din cele afirmate mai sus se deduce imediat unicitatea prelun- 
girii exponentului vo pe corpul K. Dacă presupunem că în afară de 
v există şi o altă prelungire v', diferită de v, din independenţa expo- 
nenților se deduce atunci că în corpul K există elementul « pentru 
care y(«)>0 și v(x) =0. Sirul (00? va converge, evident, către zero, 
relativ la exponentul v, dar nu va converge relativ la exponentul 
v' (deoarece v(x"? — a”) = v(a — 1) nu tinde la infinit). S-a obținut 
astfel o contradictie deoarece potrivit celor demonstrate convergenta 
în K nu depinde de prelungirile exponentului vo pe corpul K. 

Am obținut, în acest mod, următoarea teoremă, 


TEOREMA 2. Fie k un corp complet relativ la exponentul vo si K 
o extindere finită a sa. Pentru exponentul vp există o singură prelungire 
v pe corpul K. Corpul K esie complet relativ la v gi oricare ar fi baza 
O ---; Op 4 extinderii Kik girul (a), ape K, va fi convergent, dacă 
si numai dacă toate girurile {aP y (1< i < n) definite prin descompu- 
nerile (T) sînt convergente în corpul k. 


4. Elemenie întregi. Să ne ocupăm de studiul legäturilor între 
inelul p al elementelor întregi ale corpului complet k relativ la expo- 
nentul v şi inelul O al elementelor întregi ale extinderii finite K/k. 
Deoarece pentru exponentul vọ se găseşte o singură prelungire v 
pe corpul K, atunci conform teoremei 6 $ 4 cap. ITI inelul © (adică 
inelul exponentului v) coincide cu închiderea întreagă a inelului o 
în corpul E. Prin urmare, oricare ar fi elementul «e D, norma sa 
N(x) = Nrp(a) aparţine lui o şi deci norma N(e) a oricărei unităţi 

e a inelului O este unitate în inelul o. Fie acum sg. Deoarece 
ate Osi nu este unitate în O, atunci N(a-l)= N CE aparţine lui o 
şi nu este unitate în o. În acest caz însă A (x) = (N(a) 1 nu aparţine 
inelului p. Astfel a fost demonstrată, ial e E ie 


TEOREMA 3. Pentru ca elementul u din extinderea finită Kik a 
unui corp complet cu exponent să fie întreg, este necesar şi suficient 
ca: norma Ngula) să fie element întreg al lui k. 

CONSECINȚĂ. Blementul se K este unitate în inelul D, dacă şi 
numai dacă norma sa N(e) este unitate în inelul o. 

Putem considera, evident, inelele o şi O ea inele în care există o 
teorie a divizorilor. Să notăm prin p și SP divizorii primi (unici) ai 
acestor inele. Gradul de inerție f al divizorului SP relativ la p, adică 
gradul (3 : 39) al corpului rezidual > al corpului E peste corpul rezi- 
dual Xo al corpului k, se mai numește în acest caz și grad de inerție 
al extinderii Kjk. În mod analog indicele de ramificare al divizorului 
P relativ la p se numeşte indice de ramijicare al extinderii Kjk. Dacă 
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To Și x sint elemente prime ale inelelor s, respectiv O, atunci, după 
cum se ştie, 


Tip == me, (8) 


unde s este unitate în inelul O. 


Considerăm un sistem complet de resturi $,, modulo p, în inelul 
o. Să presupunem, ca și mai înainte, că De So. Se constată imediat 
că în cazul în care clasele de resturi ©, ..., © din X formează o bază 
a extinderii 5/3, mulţimea tuturor combinațiilor S de forma 


G H e H aros (9) 


formează un sistem complet de resturi modulo z în inelul D; a... 
. -, dy parcurg independent toate elementele din Sg. 


DEFINIȚIE. Baza ©, ..., 0a corpului K peste k se numeste funda- 
mentală, dacă toţi 8, sint întregi iar în descompunerea 


a = A Honn Fr aaa (a, e k) 


a oricărui întreg ae K tofi oveficienţii a, sînt întregi în k. 


TEOREMA 4. Pie k un corp complet relativ la exponentul va iar 
K o exiindeve finită a sa cu indicele de rumificare e și gradul de inerție 
f. Notăm prin Zig și X corpurile reziduale ale corpurilor k, respectie K. 
Dacă n este un element prim al inelului elementelor întregi ale corpului 
K iar ©, ..., op clase de resturi din X care formează o bază a tmi È 
peste Xo atunci sistemul de elemente 


ori (i =1,..., f; j =0, 1, ...,e — I) (10) 


Jormează o bază fundamentală a extinderii Kjk. 


Demonstraţie. Vom demonstra mai întii că elementele (10) sînt 
liniar independente relativ la X. Prin reducere la absurd, presupu- 
nem că 


Ms 


i 


N 


ce-i Și 
Și aperi =0, 
71 50 


unde a; sint elemente din k nu toate nule. Putem considera că toţi 
4;; sint întregi şi cel puţin unul dintre aceştia este unitate în o (dacă 
această condiţie nu este îndeplinită, relația trebuie înmulțită cu o 
putere convenabilă a elementului prim mge 2). Să notăm prin j,(0 < 
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< jos e — 1) cel mai mic indice pentru care există un anumit 


(t<i <f) astfel încât ap este unitate în o. În consecință, 
dacă j < jo atunci vola) >1 pentru toţi î. Deoarece Blij ©, Æ 0, 
f ge 


rezultă că suma È aip o,nu se divide prin x şi de aceea pentru ele- 
{=i 


mentul 


F. 
y = Y lipi T? 3 


i=l 
putem serie F 
y(y) = Jo + VÈ tij o) = Ji 
Pe 


Pe de altă parte, 


= — SV ajo. 
L 


=1 7* fo 
Dacă j < jo atunci 


v(a; 7) z j + v(a;;) > evo(4:3) > e > jo. 


Dacă însă 3 > jo atunci 
vay on) =J} t va) 23 > Jo 
Prin urmare, 


vy(-7) > min vaio) > io 
F+ jo 


Contradicţia obținută demonstrează independenţa liniară peste cor- 
pul k a elementelor (10). . TA MG l 

Considerăm un element « din D. În virtutea consecinței teoremei 
1 deducem congruența 


a =k +n +... + Ce-a 22 (mod 7°), 


unde £, sînt elemente aparţinind unui anumit sistem de resturi 
modulo z, fixat în inelul O. Drept S se poate lua un sistem de resturi 
compus din numere de forma (9). Deoarece no şi n° sint asociate în 
D (v. egalitatea (8)), congruenţele modulo zo şi n“ în inelul O sînt echi- 
valente. Obţinem deci congruența 


e—l i 
EaP o; (mod mg) 
i 320 


t, 


a (a e So) 


NI 
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» prin urmare, . 


f 
w D? i ai or + Tot (ae 0). 


i $ a 
a = $ Pater + noda (aze D, afp e So). 


Prelurigind indefinit acest proces, obținem șirul de egalități 


el 

yu 
2 Qij O; mi + To On (Oare D, ape So). 
{z0 


Zi 
da = Y, 


tael 


Fixînd î şi j găsim girul {a7}. Considerăm seria 


Întrucît aș) sînt întregi, această serie este conve wgentă şi suma sa 


a, este un element întreg al corpului k, adică ane o. Să demonstrăm 
că, 


e—1 


£ 
=) dusa - (11) 


Într-adevăr, din modul în care au fost definite elementele æj; €s... 
deducem că 


s= e—] 


Ş T 
a = D (D d p o n) mo A 73 am 
r=0 i=} j=0 


de unde rezultă că diferența 


a (Ù E ayom’) 


î=1 j= 
este divizibilă prin n o (în inelul O). Deoarece aceasta este adevărat 


pentru orice n, rezultă că diferența trebuie să fie zero, ceea ce demon- 
strează, eg alitatea (11). 
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Dacă $ este un element din K, atunci pentru un anumit m, ele- 
mentul fa este întreg. Reprezentind acest element sub forma (11) 
constatăm că $ este o combinaţie liniară a elementelor (10) cu coefi- 
cienţi din k. Prin urmare, sistemul (10) este o bază peste k a corpului 
K și deoarece pentru întregul «e K toţi coeficienţii a, din repre- 
zentarea (11) aparţin lui o, rezultă că această bază este fundamentală. 
Teorema 4 este demonstrată. 

Deoarece numărul elementelor din baza (10) este fe, mai putem 
enunța următorul rezultat. 


TEOREMA 5. Indicele de ramijicare e gi gradul de inertie f al 
unei extinderi finite K|k a unui corp complet cu exponeni sînt legate 
de gradul n = (E : k) prin relația 


Să notăm Ng; (n) = npu, u fiind o unitate a inelului o. Trecind 
la norme în egalitatea (8), obținem 
Ngalo) = no = Apa (75) = no wN gpl) = me t, 
v fiind tot o unitate a inelului o. Se deduce astfel că n = me (gi v = 1), 
deci n = f. Gradul de inerție f al extinderii K/k poate fi astfel defi- 
nit și prin egalitatea 


f= volan) (12) 


unde z este un element prim al inelului elementelor întregi ale cor- 
pului K. Deducem apoi imediat că oricare ar fi «e K este verificată 
formula 


vo(-Vap(a)) = fya). (13) 


Constatăm că egalitatea (12) şi teorema (5) sint tot snenie ime- 
diate ale teoremei 5 şi formulei (12) din $5 cap. II. 


DEFINIRE. Dacă e = 1, atunci extinderea Kk se numește nerami- 
fieată. În cazul cînd e = = n 'Kjk se numeşte complet ramificată. 

Din teorema 5 se deduce că gradul de inerție al unei extinderi 
neramificate coincide cu gradul acestei extinderi. În cazul extinde- 
rilor complet ramificate corpul rezidual E coincide cu X, (în sensul 
identificării canonice), adică orice element întreg din K este congruent 
modulo m cu un element întreg Qin k. i j 

Se poate demonstra (problema 12) că in cazal cind corpul rezi- 
dual È al corpului K este separabil peste corpul rezidual £g al cor- 
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pi s e na a ua unic corp intermediar T pentru extinderea, 
č, astiel incit extinderea T/k nu este ramificată. jar exti 
E E ste ramificată, iar extinderea 
i plet ramificată. Corpul T se n e ca inerti 
aa E ji e numește corp de inerție 


a LA seriilor formale de. puteri. Printre corpurile complete 
A a un exponent se numără şi corpul seriilor formale de puteri 
n A EEN in modul următor. | 
sonsiderăm un corp Xp. Mulțimea o a tuturor serii i 
tipul P ko. Mulțimea o a tuturor seriilor formale de 
dot at Ha P H.. H a Hnn. (an Eke) (14) 
ei Mirita t formează un inel comutativ cu unitatea 1 relativ la 
Cu e obişnuite Cu seriile de puteri. Acest inel nu are divizori 
a ui ir iar unităţile sale sint, cum se constată imediat. acele si 
capia acele serii (14) pentru care 4740. Corpul fracţiilor inelului v se 
pipi cae corpul seriilor Jormale de puteri ale lui t peste corpul ke. 
corp se notează prin koft}. Analog cazului corpului numerelor 


S (v. și cap. I, 3§ pet. 3,), orice element nenul € al corpului 
toft} se reprezintă unic sub forma 


E = t” (eo teath n. F Cat” H...) (ee Ko cost 0), 


m fiind : it număr între ziti i 

pi ai a emil gri ra z ă pozitiv, negativ sau zero). N otind 
pia si 0 3 co obținem un exponent relativ 
e corpul fait) este complet, ceea ce se poate verifica, imediat 
Inelul exponentului v coincide, evident, cu inelul o al seriilor de 
forma (14). Drept element; prim din o poate fi luat t. Întrucât do i 
serii de forma (14) sînt congruente modulo t, dacă şi numai dacă 
termenii lor liberi coincid, deducem că în orice clasă de resturi modulo 
t a inelului o se găseşte un singur reprezentant din k}. În acest moi 
corpul rezidual 5, al corpului ko{t} este izomorf canonic cu corpul k 
După cum se constată imediat, corpul seriilor formale de uteri 
kott? este tocmai completarea corpului functiilor rationale. kolt 
relativ la exponentul care corespunde polinomului ireduetibil + di l 
a Su. [t] (v. cap. I, $4, problema 7). T 
aa N a ko < koft) şi ho a Zo caracteristica corpului seriilor 
e puteri coincide cu caracteristica corpului său rezidual 
Această, proprietate se dovedeşte a fi definitorie pentru evidenţier a 

corpurilor de serii formale de puteri dintre toate corpurile compl i 
i elativ la un exponent, Anume, în cazul în care caracteristica ca 
corp punct (relativ la un exponent) k coincide cu caracteristica 
pului său rezidual, atunci în corpul k există subcorpul k, ale cărui 
elemente formează un sistem complet de resturi modulo Cazan ul 
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io 


prim m. Pentru un astfel de sistem de resturi operaţiile cu seriile (3) 
se fac după regulile operaţiilor cu serii formale de puteri și deci k 
este corpul seriilor formale de puteri ale lui n avind coeficienții 
din kg. Demonstrația existenţei subcorpului Je este destui de compli- 
cată în general şi o vom omite. 

(Două dintre cazurile particulare, în care demonstrația este 
relativ simplă, sînt expuse în problemele 7 și 11.) 

Fiind dată o extindere k, a corpului ko, koft} este, evident, o 
extindere a corpului koft}, iar dacă, mai mult, koko este finită, atunci 
şi îti hoti) este finită şi are același grad. Un alt mod de construcție 
a extinderilor finite ale corpului k{t} constă în scufundarea izomortă 
a acestuia în corpul kofu}, caz în care t-> u” (n natural). Dacă iden- 
tificăm corpul koft} cu imaginea sa prin această aplicație, adică notăm 
t = u”, atunci kolu} va fi o extindere finită kọ{t} de gradul n. Este 
limpede că obţinem corpul kofu} din koft} prin adjuncţionarea rădă- 
cinii de ordinul n din t. 

În cazul unui corp de caracteristică zero extinderile finite ale 
corpului ky(t) se reduc la aceste două tipuri de extinderi. Mai exact, 
apare următoarea situaţie. 

TEOREMA 6. Fie ky un corp de caracteristică zero. Orice extindere 
finită Kik a corpului seriilor formale de puteri k =: iii t; avind indicele 

de ramificare e este subeorp al unei extinderi de jorma k'u}, unde k' 
este o extindere finită peste k iar uw = t. 


Demonstrație. Să notăm prin X, şi X corpurile reziduale ale cor- 
purilor k, respectiv, K prin f gradul de inerție al extinderii K/k, prin 
z un element prim al corpului K, iar pentru orice întreg & e K, prin 
E clasa de resturi din X care îl conţine pe č ca reprezentant. Elemen- 
tele corpului ky formează, aşa cum am constatat, un sistem canonic 
de reprezentanți pentru clasele de resturi din >. Vom arăta mai întîi 
că şi în corpul K există un subcorp S care îl conţine pe ko şi care este 
un sistem complet de reprezentanţi ai claselor de resturi din X. 
Deoarece orice extindere finită a unui corp de caracteristică zero este 
simplă, atunci È = Xo(£), unde £ este o anumită clasă de resturi din 
5. Să notăm prin F polinomul minimal al elementului £ peste Xa: 
Înlocuind toţi coeficienţii polinomului F (care sînt clase de resturi 
din X) cu resturile corespunzătoare” din kp, obținem un polinom F 
ireduciibil peste kọ pentru care 


F(£) = 0 (mod z) şi F'€) # 0 (mod n). 


Conform observaţiei 2 din punctul 2, în corpul K există un anumit 
element întreg 6, astfel încît 6 = E şi F(0) = 0. Să considerăm sub- 
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21 — e. 198 


corpul $ = ko(0) al corpului K. Deoarece 6 este rădăcina a unui poli- 
Domn ireductibil de gradul f cu coeficienţii din kọ, atunci (X : ko) = f şi 
orice element din Ñ se reprezintă unic sub forma i i 
Apt aq 4... + apt (a; e lo). 

Clasele de resturi modulo m care corespund acestor elemente (în 
virtutea egalităţii 6 = £) coincid cu clasele de resturi & + â Eno 
Kok +är-1%. Deoarece D= (E) şi (£: Eo) = f, înseamnă că aceste 
combinații liniare epuizează, fără a se repeta, toate clasele de resturi 
din X. Am demonstrat astfel că elementele subcorpului S (care este 
o extindere finită a corpului ko) formează un sistem complet de repre- 
zentanți ai claselor de resturi din X. 

Potrivit teoremei 1 corpul K este corpul seriilor formale de puteri 
ale lui x cu coeficienți din 5, adică K = S{n}. Teorema 6 ar fi demon- 
strată (chiar într-o formă mai tare) dacă am izbuti să arătăm că ele- 
mentul prim z poate fi astfel ales încît să fie rădăcină de gradul e 
din . Totuşi, o astfel de alegere a lui z în corpul K nu este totdeauna 
posibilă şi de aceea este nevoie că recurgem la o anumită extindere 
finită ko a corpului S al coeficienţilor. 

Avind în vedere (8) rezultă 


t= me, (15) 

unde e este unitate în inelul elementelor întregi din corpul K. Să 

notăm prin « acel element din S pentru care a = e (mod 7) și prin 
e ` d 


k’ corpul SVa) (dacă a = y* pentru un anumit ye S, atunci ky = 8). 
Corpul seriilor formale de puteri K’ = ko {n} conține evident pe K 
în calitate de subcorp şi este o extindere finită a lui 7. Să arătăm că 
aceasta poate fi reprezentată sub forma kofu}, unde u° = î. Să consi- 
derăm polinomul G(X) = X°—s. Deoarece în corpul K,’ 


G&(y) = 0 (mod x) 
şi | 


G'(y) 7 0 (mod z), 


e 
unde prin y am notat rădăcina Ve, înseamnă că în K’ există o unitate 
n pentru care y = (mod r) şi n” = e (am aplicat din nou observaţia 
amintită din pet. 2). Să înlocuim acum elementul prim ze X’ prin 
elementul u = zy. K’ poate fi considerat ca fiind corpul seriilor for- 
male de puteri ale lui w peste corpul kọ adică K’ = k {u}, unde 
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u° =i pe baza relaţiei (15). Astfel demonstraţia teoremei 6 este 
încheiată. 


OBSERVAȚIE. Teorema 6 își pierde valabilitatea- pentru extinderi 
finite ale corpului seriilor formale de puteri k == kaft} avind caracteris- 
tica p nenulă. Valabilitatea acesteia se păstrează, totuşi, cum se poate 
constata imediat, pentru acele extinderi K/k pentru care corpul 
rezidual © este separabil peste Xo şi indicele de ramificare e nu se 
divide prin p. : 


PROBLEMI 


1. O metrică nebanală p pe corpul k se numeşte discretă dacă mulțimea valori- 
lor sale o(z), zje k, admite ca unic punct limită pe zero. Să se demonstreze că orice 
metrică discretă este legată de un anumit exponent v al corpului k prin relaţia (1). 

z, Considerăm un corp complet k relativ la un exponent, Kj/k o extindere finită 
a sa și 0,,..., 0a o bază fundamentală a corpului K peste k. Să se arate că elementele 


n 
= ăi a;;0; (ase k) 
E 


formează, de asemenea, o bază fundamentală a lui X peste k, dacă și numai dacă 
toţi a,; sint întregi şi determinantul det (a;ş) este unitate în k. 
p 3. Păästrind notaţiile introduse în cadrul teoremei 4, pentru 

e—l 

= X Y agom (a;;€ k) din K notăm m=min Vo(a;). Să se arate că dacă j este valoarea 
i=} j=l 

cea măi mică a indicelui j pentru carc există un anumit i = ip asliciincH vgfaioio) = 

= m, atunci v(«) = jọ + em, unde v este exponentul corpului K. 

4. Să se demonstreze că orice elemenl ai corpului seriilor formale de puteri 
koit} care nu aparţine lui kọ este transcendent peste corpul ko. 

5. Să se demonstreze că, în condiţiile teoremei 6, subeorpul § e K care i include 
pe ko şi formează un sistem complet de reprezentanţi pentru elementele corpului rezi- 
dual al corpului K este unic detinit. 

6. Să se demonstreze că dacă corpul kg este algebric închis și are caracteristica 
zero, atunci corpul k == kolt} al seriilor formale de puteri admite o singură extindere 

n 


un element «= 


finită de gradul n oricare ar fi numărul naturai n, ṣi anume +02 (unicitatea se in- 
țelege pină la un izomorfism care invariază elementele lui F). 

7. Să se demonstreze că dacă corpul rezidual © al corpului complet cu exponent, 
K, are caracteristica zero, atunci în K există subcorpul S care este sistem complet de 
reprezentanți pentru clasele de resturi din 3 și, prin, urmare, K = Sir), unde m este 
un element prim al inelului elementelor întregi ale corpului K. (Pentru demonstraţie 
se folosește faptul că orice corp se poate obține din subcorpul prim printr-o ex- 
tindere pur transcendentă urmată de o extindere algebrică.) 

8. Să se arate că, in condiţiile problemei 7, subcorpul S$ este unic, dacă corpul 
rezidual X este algebric peste subcorpul său prim. 

3. Considerăm un corp K complet relativ la un exponent, iar © corpul său rezi- 
dual. Să se demonstreze că dacă X este un corp perfect de caracteristică p (în care ridi- 
carea la puterea p este un automortism), atunci există în K un unic sistem de reprezen- 
tanţi „închis multiplicativ” S al claselor de resturi, Be X, avind proprietatea că dacă 
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gE și Be $, atunci «fe S. (Un reprezentant «€ S al clasei £ este limita @ = 


n =y 
= lim ab „unde æy sînt reprezentanţi ai clasclor g? Zj 
nap 


10. Păstrind aceleași notații, să presupunem că E este un corp finit avind pÍ ele- 
mente. Să se demonstreze că polinomul 197 — t se descompune în factori liniari în corpul 
K şi că rădăcinile sale formează un sistem multiplicativ închis de reprezentanţi, S 
pentru clasele de resturi din X. 


11. Presupunem că corpul K din problema 9 are aceeaşi caracteristică p ca și 
corpul său perfect rezidual X. Să se demonstreze în acest caz că un sistem de reprezen- 
tanți S$ multiplicativ închis va fi şi „aditiv închis” și deci va fi subcorp al corpului 
K, deci K= Sirţ, unde m este un element prim al corpului K. 

19. Fie K o extindere finită a corpului complet k relativ la un exponent. Pre- 
supunem că corpul rezidual E al corpului K este separabil peste corpul rezidual 59 
al corpului k. Să se arate că în acest caz printre corpurile intermediare L, kabe 
c K, care nu sînt ramificate peste k, există un corp maximal T (care conţine toate 
celelalte corpuri intermediare neramiiicate peste k). Corpul rezidual al corpului T 
coincide cu X și gradul său (T: k) este (© : 2). 

13. Considerăm un polinom f(X) = X” GĂRII + dm iveductibil şi avina 
coeficienții într-un corp complet relativ la un exponent. Să se demonstreze că dacă 
termenul liber a este întreg, atunci și toţi ceilalți coeficienți aj, .. scop sint întregi. 

14. Fie (o rădăcină primitivă de ordinul ps din 1(s21). Să se demonstreze că corpul 
Rp(0) are gradul (p—1)p*-1 peste corpul numerelor p-adice Rp. Să se demonstreze 
apoi că extinderea Rp(C)/Rp este complet ramificată. 


15. Dacă ( este o rădăcină primitivă de ordin p din 1. Să se arate că RÉ) = 


3 


16. Considerăm un corp complet k relativ la un exponent, iar K/k o extindere 
finită a sa, B și I corpurile reziduale ale lui K, respectiv, k. Să se demonstreze că 
dacă extinderea X/5, este separabilă, atunci există pentru K/k o bază fundamentală 
constituită din puterile unui clement (adică O = o[0], 0e D unde © șio sînt inelele, 
de elemente întregi ale lui K, respectiv, E). 


indicație. Se va demonstra că dacă E = 2,0). atunci reprezentantul 9e O 
poate fi astfel ales astfel încit f(9) să fie element prim al inelului D. Polinomul AED 


se poate alege asttel încit! f(0)e Ip[t] să fie polinomul minimal al elementului be X. 
17. Să se demonstreze că într-un corp complet relativ la un exponent produsul 


oo 
infinit [jE -F an) ür SF — 1, este convergent, dacă și numai dacă v (an) > cînd n> œ., 
n=l 


$2. EXTINDERILE FINITE ALE UNUI CORP CU EXPONENT 


Considerăm un corp k avînd exponentul Yp Și fie K/k o extindere 
finită a sa. Inelul o = o, al exponentului Yp îl vom considera ca un inel 
în care există o teorie a divizorilor cu un unic divizor prim p. Conform 
teoremei 1 $ 5 cap. III în închiderea întreagă O a inelului o în corpul K 
avem o teorie a divizorilor cu un număr finit de divizori primi $, ... 

--, Pa (toţi fiind divizori ai lui p). | 

Fie $ unul dintre divizorii primi din inelul O şi Ky completarea 

corpului K după exponentul vp. Acele elemente din Ky care sînt 
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limite de şiruri de elemente din k formează un PoP topoi 
izomorf cu completarea k, a corpului k după exponentu Yp: ato ; 
scufundării izomorie k, -> Kẹ vom considera în continuare x p 
ca fiind un subcorp al corpului Ky. Fie K = k(o, -. sa al EET e e 
«e K aparţin şi lui Ky şi fiind algebrice peste k sînt alge mee Și 
peste kp. În consecinţă extinderea ky (Zir -+ -3 r) kp este finită (gra 
său nefiind mai mare decit gradul lui K/k) și deci 7 e pi L 

efiin Ă el m 
rezultă că corpul ep (as Arar) este complet. Orice elemen ma = 
este limita unui şr de elemente din K, de aceea din ine Asa e 
K c Rola»: 4) Si completitudinea lui ky (e AR ar) se e uce 
că R- kp (a -s x,) şi deoarece este adevărată şi incluziunea 
inversă, rezultă că Kp = kplan - - => ar). Am demonstrat; prin această 
că extinderea HKp/k, este finită şi 


(Ey : kp) < (K : k). 


Deoarece corpurile reziduale ale exponenților vp şi vp coincid, 
respectiv, cu corpurile reziduale ale completărilor ky si Kp (v. de 
pet. 1 § 1) rezultă că gradul de inerție fy al divizorului relativ la P 
coincide cu gradul de inerție al extinderii gh. Este Go asemenea 
clar că. indicele de ramiticare ex al divizorului P relativ la p, Parar 

: : pi ori ai IT 1 remei 
cu indicele de ramificare al extensiei sei S i R 
5 $ 1 numerele fp şi ep sînt legatede gradul ng = (Kp : Fp) prin re ţi 


Jpeg = ng. 


Vom presupune în acest paragraf că extinderea Kik este opara 
bilă și vom studia în această ipoteză legătura dintre completările 
Kg, ..., Ka ale corpului K după toate prelungirile exponentului vp. 

Considerăm o bază 6, -.. ; o & extinderii K/k. Dacă în repre- 
zentarea 

a = App F ce T Ann (ae k) (1) 
a elementului «e K toţi coeficienţii a, vor îi mici în raport cu p 
(adică mici în raport cu exponentul vy), atunci acest element a ya fi, 
evident, mic în raport cu fiecare divizor prim Ps. Este valabilă şi 
afirmaţia reciprocă. 

Lema 1. Pentru orice întreg N poate fi găsit un alt întreg M, 
astfel încât pentru tofi coeficienţii a; din descompunerea (1) inegalită- 
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file vp(a)>N să fie îndeplinite numai dacă vpj(a) > M pentru toți 
s=1,..., m. ; i 
Demonstrație. Fie ai, ..., œ baza reciprocă a. bazei œp... 


+» sOu(Y. Complemente, pet. 3 $2; aici ne-am folosit de separa- 
bilitatea extinderii K/%). Atunci 


a; = Spy (awn) = Sp aw?. 


Să notăm prin e, indicele de ramifieare al lui Ș, relativ la p şi cu p 
un element prim din inelul 9p al exponentului vp, astfel incit e = 
= yp íp) Notăm 

M = max (e, N — vp, (oF)) 


S} 
Dacă vp, (a) > M pentru toți s, atunci pentru j fixat obţinem : 
vp (act) > e N = vp, (p°) 


şi deci ao; = pY unde vply) >0 (1 ss <n). Conform teoremei 
6 $4 cap. II elementul y aparține închiderii întregi a inelului Dp 
în corpul K, de aceea Sp y e op, adică v, (Sp y) > 0 şi deci 


Yp (aj) = vp(Sp (207)) = vp(p” Sp y) > N, 


şi lema 1 este demonstrată. 


CONSECINȚĂ. Dacă șirul (a, de elemente ale corpului K este funda- 
menial relativ la fiecare divizor prim P, (s = 1, ..., m) atunci toate 
sirurile 147%. definite prin descompunerile 


apa ... +a” o, (ae k) 


sînt fundamentale relativ la p. 

Să considerăm acum completările Kw, ..., Ep„ale corpului 
K după toţi divizorii primi $, ..., Pa şi să notăm prin EK, suma 
directă Ky, O... O Ky, Elementele acestei sume directe sînt 
şiruri E = (b -3 Em), unde čje Kps... Ene Kyn Adunarea şi 
înmulțirea acestor şiruri se defineşte componentă cu componentă. 
În acest mod Kse transformă în inel. Pentru orice y e ky notăm 


Ylén s. E) = (Yn . 
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sar Yea): 


Inelul K, devine acum spaţiu liniar peste corpul ky. Dacă gradul 
lui Kp, peste kp este notat cu ns, atunci dimensiunea spațiului Ky 
peste ky va fi, evident, 


ny ae F nm- (2) 


În inelul K, se poate defini în mod canonice noţiunea de conver- 
gență. Vom spune că şirul ( (EP, .. Ea EO e Kys este convergent 
către elementul (Éj, ..., Em), dacă, oricare ar fi s, şirul { 20) converge 
către E, conform convergenței din corpul Kp, Se vede imediat că 
operația de înmulţire » elementelor din inelul K, cu elemente din 
ky este continuă relativ la această noţiune de convergenţă. Altfel 
spus, dacă y = limy”, yPeky și E= lim”, %0 eKp, atunci 


r=o 7-00 


lim y” ED = y E, (3) 


7-00 
Definim acum o aplicaţie K — Ky, notînd 


È = (ap „ae Ky (ae E). 
Deoarece K c K, pentru orice s, şirul (a, ..., a) este un element 
din K,. Este clar că aplicaţia « -> â definește un izomorfism al 
corpului K în inelul E, . Vom nota imaginea corpului A prin acest izo- 

. . A 
morfism prin K. 

Pentru a evita eventuale confuzii să observăm că în produsul 

A A 
y3 = (Ya ..., y2) (vek,) 

cu toate că s-ar părea că figurează aceleaşi componente, de fapt 
acestea sînt, de obicei, distincte deoarece produsul ya depinde de 
corpul Ky, considerat şi pentru corpuri Ky, distincte componentele 
au, în general, valori distincte chiar dacă aye kp. 

TEOREMA 1. Dacă o ..-, O, este o bază a extinderii separabile 
Kik, atunci Ôp... ôy formează o bază a inelului Ky considerat ca 
spaţiul liniar peste ky. 


Demonstraţie. Vom arăta mai întîi că corpul K este peste tot 
dens în K,, adică orice element din Ky este limită a unui şir de ele- 


327 


na din Ê. Considerăm un element E (Pip mea: E) Al Iu 
p Es e Kp(s=1, ..., m). Deoarece K este peste tot dens: în Kp, 


is dle pentru orice număr natural r există un anumit element 


ae K, astfel încît vp, (És — a) >r. Conform teoremei 4$4 
cap. ITI există în K un element a pentru care Va, (ai — a) > p 
N J sS 
oricare ar fi s = 1, ..., m. Pentru elementul a! obţinem 
vgs lés — a”) >r (s = 1, hane m), 


ceea ce inseamnă, evident, că girul (â!7)e., de elemente din K este 
convergent în inelul Ky :ătre elementul E: 


Să reprezentăm fiecare element a” sub forma 


TP On (apek). 


Deoarece şirul (2) este fundamental relativ la fiecare divizor 
prim P,, conform consecinţei lemei 1 şirurile aj”), sînt toate funda- 
mentale relativ la p şi de aceea limitele lor se găsesc în ky. Să notăm 

lim aP (j =1,..., n) Deoarece oricare ar fi aek ch şi 
00 


E e Ky: avem 


ač = âE, (4) 


atunci 


Trecind în această egalitate la limită pentru r —> œo şi avînd în vedere 
proprietatea (3) obţinem că 


E = lim 4 = $, Hin 


YOO 


S-a demonstrat prin aceasta că elementele î, formează un sistem de 
generatori pentru spațiul liniar Kp Mai trebuie verificat că aceştia 
sînt liniar independenti peste kp. Fie 


Yô Poe -H Ya Ga = 0 (Ye k p). 


Deoarece k este peste tot dens în kp, atunci y= lim a”, 


700 


unde af ek. 
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Notăm 


ai? = aP tH.. + aR E. 
Atunci 
A i A A 
lim 4” = lim $ a9o, = Eya s= 0, 
7> T> j j 


ceea ce înseamnă că în corpul K girul {a} converge la zero relativ 
la toți divizorii primi $P, (s = 1, ..., m). În acest caz însă, conform 
consecinței lemei 1, vor converge la zero RS la p toate şirurile 
tan) din corpul k gi deci y, = 0, cva = 0. 

Demonstrația lemei 1 este încheiată. 

OBSERVAȚIE. Folosind produsul tensorial de algebre, teorema 1 
exprimă faptul că algebra K, peste corpul kp este izomorfă ă cu produsul 
tensorial K ®,kp, adică se poate obţine din K (ea o algebră peste k) 
extinzind corpul fundamental k la kp. 

Pe baza celor demonstrate, dimensiunea spațiului liniar Ky 
peste ky este n = (K : k). Pe de altă parte, această dimensiune este 
dată de suma (2). Ținind seama şi de faptul că n, = np, == eps În 
deducem egalitatea 

$, ep fn =n 
R 


(P parcurge toți divizorii primi ai inelului O). Am obținut în acest 
mod o altă demonstrație a teoremei 7 $5 cap. III. 

TEOREMA 2. Să notăm prin o(Ă) polinomul caracteristic al clemen- 
tului ae K relativ la extinderea separabilă Et şi prin gg(X) polino- 
mul său caracteristic relativ la extinderea k p/kp). Atunci 


(X) = II pp (X). 


Demonstraţie. Să considerăm în spațiul liniar K; transformarea 
liniară £ > & E (Ée E). 

Dacă aw, = Sano ue k, 
obținem că 


atunci în virtutea egalității (4). 


Aceasta arată că polinomul caracteristic al transformării considerate 
coincide cu polinomul caracteristic al matricii (a,,), adică cu TA 
Să considerăm acum o altă bază în K; (peste kp). Fie B: (j =1, 

..., n ) o bază a extinderii Kp, /kp (6 = 1, ..., i) Dar notăm an 
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B. acel element din K, a cărui a s-a componentă este B, iar toate 
celelalte sint zero, atunci mulțimea elementelor 


By (9 =1, cc msi = Lek. n) (5) 


formează, evident, o nouă bază a inelului K p (peste ky). Fie 


ns 
Sa 45) 
X ds; == A 730 Bsr (ri € kp) 


astfel încît ọp,(-X) să fie polinomul caracteristic al matricii (y$). 
Se deduce uşor acum că matricea transformării liniare £— &ë va fi, 
tinind seama de (5), o matrice celular-diagonală cu celulele CG) pe 
diagonala principală. Accasta demonstrează teorema 2. 


Introducem pentru elementele ae K noțiunea de normă locală, 
Ny (a) şi de urmă locală Spg (a) : 


Ng (a) = N kyip (a), Spate) = Sharp (0). 
Din teorema 2 se deduc în mod evident formulele : 


A rpla) = ii Np(a), Sprala = Spg (a) 0 au. (6) 
p S , 


Prima dintre aceste Formal impreună: cu egalitatea (13) ŞI ne dă 
relaţia ` ; 


p (Fxpla = ie vp (2) e eT) 


care a fost demonstrată în alt mod în $5 cap. III. 

TEOREMA 3. Să alegem în corpul K (separabil peste k) elementul 
primitiv 0, astfel încît K = KI(0) şi să notăm prin e(X) polinomul 
său minimal relativ la k. Toți divizorii primi SP, ..., Pa ai corpului 
E, care divid pe p, se află în corespondență bijectivă cu factorii descom- 
punerii 


P(X) = p(X) -.. Pa (X) 
în factori ireductibili în inelul. Fp [X]. Polinomul p(X), care cores- 


punde divizorului prim Pe, coined cu. Ponori minimal. al EMEN 
tului Qe Ky, peste corpul ky- . 
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Demonstraţie. Conform teoremei 2 polinomul ọ(X), fiind poli- 
nom caracteristic pentru 0 relativ la K/k, este dat de produsul 
(X)... Pm( X), unde q(Ă) este polinomul caracteristic al lui 9 
relativ la Km,/k,. Factorul ọ (X) este unic definit in acest mod de 
către divizorul prim %$,. Dar, aşa cum am constatat la începutul 
acestui punct, Kp, = hp (0), 0e K c Ky, de aceea fiecare dintre 
polinoamele (X) este ireductibil peste kp, şi teorema este demon- 
strată. 

OBSERVAȚIE. Să presupunem că inelul o (cu corpul de fracții k) 

este un inel cu teorie a divizorilor și că p este unul dintre divizorji 

primi ai inelului o. În cazul unei extinderi separ abile K/k teorema 3 
ne dă, evident, descrierea tuturor divizorilor primi SP din inchiderea 
întreagă O a inelului o în K, care divid pe p (mai exact, ne dă numărul 
m al acestora cit gi produsele efg) 


$3. DESCOMPUNEREA ÎN FACTORI A POLINOAMELOR 
DINTR-UN CORP COMPLET RELATIV LA UN EXPONENT 


În legătură cu teorema 3 § 2 este important să dispunem de un 
procedeu comod pentru descompunerea polinoamelor în factori 
ireductibili într-un corp complet relativ la un exponent. Vom arăta 
în acest paragraf că în astfel de corpuri descompunerea unui polinom 
cu coeficienţi întregi este complet determinată de descompunerea sa, 
modulo o anumită putere a unui element prim. 


LEMĂÄ. Fie o un subinel al corpului k gi fie g( X), hX) polinoame 
avind gradele m, respectiv, n cu coeficienti din o. Dacă rezultantul ‘p= 
= k(g, k) al polinoamelor g gi h este nenul, atunci pentru oricare 
polinom l(Ă)e o[ X] de grad nu mai mare decît m + n — 1 există 
în inelul o[ X] anumite polinoame ọo(X) şi UX) avind grade nu mai 
mari decât m — 1, respectiv, n — 1, astfel înctt 


AX) = gX) (X) + UX) UI) (1) 
Demonstraţie. Notăm 


KX) = Fani, MD = gin 1) "Se mn, 
PR Eo o i 


m=i 
(X) = Pa Xr- -1— i D (X) ae ox”, E 
x Sá £ i=0 


331 


Pentru determinarea celor m n necunoscute tio -..; Muz 
Bos e + +3 Vm- identificăm în egalitatea (1) coeficienţii aceloraşi puteri 
ale lui X. Obţinem în acest mod un sistem de m + n ecuatii : 


5, At Y bee, (i =0,1,..., m+n — 1). 


r+s=i ist 


Determinanțul acestui sistem este 


do do 
01 % bi b, 
. . . . 
. t š “bi 
da Um—1 a4 Dn Dni b: | (2) 
- Li i 
An Li ba . 
. . j 
pa . . . 
am * ba 
Sp A m RE, 
n m 


(locurile libere sînt completate cu zerouri), adică egal cu rezultantul 
p = R(g, h). Prin ipoteză p este nenul, de aceea sistemul admite 
soluţie unică şi deoarece toți termenii liberi ai săi pc, se divid prin 
e, valorile necunoscutelor u, şi v, vor aparţine inelului o. Lema 
este demonstrată. 
Considerăm acum un corp k complet relativ la exponentul vy, 
o inelul elementelor întregi din k, iar x un element prim al lui v. 
. Două polinoame f(X) şi f(X) din inelul o[ X] se numese congruente 
modulo ză şi scriem f(X) = f(X) (mod 2%), dacă coeficienţii aceloraşi 
puteri ale lui X sînt congruenți modulo zf. 
TEOREMA 1. Admitem că pentru polinomul f(X) e o [X] de grad 
m + n există în inelul oLĂ] polinoamele gX), hX) avînd gradele 
m, respectiv, n astfel ca: 1) coeficienţii dominanți ai lwi f și goho 
coincid ; 2) rezultantul R(go ho) este nenul; 3) dacă v(BR(go ho))= 7, 
atunci 
f(X) = go (Aha (X) (mod z+). (3) 


În aceste condiţii în o[ X] există polinoamele g(X) de grad.m și MX) 
de gradn pentru care 


FU) = (X) MX); (X) = gol), MĂ) 2 MX) (mod z+), 


iar coeficienții dominanți ai lui g(X) si h(X) coincid cu coeficienții 
dominanti ai lui gX), respectiv, hX). 
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mea 


Demonstraţie. Pentru orice k > 1 construim inductiv polinoamele 
exe 0 [X] de grad cel mult m — 1 şi ve o[X] de grad cel mult 
n — 1, astfel încît polinoamele 


iai rpi „ft E 
Je = p HTT p ke. H RTE e 


he = ho H Ti... 
să verifice congruența 
f= gih, (mod), (4) 


Considerăm că polinoamele ọ;, --., Qr- ȘI Yy <- Wr-; Care verifică 


condiţiile cerute sînt cunoscute, deci 

Í = na ha o n til, (5) 
unde {X)}e o[ X]. Polinoamele go și gy-, Ca şi ho şi hp, au aceiași 
coeficienţi dominanţi, de unde pe baza primei condiţii rezultă că 


IA) are gradul cel mult m + n — 1. Mai departe, gr = 9o hu E 
= ho(mod 7'*2), de accea ii 


R(gi-a hu) = Rigos ho) (mod 7*1), 

deci v(R(9r-1, hr-1)) = r. Conform lemei în inelul o[X] există poli- 
noamele p, şi W, de grad cel mult m — 1, respectiv, n — 1L pentru 
care 

TL = De-a Pe T hr- Or- i (6) 
Să verificăm că ©, şi w, satisfac condițiile impuse. Deoarece 

Ir = Jr F tzin Pi h = ha a ae cină Yrs 
atunci, avînd în vedere (5) şi (6), 
J — deh = tt | — 7 (gar F hr- Pr) — 72 t2 0, = 


2r+ 2k 


Yr Jr, 


=T 


de unde rezultă congruența (4) (deoarece 2k > k +1). 
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Să considerăm acum în o[X] polinoamele 


AI) = got $ rt em MI)= hot È EE pu 
R== kl 


ai căror coeficienți (în afara celor dominanți) sînt sume de serii con- 
vergente. Deoarece g = q, și k= hy (mod mil, atunci 


gh = gr hy (mod n"t*+1) 
şi deci, avind în vedere (4), rezultă 


f= gh (mod ptr), 


Intrucit ultima congruenţă, este valabilă pentru orice k, se deduce 
că f = gh, şi teorema 1 este demonstrată. 


„OBSERVAȚIE. Din demonstraţia teoremei 1 rezultă imediat că 
dacă go şi ho în locul condiţiei (3) îndeplinesc condiţia f = goha (mod 
T), 3> 2r +1, atunci g şi k. pot fi astfel alese încît să fie valabile 
congruenţele l 


= Jo h= ho (mod a”). 


Să examinăm un caz particular important al teoremei 1. 

_. Vom numi polinomul f(X)e o[X] primitiv, dacă cel puţin unul 
dintre coeficienţii săi este unitate în v. Fie E corpul rezidual al ine- 
lului o modulo elementul prim z. Înlocuind în polinomul fe o[X] 
toți coeficienţii săi cu clasele de resturi corespunzătoare din 5, obţi- 
nem polinomul f cu coeficienţi din corpul E. Să presupunem că în 
inelul £[X], admite descompunerea Ne 


f= fo ho i wm 


în care factorii Jọ şi fẹ sînt relativ primi. Polinoamele gy și kg din inelul 
oLă)] le putem alege, evident, astfel încât, mai întîi, gradul lui Jo să 
coincidă cu gradul lui gg, iar în al doilea, rind să coincidă atit gradele 
cît şi coeficienții dominanţi ai polinoamelor f şi gohg. Să examinăm 
rezultantul R(g, ho) al polinoamelor ge şi ko, adică un determinant 
de tipul (2). Înlocuind toate elementele acestui determinant cu cla- 
sele respective de resturi modulo m, obţinem un determinant care va 
fi, bineînţeles, rezultantul R(Jo, ha) al polinoamelor Jo şi ko (eoeficien- 
tul dominant al Iui k, poate fi eventual nul). Rezultaniul R(go, ho) 
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este nenul, deoarece potrivit alegerii lui g, coeficientul dominant al 
ui 4 este nenul iar polinoamele ge şi Žo au fost alese relativ prime. 
(Amintim că două, polinoame cu coeficienţii dominanţi oarecare au 
rezultantul nul, dacă şi numai dacă aceste polinoame au un factor 
comun sau cînd coeficienţii lor dominanţi sînt ambii zero.) Prin 
urmare, R(go ho) #0 (mod x), adică v (R(go ho)) = r = 0. Egali- 
tatea (7) este echivalentă cu congruenţa f= goho (mod 7). Constatăm 
aşadar că ge și kọ satisfac toate condiţiile teoremei 1 (pentru r = 0), 
deci se poate formula următorul rezultat. 


TEOREMA 2 (lema lui Hansel). Pie f(X) un polinom primitiv avind 
coeficienți din inelul o al elementelor întregi ale unui corp complet rela- 
iiv la un exponent. Dacă în corpul rezidual Y, al inelului o, modulo 
un element prim, polinomul fe XY {[X] admite descompunerea 


f == Fdo (go: ho € olă)), 


go $È ho fiind relativ prime, atunci în o[Y ] există anumite polinoame 
g si h astfel inci 


KX) = gX) hX), 


iar g — Jy h = hp gi gradul tui g este egal cu gradul tui go 

Teorema obținută anterior ne ajută acum să rezolvăm problema 
descompunerii în factori ireductibili a polinoamelor cu coeficienți 
dintr-un corp k complet relativ la un exponent. Ne limitäm la consi- 
derarea polinoamelor f(X) cu coeficienți întregi şi cu coeficientul 
dominant 1 (dacă coeficientul dominant al unui polinom din o[ X] 
avind gradul n este a, putem înmulți acest polinom cu a" gi să luăm 
aX ca nouă nedeterminată). Deoarece în inelul o[ X] este valabilă 
cunoscuta teoremă a lui Gauss asupra descompunerii polinoamelor 
cu coeficienți întregi, toți divizorii ireductibili ai unor asemenea poli- 
noame f(X), ai căror coeficienți dominanți sint 1, vor aparține de 
asemenea inelului o[Ă). 

Dacă polinomul f(X) nu are rădăcini multiple (în extinderiie 
finite ale corpului k), atunci diseriminantul său D(f) = +R, f) 
este nenul. Fie d = v(P(f)) şi să presupunem că în inelul oj Xj are 
loc: congruenţa l 


Í = pa: Pm (mod 7*1) (8) 


în care coeficienții dominanți ai polinoamelor o, (ca şi al lui f, sînt 
toți 1. Să notăm prin hy = z ..- Qm. Deoarece discriminantul pro- 
dusului a două polinoame verifică formula, 


T D(p4) = Diẹ) Di4) Rip, Y; 
iar D(f) = D(qiħ) (mod 7+1), iar vw(D(q. hi) =d, atunci d>2r, 
unde r = v(R(q, h)). Conform teoremei 1 (v. observația de la sfir- 
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şitul demonstrației sale) în inelul o[ X] există anumite polinoamé 
KIX Jsi A(X) asttel că f = gfi Și fi = Pa. Pm (mod 7t), Îngă 
d —r > d — 2r > di = y(D(fi), de aceea putem determina într-un 
mod analog descompunerea fı = gafa a polinomului f, s.a.m.A. În 
final obţinem descompunerea 


KE) = MK) -Gal E), (9) 


în care polinoamele g, e o[X | au acelaşi grad ca şi ọ,. 

Dacă descompunerea (3) este aleasă astfel ca m să fie maxim, 
atunci, evident, toate polinoamele g, sînt ireductibile peste corpul k 
şi obținem următorul rezultat. 


TEOREMA 3. Dacă descompunerea (83) a polinomului F(X) modulo 
mil a fost aleusă astfel ca m să fie maxim, atunci descompunerea 
acestui polinom în factori ireductibili în k este de forma (9), în care 
fiecare dinire polinoamele g, are același grad cu polinomul q, care-i 
corespunde. 

Pentru teorema 3 punem de asemenea în evidență acel caz par- 
ticular cind d = 0, adică atunci cînd D(f) este unitate în v. În acest 
caz descompunerea (8) (trecînd la corpul rezidual 5) coincide cu des- 
compunerea 


Î = So: Pam (10) 


în factori ireductibili în inelul $ [X]. De aici rezultă următoarea 
consecință. 


CONSECINȚĂ. Dacă discriminantul D(f) al polinomului f(X) e o[ X} 
este unitate în o şi dacă descompunerea lui f în factori ireductibili în 
inelul Y [X] are forma (10), atunci există în o[ X] anumite polinoame 
di --:5 9m ireductibile peste k, astfel încît f = 9, --- dm Si Şi = h- 
soup im = Om 

Această afirmație rezultă imediat, bineînțeles, din teorema 2. 


PROBLEME 


1. Considerăm un corp k complet relativ la un exponent, K/k o extindere finită 
separabilă avind indicele de ramificare e, o și O inelele elementelor întregi ale corpurilor 
k, respectiv, K iar mọ și elemente prime ale acestora. Să se demonstreze că dacă 
elementul «ED se divide prin v, atunci Spa/x(a) se divide prin mọ. Să se deducă 
apoi că Spx/x (me O) c o. Să se transpună în continuare enunţul problemelor 12 şi 
16 $2 cap. II asupra cazului considerat și să se demonstreze că în cazul cînd e > 1 ori- 


care ar fi elementul 0 e O avind polinomul caracteristic f(t), valoarea f'(0) se divide 
prin r. i 


2. Fie k o extindere finită a corpului numerelor p-adice, e indicele său de ramifie 
care peste Rp şi x elementul prim al corpului K. Presupunem că în k se găseşte 
o rădăcină primitivă de ordin p astfel că e se divide prin p —1 (problema 14 ŞI). Să 
se demonstreze că orice întreg a Ek, care este congruent cu 1 modulo ri, unde 

pe 


ha p—1 = ps = c¢ + s, este puterea a p-a a unui clement din k. (Ne folosim 
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Taa EN Porti ae 


de faptul că dacă B = 1 + net” y (y întreg), r> s, p= meet, atunci 6= (14770)? 
(mod ne). Se aplică apoi rezultatul problemei 17 $1.) 
3. În condiţiile problemei 2 să presupunem că întregul œ este congruent cu 1 


modulo x”, dar nu este o putere a p-a a unui element din k. Să se demonstreze că în 


> 
acest caz k Va )/k este o extindere neramilicată de grad p. (Se găseşte polinomul carac- 
Ed 
teristic f(t) al elementului O == 77° Wa —1) şi. se verifică apoi că ['(9) este unitate; 
în continuare se aplică ultima parte a problemei 1.) 
4, Presupunem, păstrind condiţiile problemei 2, că întregul a € k satisface şi con- 
ep za 
diţiile : œ = 1 (mod n”), œ # 1 (mod nt), (h, p) = i, h< m= ee Să se de- 
p— 
monstreze că în acest caz œ nu este puterea a p-a a unui element din k şi că extinderea 
$ 
k(Va)k este complet ramificată. (Se consideră exponentul acelei puteri cu care inter- 


p p=1 Să 
vine clementul prim al corpului Ea) în diferența 1—a = II (&—tiVa), unde ţ 
1=0 


este o rădăcină primitivă de ordinul p din 1.) 


$4. MBTRICILE UNUI CORP DE NUMERE ALGEBRICE 


1. Descrierea metricii. În pet. 2 $4 cap. I am pus în evidenţă 
că toate completările posibile ale corpului numerelor raţionale K 
sint corpurile R, ale numerelor p-adice şi corpul Bo al numerelor 
reale. Vom rezolva acum această problemă pentru cazul unui corp k 
de numere algebrice. Potrivit celor spuse la începutul ŞI, fiecărui 
divizor prim p al corpului k îi corespunde o completare p-adică kps 
adică o completare relativ la metrica pp (2) = pP, æek(0<gq< 1). 
Metrica ?„ o vom numi metrică p-adică a corpului k. Pentru a rezolva 
problema, privind posibilele completări ale corpului k trebuie să 
găsim, evident, ce metrici diferite de cele p-adice mai există pe corpu- 
rile de numere algebrice. 

Fie o metrică nebanală e pe un corp de numere algebrice k. 
Considerind-o numai pentru numerele raționale, obținem metrica 
oo pe corpul R, Să arătăm mai întîi că o dată cu metrica ọ şi metrica 
po este nebanală. Alegem în k o bază e, ..., 0, peste R. Oricare 
E = ao see H po (a, e R) satisface relaţia 


lE) < p (agelo) +... F Polta) POr) 


Dacă metrica p ar fi banală, atunci, deoarece e (@,) < 1 ar avea 
loe inegalitatea 


n 


p(5) < 3, e(o:) 


1=l 
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pentru toţi £ e k, ceea ce este imposibil deoarece valorile unei metrici 
nebanale nu sint mărginite. 

Potrivit teoremei 3 $4 cap. I metrica ge, coincide fie cu meţrica, 
p-adică p(x) = pr, 0 < p<1, fie cu metrica zl, 0< ps 
(ze R). Vom. trata mai întîi primul caz. Să notăm prin o inelul 
numerelor p-intregi raţionale (inelul exponentului v,) şi prin O, 
închiderea sa întreagă în k. Dacă «e, ...-, ©, este o bază fundamentală, 
a corpului k, atunci orice a e D, se reprezintă sub forma a = dot 
+... PF da, cu coeticienții a, din O,. Însă qp(a,) < 1, de aceea 


ala) < $; alo) 


=} 


şi deoarece o datà cu a şi toate puterile «”(k >0) aparțin lui O, 
rezultă că (a) < Se deduce imediat acum că o(e)==1 pentru 
toate unităţile inelului O. . 

Conform teoremei 7 § 4 cap. LII orice număr nenul ek se 
reprezintă unic sub forma 
EE au (1) 
unde s este o unitate în D,, iar zy ..-, Zm este un sistem fixat de 
clemente prime, oricare două rieasociate. (Numărul £ aparține lui 
D, dacă şi numai dacă k; > 0.) Dacă pentru toţi è ar fi îndeplinită 
egalitatea o(7,) = 1, atunci q(£) ar fi 1 pentru toti £ nenuli din k. 
Aceasta contrazice însă faptul că metrica ọ nu este banală. Să presu- 
punem că ofn; <1 şi ọ(z;) <1 pentru doi indici distincti i şi 
j. Să alegem numerele, naturale k şi 1 astfel încit glr,” + oir] < L. 
Numerele n? şi ni. sint relativ piine în inelul Dp de aceea conform 
lemei 2 $6 cap. IT, există în O, elementele a și B astfel ca 


k 
E = en; 


~p 
L= an + Bri. 
Atunci însă 
= o(1) < e(a)o(r:)* + Est) < o(7 + ln) <l, 


şi am obținut din nou o contradicţie. Prin urmare, există un unic 
clement prim z; pentru care q(x) < 1. Să notăm prin p şi Yp divi- 
zorul prim, respectiv exponentul care corespund acestuia. Deoarece 
în descompunerea (1) exponentul k; este egal cu (8) atunci, 
notînd prin p, valoarea e(7,), putem scrie 


(E= pP, | © (2) 
Luînd aici & = p găsim că p = pr, unde e este indicele de ramifi- 


care al divizorului prim p. Formula (2) arată că metrica e coincide 
cu metrica p-adică q, care corespunde divizorului prim p. 
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zi n, E a ir a a A aaa iat aaa 


= 


Să trecem acum la studiul cazului în care aa) = |e], 0 < 


<oepsl(zeR). 


Completarea corpului R relativ la metrica ||? conduce, după 
cum se ştie, la corpul numerelor reale (independeni de valoarea lui 
pọ). Ca şi în pet. 2 ŞT cap. I notăm acest; corp cu ho. Prelungirea me- 
tricii |æ], me R, pe corpul Ra, va fi, evident, metrica |a|, a e Ro. 
Prin adjuncţionarea la corpul Re a rădăcinii i = V—1 obținem 
corpul C al numerelor complexe. Vom arăta că norma |a|? a corpu- 
lui Ro poate fi unic prelungită pe corpul C, anume cu ajutorul nor- 
mei |£ |, unde |£| este modulul numărului complex £. Fie y o pre- 
lungire. Atunci y(£) = 1 pentru orice če C cu condiţia el = =]. 
Într-adevăr, dacă nu ar fi aşa, atunci pentru un anumit če C am 
avea W(E >l şi |E| = 1. Alegind un număr natural n gi notind 


PR se pe îsi bi (a, Be Ra) am fi obținut 
YE) < Ha) + ABY) <1 + tG 


deoarece (a) = |a|? < 1 și, în mod analog, (8) < 1. Aceasta este 
însă imposibil intrucit w(E£) >1 + (i) dacă. n este suficient 
de mare. Fie acum £ un număr complex nenul. Pe baza celor demon- 


strate y a) = 1, Prin urmare, 


WE) = 

ceea ce trebuie demonstrat. | | 

Orice corp k de numere algebrice avind gradul n=s-+2t 

(v. cap. II, $3 pet. 1), are n izomorfisme distincte în corpul C al 

numerelor complexe (s reale şi £ perechi complexe). Fie o unul dintre 
acestea. Dacă pentru orice ček notăm 


15) = 1615; 


(E) = la(E)l, 


atunci funcția ọ, va ti, evident, o metrică pe corpul k, iar ọa(%) = 
= |g |° pentru gE r we c şi © sînt izomorfisme conjugate, atunci 
l5(£)| =]s(5) )]= |s(8)| şi deci metrieile care le corespund, pe și Pz; 
coincid. Prin sili există s +t metrici ale corpului k care 
coincid pe Æ cu metrica |æ}?. 
Jonsiderăm acum o metrică p pe k, ce TA pe R cu metrica 
Ja |?. Pe completarea kya corpului k r elativ la această metrică este unic 
definită o metrică continuă $, care coincide pe k cu ọ. Este evident 
că închiderea k a corpului numerelor raționale în k, este topologie 
izomorfă cu corpul Re al numerelor reale. Dacă notăm prin. c unicul 
izomorfism topologic “al lui R pe Fo, atunci pentru orice yE R, 
(y) = joly)f?. Să alegem în k. numărul primitiv, 9 astfel încît 
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“k=R(0) si să notăm prin f(X} polinomul minimal al numărului. 0 / 
peste F. Descompunînd pe fX) în factori ireductibili în corpul nu-. 
merelor reale obţinem s factori liniari şi ż factori de gradul al doilea. 
În consecinţă, în corpul E descompunerea, este de asemenea de forma 


KX) = (X — 01) e (X — OAI + PX +a)... 
-. (X2 + pX + qi). 


Întrucît f(9) = 0, atunci 6 trebuie să fie rădăcină a unuia dintre 
aceşti factori. 

Presupunem mai întîi că 6 = 6, Deoarece b e R şi, prin urmare, 
K = R(0) c E, atunci izomortismul o: R > Re induce pe k un 
izomorfism real o:k > 0 şi deci dacă č e k, atunci 


ẹ(£) = 3%) = joé). 


Metrica ọ coincide, prin urmare, cu os. Mai mult, constatăm că în 
acest caz k, = E, adică completarea ke este topologie izomorfă cu 
corpul numerelor” reale. 

Presupunem. acum că 0 este rădăcină a unuia dintre polinoa- 
mele de gradul al doilea. În acest caz (R(0): Rh) —2 şi de aceea 
izomorfismul o: BÈ > Ro poate fi prelungit (în două moduri) pînă la 
izomortismul c: R(0) > C. Scufundarea o:k — C indusă de acest 
izomoriism. va îi, evident, un izomortism complex al lui k în corpul 
numerelor complexe C. Conform celor demonstrate pe C există 
numai o metrică care coincide pe Ra cu metrica |a!f, şi anume ||, 
ne C. În consecinţă, oricare ar fi ze k obținem 


e(5) = (é) = la(8)f, 


adică e = eg prin izomorfismul complex o ; corpul k, (care coincide 
cu h(0)) este topologie izomorf cu corpul tuturor numerelor complexe. 
Astfel, am demonstrat următorul rezultat. 


TEOREMA 1. Orice metrică nebanală o a corpului k de numere 
algebrice avînd gradul n =s + 2t coincide sau cu metrica p-adică 


vai) 
Ppl E) = p? 
care corespunde divizorului prim p, sau cu una dinire cele s + t me- 
trici de forma 
Po(&) = lo (5)? (0 < pẹ < 1, ek) 
unde o este un izomorfism al corpului k în corpul C al tuturor nume- 
relor complexe. 


DEFINIŢIE. Completarea kp a corpului k de numere algebrice, 
relativ la metrica ep, se numeşie corpul numerelor p-adice. 


(0<p<I, ek), 
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Din teorema 1 rezultă că toate completările unui corp k de 


numere algebrice sint epuizate de: corpurile. de numere p-adice, 


corpul numerelor reale (pentru s >> 0) şi corpul numerelor complexe 
(pentru î>0). 

Pentru a sublinia analogia între metricile Pp Şi Ps ale corpului 
k de numere algebrice avind gradul n = s + 2t, se adaugă acestui 
corp s+t=r noi obiecte Picos- -; Pro numite divizori primi 
infiniti, care se află în corespondență bijectivă cu toate metricile 
de forma e. Divizorii primi obişnuiţi se vor numi, pentru a-i deosebi 
de cei infiniţi, divizori primi fimţi. Divizorul prim infinit p = Pico 
se numeşte real, dacă îi corespunde metricii p, asociată izomorfis- 
mului real o şi complez, dacă metrica ce îi corespunde ps = 93 este 
în corespondenţă eu perechea de izomorfisme conjugate o și 5. 
În cazul corpului R al numerelor raționale există un unic divizor 
prim (real) infinit, po, Care a fost de fapt introdus în pet. 2 §7 cap. I 
şi pe care l-am notat cu simbolul co. Toţi divizorii primi pj, ».. 

-3 Pm ai corpului k, care corespund prelungirilor la k ale exponen- 
tului p-adic v, sînt divizori ai numărului p (pe care îl putem consi- 
dera ca un divizor al corpului R). În mod analog, divizorii primi 
infiniţi Pio, ..-; Pro Se numesc divizori ai lui Pæ deoarece metricile 
care le corespund sint prelungirile metricii |; a corpului numere- 
lor raționale. 

„Inelul Ky pe care l-am considerat în $2 pentru extinderea kR 
şi numărul raţional prim p coincide cu inelul k, ai sirurilor (E, ... 
-s Em), unde &e kp. Dimensiunea inelului kp considerat ca spaţiu 
liniar peste corpul R, al numerelor p-adice este n = (k : R) (teorema 1 
$2). Noţiunea analoagă pentru cazul divizorului prim infinit Pæ 
este inelul ky js format. din sirurie (č ---; Čs Fara ---3 srh unde 
(L <i <83) aparţin corpului numerelor reale, iar čs; (1 sist) 
corpului numerelor complexe. Inelul Boo’ care este spațiu liniar 
de dimensiune n = (k: R) peste corpul Re al numerelor reale, coin- 
cide în acest mod cu inelul 8 pe care l-am considerat în cap. Ii 
şi care s-a dovedit a fi instrumentul fundamental în studiul grupului 
unităților şi al claselor de module dintr-un corp k de numere algebrice. 
Un rol ia fel de important îl va avea inelul koa în § 1 cap. V. 


2. Relația dintre metrici. Pentru orice divizor prim p al corpului 
k (atît finit, cit şi infinit) introducem noțiunea de metrică canonică 
Pp, efinită prin o alegere specială a valorii lui pọ. Dacă p este un divi- 


zor prim finit, atunci metrica canonică Pp este definită prin egalitatea 


uade N(p) este norma divizorului p. Pentru un p infinit real, cores- 
punzind izomorfismului real o:k > C, notăm 


= lo(8)] (ček). 


În sfirșit, dacă p este un divizor prim infinit complex, eorespunzind 
perechii de izomorfisme complex conjugate c şi 6, atunci metrica 
canonică py se definește prin formula, 


PPE) = la(5)]? = [E(6)|? = (E) 5(£). 


În ce priveşte ultimul caz trebuie să remarcăm faptul că, riguros 
vorbind, funcția lo(č)|? nu este o metrică în sensul definiţiei din 
pet. 1 $4 cap. IV, deci aceasta nu îndeplineste inegalitatea a doua 
(a triunghiului). Totuşi, deoarece |o(č)}]? este pătratul unei metrici 
această funcție poate fi folosită pentru definirea convergenței în 
corpul k, de aceea o putem considera ca o metrică, 


Pentru orice #0 din k există, evident, numai un număr finit 
de divizori p pentru care Ppl É) 4 L. Aşadar are sens produsul infinit 


formal 1 Pp (E). 


Do d 2. Oricare ar fi & # 0 din corpul k de numere algebrice 
valorile qy(£) ale tuturor metricilor pe k satisfac relația 


Hasi 8) 


(p parcurge. toţi divizorii primi ai corpului k, atit finiţi cit şi infiniți). 

Demonstraţie. Să notăm prin P, respectiv, P' produsele valorilor 
pp(&) extinse asupra tuturor p infiniţi, respectiv, finiţi astfel incit 
produsul din membrul sting al egalităţii (3) să fie PP’. Din definiția 
metricilor canonice pentru p infiniţi, deducem 


P = Hl% = E] = E) 


(o parcurge toate cele n = $ + 2t izomorfisme ale lui K în corpul 0). 
Pe de altă T te, kor a formulei (1) § 7 cap. III norma divizorilui 


principal (& =H p p“ Wp parcurge toți divizorii primi finiți) este 
i ; O v 1 :: 
NE= NUL p") = Te ir 
p 


ceea ce şi demonstrează teorema. 
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PROBLEME 


1. Fie >... Pr (r = s + t) metricile corpului k de numere algebrice avind gradui 
n= s+ 21, corespunzătoare divizorilor primi infiniți. Să se demonstreze că pentru 
orice i = 1,...,7, există în k un număr č; pentru care 


PÉ) > 1 pif) UL). 


Să se arate, apoi, că metricile p, .-., Ọr definesc convergenţe diferite în k. 
2. Să se arate că orice relaţie de forma 


IEP =1 er) 
p 


între metricile op pe corpul k de numere algebrice este o consecință a relațiilor (3), 
adică. această egalitate este satisfăcută pentru orice £ Ek* numai cu condiţia ca my -= 


=:m oricare ar fi p. 


$5. FUNCTII ANALITICE ÎN CORPURI COMPLETE 


1. Serii de puteri. Avem deja unele noţiuni despre seriile dintr-un 
corp ‘k, complet rel lativ la un exponent » (v. pet. 2 ŞI capitolul de faţă 


şi pet. 4 $3 cap. I). Ştim astfel că: seria 3 üp CONV erge în corpul k, 
„= 
dacă şi numai dacă a, > 0 cind n — 00; seriile convergente pot fi 
adunate sau scăzute termen cu termen cit si înmulţite cu un factor 
constant; seriile convergente au proprietatea de compoziție. Se mai 
ştie, de asemenea, că prin o permutare a termenilor unei serii conver- 
gente: 'aceasta; rămine convergentă către: aceeaşi sumă. Deducem 
astfel imediat ă dacă produsele a,b; ai termenilor a două serii conver- 


gonto S GQ; = 8$ 3İ § b, =t se scriu într-o ordine oarecare şi se formează 
i=l j=l 
cu acestea o serie, atunci această serie va fi conver gentă către suma 
st. 
Punem în evidență o teoremă simplă despre seriile duble care 
ne va folosi mai tirziu. Amintim că seria dublă, 


Ya ie gi) 


i,j=1 


i mn N 
se spune că este convergentă către suma s, dacă 3, 3, a; >s pentru 
| o i=l j=l 
m, n => o, E 
Seriile AN 
aia oœ o0 co o. 
(5 a) S (Sau) 
| i=1 |j=1 j=1 Miz 
se numesc serii repetate ale seriei (1). 
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TEOREMA 1. Dacă oricare ar fi numărul N inegalitatea v(a) > N 
este satisfăcută aproape pentru toate perechile (i, j), atunci seria dublă 
(1) converge și suma sa este egală cu suma celor două serii repetate, 
care sînt de asemenea contvergenie. Dacă cu termenii seriei (1) se for- 
mează, într-un mod oarecare o serie obișnuită, atunci și aceasta va fi 
convergentă şi va avea aceeași sumă. 

Demonstrația acestei teoreme este foarte simplă şi o lăsăm în 
seama cititorului. 

O serie de forma 


~ 
LŠ] 
~ 


o0 
fie) = Si ant” = 00 tH agr t onn Ft + 
m==0 


unde a, €k se numeşte serie de puteri din corpul k. Dacă seria (2) 
converge pentru a: = ek, atunci converge şi pentru toţi acei 
a e k pentru care (2) > ao). Într-adevăr, toţi aceşti a verifică ine- 
galitatea 


Va") > VAr) 


şi astfel odată cu €X Şi termenul general aa” va tinde la zero pentru 
n — œ. În acest mod, dacă notăm u = min v(2), unde œ parcurge 
toate valorile din k pentru care seria (2) este convergentă, atunci 
domeniul de convergenţă al acestei serii va fi caracterizat prin con- 
diţia v(a) > u (sau seria va fi convergentă, Oricare ar fi a 


co 
Dacă se dau două serii de puteri fi(% =f ant” Și fala) = J baa”, 


atunci prin produsul h(x) al acestora se intelege seria de puteri obți- 


nută prin înmulţirea. formală a celor două serii, adică seria y Cnt”, 


n=0 


unde ca = $) ab; Considerăm că seriile f(x) și fe(a) converg pentru 
i+j=n 

v(£) > p ŞI (æ) > us, respectiv. Este evident că în acest caz hlæ) va 

fi u A pentru v(2) > Max (w; a) iar suma sa va fi 

fu(2) faa). 

Seria de puteri f(x) este o funcție continuă de ~ pe domeniul 
său de convergenţă. ri adevăr, toţi termenii a,” sînt pentru 
n > 1 oricât de mici, dacă œ este suficient de mic. Rezultă deci că 
fie) > ao = f(0) pentru x — 0, adică funcţia f(x) este continuă în 
punctul » = 0. Considerăm acum o valoare c aparţinind domeniului 
de convergenţă al seriei f(z). Să înlocuim fiecare termen ag” prin 
expresia @,(¢ + y)". Ridicînd la putere şi însumind toate aceste 
polinoame obţinem seria de puteri f,(7). Sintem astfel condusi la 
formula 


fe +y) => fly), (3) 
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valabilă, pentru orice y din pa aer de convergență al seriei f(). 

Conform celor demonstrate f(y) — f.(0) pentru y > 0, de aceea 
fa) > fo) pentru æ >e, si AA am demonstrat continuitatea 
în g= A lui fh) 

Funcția f(v) definită pe un anumit domeniu dintr-un corp com- 
plet cu exponent şi dată pe acest domeniu printr-o serie de puteri 
convergenţă, se numeşte funcţie analitică. 

Considerăm seria de puteri 


gy) = by t... ba +H.. 


fără termen liber. Reznltatul înlocuirii formale a seriei g{y) în seria 
f(x) (în locul lui w) va fi o serie de puteri F(y) în variabila y. intr-ade- 
văr, dacă 

AGY = Cand” -E Canty Ar s-a (4) 
atunci 


P(Y) = apte (Cap + Czy? tr e. Hegn tean i ee Fam tr o. 


ai 2 (despre substituirea unei serii într-o seric). Pie 
seria flw) convergentă pentru wa) > p. Dacă, folosind notaţiile de mai 
sus, pentru um anumiti y € k, seria gy) este convergentă și (bry) > 
> u pentru orice m > 1, atunei seria F(y) este de asemenea conver- 
gentă şi 


F(y) = fa). 
Demonstraţie. Să considerăm seria dublă 


X, Cyg’. (5) 


isj 


În virtutea formulei (4) obținem 


Camy” = Y abay”... bany”. 
Zir- oanl 
Ait ... HaAn=m 


Fie N = min v(bmy”). Atunci 


V(Cam”) > MN (anba yY o banyr)) > v (an) HAN. 


Qis „n 


Deoarece N = v(£ọ) pentru un anumit x şi pentru 4 = v, seria f(7) 
este convergentă, atuuci y(n) t nN = va xt) — coşi deci şi W(Cumy”) —> 
> œ uniform pentru orice m cînd n — co. Apoi, pentru n fixat 
seria, (4) este convergentă (fiind produs de serii convergente), deci 


(Cum) > co pentru m > co. S-a demonstrat astfel că seria dublă 


345 


(5) satisface condiţiile teoremei 1. În virtutea acestei teoreme ambele 
serii repetate pentru (5) sînt convergente şi au aceeaşi sumă, Rămine 
de verificat numai că 


F(y) = ao + 9) Cay’) si fy) = da + LÈ cay’) 


și teorema 2 este demonstrată. 


În următoarele două paragrafe vom considera, şi funcții analitice 
de n variabile, adică funcţii care au forma unor serii de puteri 


Pie aa E + Di Copaceni BM, 
Tis.. s Xn > 


Presupunem că seria f(£; .-.; Ta) dintr-un spaţiu n-dimensional 
peste un corp complet cu exponent este convergentă în domeniul dat 
de va) > N(i = 1, ...,n). Dacă c=(6,..., ĉn) este un punct 
din acest domeniu, atunci, analog cazului unei singure variabile 
(aplicînd teorema 1), se obţine imediat identitatea 


Í EIT C eeng Ba T Cn) = fă eer a) 


valabilă pentru toate punctele domeniului (2) > N (în această 
identitate seria de puteri f, este convergentă iei v(a) > N). 


2. Funeţia exponențială şi logaritmică. Corpul k va fi considerat 
aici ca fiind o extindere finită a corpului R, al numerelor p-adice. 
Exponentul corpului k îl vom nota cu v, indicele de ramificare al lui 
k relativ la R, îl vom nota cu e, iar prin z vom nota elementul prim al 
inelului elementelor întregi din k. 

Considerăm în corpul k seriile de puteri 


& g? g” 
e E EEE EE E aE EE . 
ua duza 1! ET ! oa! l (6) 
g? 
log (i + æ) = — S + aaa i (ea Îi e H nn (7) 
j % 


Să determinăm domeniu! de convergenţă al seriei (6). Deoarece numă- 


n 
Pia 


-+ = 


E 
; n 
rul prim p intervine în n! cu exponentul 


: P 
atunci 


e spera, ED re 


şi deci 


| g | e 
v| -—-} = nsa) — y(n!) > av) — = (8) 
n! p—l 
3 ph A 
Dacă v(2) > — x <=, RO deduce că v Z > œ pentru n => co şi 
p- i n! 


seriaĝ(6) converge. Po de altă parte, pentru v(æ) < a gi pentru 
n = p° obţinem 


Y a a plai o ept n... -H ap o I) I 


z d j e e e 
= RD = e -i za l -— -j4 < 
D p (o An p—i 


şi deci pentru astfel de valori ale lui æ termenul general al seriei (6) 
nu tinde la zero. Ain demonstrat prin aceasta că seria (6) converge 
pentru acei æ, și numai pentru aceia, pentru care w(x) > x, unde 


„=f ra 
p—i 


Înmulțirea formală a seriilor de puteri exp æ şi exp y dă, după cum 

se verifică imediat, seria exp (® + y), de aceea pentru v(%) > x şi 
v(y) > x este valabilă formula 

exp (x +- 

Ne ocupăm în continuare de seria (7). Dacă w(æ) < 


y) = exp v + eXp Y. (9) 
< 0, atunci 


a" s EPA x | ; 
| ) nu tinde la infinit pentru n > co şi de aceea pentru acești 
n 


æ seria (7) nu este convergentă, Fie acum v(2) > 1. Dacă n = pm, 


oaao i In n 
(n, P) = 1, atunci p* < n şi vn)=ea se P de unde 


lnn 
În p 


| a ) = nye) — y(n) > næ) — e 


n 


; . g” s f | 
şi deci v(- ) — co pentru n — co. Prin urmare seria (7) converge 
N 


dacă şi numai dacă v(x) > 1. | | 
Dacă v(x) > 1, atunci elementul e = 1 + æ este, evident, uni- 
tate în inelul o al eiementelor intregi ale corpului k, iar e = 1 (mod ze). 
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Reciproc, dacă o unitate satisface congruenţa de mai sus, atunci ea 
are forma =: = 1 + w, unde v(z) > 1. Aceste unităţi ale inelului o 
se numesc unităţi principale ale corpului k. Seria (7) defineşte astfel 
funcţia log e fi grupul multiplicativ al tuturor unităților principale 
ale corpului $ Vom arăta că, oricare ar fi două unități principale 
2 Și sp, este valabilă formula 


log (e162) = log e + log e, (10) 


Fie e, = 1+ e, ep=l+gy,şisă presupunem că (y) > v(2), deci 
y == tæ cu t întreg și 

(4 ar pia 
Vom considera expresia (t+ Î) a į tæ? ca o serie de puteri în æ ai 
cărei termeni aparţin domeniului de convergenţă al seriei log (1 + 2). 
Deoarece substituirea, formală a acestei expresii în seria log (1 + 2) 
ne dă log (1 + x) log (1 -q¢- te), în virtutea teoremei 2 obţinem 
egalitatea, 


log (1 -+ (t + 1)e + tæ’) = log (1 -+ æ) -+ log (L + te), 


care demonstrează formula (10). 
Înlocuirea formală a serici (7) în seria (6), ca şi a seriei exp æ — i 
în seria (7) ne conduc la următoarele identități formale : 


(t - e + te? 


exp log (| -4 w) = 1 -+ #, (11} 
log exp 2 = g. (12) 


Întrucit avem în vedere egalităţile formale, peniru a le verifica pu- 
tem considera. că & este o variabilă complexă şi să utilizăm teorema, 
referitoare la substituirea unei serii într-o serie pentru seriile de puteri 
complexe (v., de exemplu, MARKUŞEVICI, A. I. Curs scurt de teorie 
functiilor analitice, Moscova, 1957, pp. 180—181). Pentru a găsi con- 
diţiile în care identitățile formale (11) şi (12) pot fi privite ca identi- 
tăţi în corpul k vom recurge la teorema 2. Conform acestei teoreme 

egalitatea (11) va fi satistăcută dacă toţi termenii seriei log (1 + 2) 


„Ta 


i i x 

verifică condiţia v ( )> x. Pentru n=1 obţinem condiţia v(2) >x. 
n 

>y. pentru | < 


$ n 

r 

Dacă însă v(x) >x, atunci (=) > nr 
n 


e În n 
e = 


v (2) — x > (n — 1) x — y(n)> (n — 1) 
pl In p 


al mnp aa 
In p p—i n — i dă 
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ar e te ri E pei Re E ERE ea TERT 
A Hoe arresonare n = amm 


né 
t—1 
este monoton descrescătoare pentru i > 2). Prin urmare egalitatea, 
(11) este verificată cu condiţia ca v(2) > x. Mai mult, constatăm că 
pentru aceeași condiţie v(log (4 + 2)) > x. Ne ocupăm în continuare 
de formula (12). Din (8) se deduce că pentru v(2) > x toţi termenii 
seriei exp z—1 aparțin domeniului de convergență al seriei log (1+ 
-+ æ) și deci formula (12) este valabilă pentru toţi acei a pentru 
care exp æ are sens. 

Să notăm cu A grupul aditiv al tuturor elementelor % e k pentru 
care v(£) > x si cu H grupul multiplicativ al unităţilor e = 1 -+ 
FE LEA. Potrivit celor demonstrate aplicația =s — log «(ee M) 
este un homomorfism al grupului M în grupul A. Să arătăm că apli- 
caţia œ — exp v este un homomorfism al lui A în M. În virtutea 


pentru n > p >2 (am ţinut seama de faptul că funcţia, 


Jrs E2, „Ca ; A g” 
egalităţii (9) trebuie să verificăm, evident, numai că y i mn -) >x 


entru toţi x e A si toti n > 1. Fie p° < n < pitt. Atunci 
șI tot P P 


7 ayo PE T O aq fal, S 
o) di jek pa Poa 


> {n — ije _enp'—1 > 0, 


pl p ni 


ceea ce trebuia să obtinem. Formulele (11) şi (12) ne arată acum că 
aplicația log: M — A ṣi exp: A —> M sînt bijecții şi sînt inverse una 
alteia. Aşadar, am demonstrat următorul rezultat. 


TEOREMA 3. Aplicația x > exp z este un izomorfism al grupului 
aditiv al tuturor numerelor întregi ale corpului k, care se divid prin 


6 E ră ee A BES etai 
(a = Fm + 1), pe grupul multiplicativ al unităţilor principale 
Pp — 


e, congruentie module n* cu 1. Izomorfismul invers este dat de aplicatia 
e > log e (pentru e = 1 (mod z%)). 

În ce priveşte aplicația e — log e pe tot grupul unităților 
principale, aceasta nu mai este, în general, un izomortism (problema, 5). 
Mai mult, valoarea log s nu trebuje să fie neapărat întreagă. 


Odată cu funcţia, € în analiza reală se consideră şi funcția expo- 


nenţială, a7 = ema Analog acesteia se defineşte pe corpul k funcţia 
1 == exp (e log n), (13) 
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unde y este o unitate principală a corpului k. Această funcție este 
definită, bineînțeles, cu condiția v(x) > x —v(log n). Dacă y = 
= 1 (mod z“), atunci ş” va avea sens pentru toţi întregii œ din k, 
astfel că valorile n? vor verifica congruenţa „= 1 (mod n“). Pentru 
funcția exponențială (13), dacă n = 1 (mod 2%), atunei, oricare ar 
fi æ şi y întregi, sint verificate formulele 

pat = 1%, (a pa BE 


PROBLEME 


1, Să se demonstreze că dacă iuncția f(2) esie analitică peniru v(x) p (într-un 
corp compiet relativ la exponentul v) şi arc o infinitate de zerouri în domeniul v(z)> p, 
atunci este identic nulă. 

2. Fie k un corp de caracteristică zero, complet relativ la metrica nearhimediană 
p (cap. I, $4, problema 4). Presupunem că metrica e veritică condiția (p) < 1 pentru 
un anumit număr prim raţional p. Să se demonstreze că domeniul de convergenţă al 
seriei log (1 +- x) din corpul k este definit prin condiția p(z) < 1, iar domeniul de con- 

pl 


vergenţă al serici exp z prin condiția e(2) < | e(p). 
3. În aceleaşi condiţii să se determine domeniul de convergenţă al seriilor 


2-1 yn 


sin x = 5 (— 1) - art 


n=l 


(es 
> COS x == 1)” 
(n — 1)! ci 2 ) 


4. Să se găsească greşeala în următoarea demonstralie a iraţionalităţii numă= 
rului m. Numărul m este cel mai mic număr pozitiv pentru care sin m = 0. Consi- 
derăm că m ar îi rațional. Deoarece v> 3, nuwmărătorul său trebuie să se dividă fie 
printr-un număr prim impar p, fie prin 2° (în ultimul caz, notăm p = 2). Se deduce 
astfel că seriile sin x şi cos x converg pentru x = m în corpul Rp al numerelor p-adice 
În virtutea formulei 


sin (3 + y) = sin x cos y 4- cos x sin y 
din egalitatea sin m = 0, rezaliă că 
sin nr = 0 


oricare ar fi namäral natural n. Funcția sin x are astfel o infinitate de zerouri în do- 
meniul său de convergenţă. Atunci însă, contorm problemei 1, aceasta ar fi identic 
nulă și am obţine o contradicție. 

5. Fie k o extindere finită a corpului Rp al numerelor p-adice și e o unitate 
principală a corpului k. Să se arate că log e = 0, dacă și numai dacă e este o rădăcină 
de ordin pf din 1 (s>0). 

6. Să păstrăm notațiile din punctul 2. Unităţile principale z, care sint congruente 
cu 1. modulo 1%, formează, evident, un grup multiplicativ My. Toate numerele întregi 
ale corpului k, care se divid prin ră, formează un grup aditiv Ay. Să se demonstreze 
că pentru k> x aplicaţia e —log s, sE Mk, este un izomorfism al grupului Mg pe 
grupul Ag (izomorfismul invers va fi aplicaţia x —> expr, tEeAg). 

7. Să se demonsireze că într-un corp complet relativ la un exponent domeniul 

09 

de convergenţă al unei serii de puteri f(x} == X apa este inclus în domeniul de conver- 
n=0 

gență al đerivatei sale f'(x) = Y rani. Să se dea un exemplu în care domeniile de 
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Taia aaa 


convergenţă ale seriilor f(x) și f'(x) nu coincid (chiar în cazul unui corp de caracteristică 
zero). 
8. Să se arate că în inelul numerelor 2-adice suma 
22 23 on 


3 P Porai = 


se divide prin puteri oricit de mari ale lui 2, dacă n este suficient de mare. 
9. Să sc demonstreze că toți coelicienţii a ai seriei 


7 xP xb? 00 
a Csi LEI n Doi a S = n 
plai) = exp a a 4 z H. =) 5 An& 


sînt numere raționale p-întregi (p prim). 
Indicaţie. Se va demonstra că numărul 


Ta = apn! = 5 noe 
ri Ol 
SHÍ përg, p pls s! pip% ... ps 
X>, ae Agr 


ni 


este egal cu numărul elementelor din grupul simetric de grad n, avind ordinul o putere 
a lui p şi se va aplica teorema care afirmă că oricare ar fì divizorul d al ordinului 
unui grup G finit, numărul elementelor z€ G care verilică ecuatia ut = 1 este divi- 
zibil prin d. 
10. Să se demonstreze că 
em 
Ep œ) = [j 0-a) ™ 
(m,p)=1 


(m parcurge toate numerele naturale relativ prime cu p, iar u(m) este funcţia lui 
Möbius). i 

11. Fie 4 o unitate principală dintr-o extindere finită a corpului numerelor p- 
adice și x un număr întreg p-adic. Considerăra un șir {dp} de numere naturale convergent 


i dul dai A a sia x 12 Das 

către x. Să se demonstreze existenţa limitei lim y ” şi independența acesteia faţă de 
100 
alegerea șirului fan}. Să se arate apoi că funcția 


h a 
nr= lim y 


1—00 


coincide pentru numerele x întregi p-adice cu luneţia (13). 


$6. METODA LUI SROLEM 


Vom. expune în acest paragraf o metodă aparţinind lui Skolem 
folosită, la studiul ecuaţiilor nedefinite de forma 


Fi, e. Em) = 6, (1) 
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unde F este o formă decompozabilă incompletă ireduetibilă (v. 
pet. 3 § 1 cap. IX), iar e un număr rațional. Această metodă se bazează 
pe aplicarea unor proprietăţi simple ale varietăților analitice locale 
peste corpul numerelor p-adice ale căror demonstraţii vor fi expuse 
în paragraful următor. 


1. Reprezentarea numerelor prin forme decompozabile incom- 
plete. Aşa cum s-a arătat la pet. 3 ŞI cap. TI ecuația (1) poate fi 
scrisă sub forma, 


(a Facet tim) = a (2) 
sau 


AW(o) =a (ae M), (3) 


unde w, ..., im Sînt numere ale unui anumit corp k de numere alge- 
brice, iar M = (us: - sum) este modulul generat de aceste numere 
(a este un număr raţional). Înlocuind, eventual, forma F printr-o 
tormă echivalentă avind coeficienții întregi putem obţine ca în repre- 
zentarea (2) generatorii uy, -s um ai modulului M să fie liniar inde- 
pendenţi peste corpul R al numerelor raţionale. Cum însă prin ipo- 
teză modulul M este incomplet, rezultă m < n = (k: R). 

Am văzut în capitolul II cum se găsesc toate soluţiile ecuației (3) 
în cazul cînd M este un modul complet al corpului k. Pentru a rezolva, 
ecuația (3) este deci natural să scufundăm modulul M într-un modul 
complet M și să găsim, folosind metodele din capitolul II, toate solu- 
tiile ecuaţiei N(a) = a, ue M, apoi să extragem dintre acestea 
soluţiile œ care sînt conţinute în M. 

Este evident că orice modul din Xk poate fi scufundat într-un 
modul complet. Pentru aceasta este suficient să completăm într-un 
mod oarecare sistemul de numere liniar independente May + 
pentru a obţine o bază mp.. 
= {uy siey Hale za 

Dacă toţi «e M, pentru care N(«) = a, sìnt cunoscuţi, obținem 
toate soluţiile ecuației (3) separind dintre aceşti ae M pe acei care 
în reprezentarea, 


29 Um 
-3 Um & corpului k şi să notăm M = 


a = Pym E oc E dauna 


au coeficienții m+ - + -3 €a DU. Pentru a exprima cu ajutorul lui a 
condiţiile Sm, = 0, ..., 4, = 0, este comod să ne folosim de baza, 
reciprocă urp ..., pw a bazei ua, -> un (V. Complemente § 2, pet. 3). 
Deoarece urma Sp ujur este egală cu zero cind i +Æ j şi 1 cînd i = j, 
atunci V; = Bpa yu (1 si sn). Se deduce astfel că numerele 
ac M, care aparţin submodulului M, sînt determinate prin condițiile 


Sp ap = 0 (î=—m+1,...,n). (4) 
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Conform teoreinei 1 $5 cap. IT ioate soluțiile ecuatiei N(a)=t, 
as M, se scriu sub forma 


a= yet... (aj sh), aie 


unde y -..; yp este o mulțime finită de numere ale modulului A 
avind NOMA @, p... Se UN Sistem de unități independente me 
corpului $, iat tt, ..., U, Sint numere intregi raţionale, În ile 
condiţiilor (4) rezolvarea ecuaţiei (3) este echivalentă cu rezolvarea 
a b Sisteme de ecuaţii de forma 

Sp (rus cj? ata etir) = 0 (i a mi, e oct n) E (6) 


7 


în neeunoseutele raționale uj, .--, ty (y este unul dintre 7). Ea 

Considerăm un corp H de numere algebrice care conţine toate 
corpurile conjugate cu k şi să fie cy, ..., O, toate izomorfismele lui k 
în K. Deoarece Sp ë = o(5) +... > c„(E), oricare ar fi Bel, 
sistemul (6) poate fi reprezentat sub forma: 


3 olyas) ode... oder =0 (=m +1, ... n) (7) 


Pentru & demonstra finititudinea nwmărului soluțiilor ecuaţiei (3) 
este suficient, evident, să arătăm că fiecare sistem de forma (T) are 
un număr finit de soluţii întregi raționale t, ... Ur. 
OBSERVAȚIE, Mulyimea numerelor corpului k scrise sub pia 
i p 4 y taa Îi ape inire atio- 
eP, „1.3 e, unde Ugs -op Ur parcurg toate numerele reagi rat 4 
nale, o vom numi subgrup multiplicativ al corpului k și o vom nota 
prin U. Mulțimea tuturor soluțiilor ecuaţiei (3) este deci 


Mn GS.) i (8) 


În locul oricăreia dintre mulțimile (8) putem considera ie aia 
yyt Mn U asemenea ei. Prin urmare, problema, găsirii coda OI 
ecuatiei (1) se reduce la problema găsirii intersecţiei modu d 
grupul multiplicativ al corpului X., Constatăm că în locul za u a 
M, în intersecțiile din (8), putem considera spatiul liniar Pa te 
corpul R) generat de pa.. Um într-adevăr, deoarece Y; m 
si L n M= M, atunci L n YU =M n 4U. 


2. Legătura eu varietățile analitice locale. Ideea at l ii 
Skolem este că în unele cazuri.se poate demonska Fma a ii 
numărului soluţiilor ecuației (1) arătind că sistemul (i ) are Bau 
un nwnăr finit de soluţii, chiar şi în cazul cînd necunoscutele th... 
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..., u, sint căutate în mulţimea numerelor intregi SB-adice (adică 
printre elementele intregi ale completării Ka), P fiind un divizor 
prim al corpului K. Lărgind astfel mulţimea valorilor posibile ale 
necunoscutelor, mulţimea soluţiilor sistemului (7) poate fi interpre- 
tată ca o varietate analitică locală într-un spaţiu r-dimensional și 
studiată aplicind proprietăţile acestor varietăţi. 

Admiţiud că variabilele th, ....„u, din membrii stingi ai ecuatiilor 
(7) iau valori P-adice, se iveşte însă dificultatea că functia exponen- 
țială se — exp (ulog e) este definită pentru orice număr intreg 
P-adie u numai dacă e satisface congruenţa e = 1 (mod B*) (x este 
un număr întreg care depinde numai de corpul Kg; v. sfiraitul 
$ 5). Această dificultate este înlăturată în modul următor. Potrivit 
problemei 6 $7 cap. III există un anumit număr natural 4, asttel 
încît oricare ar fi numărul întreg «e K, nedivizibil prin $, este satis- 
făcută congruenţa 


at = 1 (mod P*). (*} 


Orice exponent u, din formula (5) poate fi scris sub forma 
u = ut (0 q< vE LZ) 
şi, prin urmare, unitatea e = sf... eW admite reprezeniarea 


ar 


e = ĝtn.. r (Ia aaa d), 
unde 5, este unul dintre cele q” numere 
ef... er (0 <p: <q). 


Obţinem, în acest fel, o nonă reprezentare a numerelor g de forma 
(5), în care în locul lui e; figurează «+, iar în locul mulţimii finite a 
numerelor y; — mulţimea finită a numerelor y; Deoarece e; sint 
unităţi, atât acestea cit ṣi o,(e,) satisfac congruența (9) şi prin urmare 
funcția o, e?) este definită pentru orice număr S-adic întreg u e Kp. 
Am demonstrat astfel următorul rezultat. 


LEMA 1. Se poate obţine ca în formula (5), eventual printr-o altă 
alegere a numerelor y; și s; funcțiile o;( <.)" să fie definite pentru orice 
numere întregi din corpul Ky. 

În continuare vom presupune această condiţie îndeplinită. 

Să revenim la sistemul de ecuaţii (7). Avînd în vedere formulele 
(9) şi (13) $5, putem reprezenta aceste ecuații sub forma 


As EXP L; (ty pu) 0 (is mn+ i RRRE a (10 
ci i 


j=1 
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unde 


L(t er) = i r log cerh) Au = oyu} 
k=1 

Deoarece membrii din stinga ecuațiilor (10) sînt serii de puteri, con- 
vergente oricare ar îi numerele întregi P-adice ui, -y Un deci funcţii 
analitice, atunci toate soluţiile sistemului (10) pot fi interpretate câ o 
varietate analitică locală (în vecinătatea unei soluții oarecare) în 
sensul definiţiei date în $ 7. f ; 

În sistemul (10) sînt r necunoscute sin— m ecuaţii. N e aşteptăm, 
bineînţeles, ca varietatea definită prin acest sistem să fie formată 
dintr-un număr finit de puncte izolate în cazul cind n — mr. 
Reamintim că numărul r a apărut în contextul teoremei tui Dirichlet 
despre unități şi este egal cu s +- t — 1, s fiind numărul de izomor- 
fisane reale ale corpului k în corpul numerelor complexe, iar î numărul 
perechilor unor izomorfisme complexe analoage. Deoarece n= 8 +4 
- 2t, condiţia n — m >r este echivalentă cu condiţia t > m — l. 
În cazul m = 2, cel mai simplu care prezintă interes, această condiție 
arată% că t > 1, deci printre corpurile conjugate cu + se găseşte cel 
puţin o pereche de corpuri complexe, Acest caz, care conduce la teo- 
rema lui Thue, va fi tratat în cadrul următorului punct. 

Să presupunem că sistemul (10) are o infinitate de soluții (biag a 
„citea tph 8 = l, 2, ae Inelul numerelor întregi P-adice fiind compact 
(v. teorema 6 §3 cap. Işi observația 2 de la sfîrşitul pet. 2 ȘI al 
cupitolului de faţă), din acest şir de soluţii poate fi extras un subşir 
convergent, a cărui limită o notăm prin Ui, eey re Evident că pune- 
tul (už, ..., u7) satisface şi sistemul (10) şi deci este situat pe varie- 
tatea definită prin aceste ecuații avind şi proprietatea că in orice 
vecinătate a sa se găsesc infinit de multe alte puncte ale varietății. 
în locul lui tty .--; U introducem noi variabile vy, ---; %, prin for- 
mutele ' 


wu =u (<< r). 


Sistemul (10) devine atunci 
biă À 
M razi i m es T ui il d 11 
Y As exp Dio -3 9) =0 (i mor l, .. n) (11) 
j=l 
în care am notat 


A š $ * 

AŽ = Ay exp Liu -os r) 
Termenii liberi ai seriilor din membrii din stinga ai ecuațiilor (G1) 
sint zero. Să notăm cu V varietatea analitică locală în vecinătatea 
punctului (0, ..., 0) definită de sistemul (11) (v. definiția din $ 7). 
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Deoarece această varietate nu se reduce la un punct (în orice vecină- 
tate a originii se găsesc infinit de multe alte puncte ale varietăţii), 
conform teoremei È $7 pe V există o curbă analitică, adică există 
un anumit sistem de serii formale de puteri 


v(t), -< Ort), 


(care nu se anulează simultan și nu au termeni liberi) cu coeficienţii 
într-o extindere finită a corpului Ky, astfel încit şirurile 


Pt) = List), «5 o.(0)) (12) 
să verifice identic relațiile 


E A exp PA) =0 (=m +1, ..., 2). 
j=l 


Am obținut astfel următorul rezultat. 


TEOREMA 1. Dacă ecuația (1) admite o infinitate de solii, 
atunci cel putin pe una dintre varietățile analitice locale de jorma {11) 
(pentru un anumit y = y; şi un anumit punct (us, ..., 45)) se găseşte 
o curbă analitică. 

Această teoremă stă la baza metodei lui Skolem. Ea reduce 
problema finitudinii numărului soluțiilor ecuaţiei (1) la a demonstra 
că un sistem de forma (11) nu are soluţii în mulţimea seriilor formale 
de puteri de o variabilă, cu alte cuvinte că pe varietatea analitică 
locală corespunzătoare nu se găsesc curbe analitice. 

Observăm că cele n serii P,(t) definite prin egalităţile (12) veri- 
fică n — relaţii liniare 


A BuPit) = 0 (L <j < nr) 


deoarece sînt combinații liniare ale unor r serii de puteri o,(6). În 
acest mod, prezența unei curbe analitice pe varietatea V atrage 
după sine rezolubilitatea (în serii de puteri P,(1) fără termeni liberi) 
a sistemului 


Y A% exp Pit) =0 (m+isisn), 
(13) 
n 
Y BuP t) = 0 (l <i<n—=r=t4 i1), 
în care atit ecuatiile din prima grupă, cit şi cele din a doua sînt liniar 
independente. (Independenţa, liniară a ecuațiilor din prima grupă 
rezultă din faptul că determinantul det c; (už) al cărui pătrat este 


diseriminantul bazei yur este nenul şi de aceea rangul matricii (A;;) 
(m +1 <i<m, ls) <n) deci şial matricii (4%), este n — m. 
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Dacă presupunem satisfăcută condiţia n — m > r, atunci numărul 
total de ecuaţii din sistemul (13) va fi mai mare sau egal cu n, 


3. Teorema lui Thue. Teorema lui Thue afirmă că dacă forma 
iz, y) = ao? + ay + a. H eny” de două variabile și avind 
coeficienții întregi raționali este ireductibilă şi are gradul cel puţin 
3, atunci ecuația 


Fay) = e (14) 


are un număr finit de soluții întregi. Deoarece o formä în două nede- 
terminate este totdeauna decompozabilă, iar pentru n > 2 este incom- 
pletă, atunci ecuaţia (14) se încadrează pepu ecuațiile considerate 
(1). În acest caz m = 2 și deci condiția t > m — 1 care este necc- 
sară zi aplicarea metodei lui Skolem ars Tată că dacă i>l, ecua- 
ţia f(x, 1) = 0 are cel puțin o rădăcină complexă. Se spune în acest 
caz că P fiz, y) are o rădăcină complexă. Cu această ipoteză vom 
demonstra teorema lui Thue utilizind metoda lui Skolan. Cu alte 


cuvinte, vom demonstra următoarea afirmație. 

TEOREMA 2, Dacă forma flx, y), ireductibilă gi avind coeficienții 
întregi si gradul mai mare sau egal cu 3, are cel puţin o rădăcină com- 
pleză, atunci ecuaţia 

ft 9) == e 
are un număr finit de soluţii întregi. 

Demonstraţie. Vom considera că în forma f(x, y) coeficientul ag 
al lui z” este 1 (în caz contrar, inmulțim ecuaţia (14) prin ast și înlo- 


cuim pe do cu g). Notăm k = R(0), K = B(0, ..., 0), unde nume- 
rele 9 — 0, 0p, ..., 0„ sînt definite prin descompunerea 


f(s, 1) = (æ + 0)... (z + 9p) 


Pentru fiecare j = 1, ..., n notăm cu c; un izomorfism al corpului 
k în K pentru care 9 — 0,. Deoarece f(x, y) = N(a -q y0) (prin N 
am notat norma relativă la extinderea k/R), ecuația (14) poate fi 
scrisă sub forma (3), prin M notindu-se modulul {1, 8}. Așadar, 
în cazul dat p == 1, up = 0(m = 2). 

Să presupunem că în cazul modulului M == {1, 0), ecuația (3) 
are o infinitate de soluții « = s + y0. Atunci pentru un anumit 
y = y;€ k această infinitate de soluții se reprezintă sub forma (5), 
unde unităţile fundamentale e, ..., e, ale corpului k satisfac condi- 
pile din lema 1. Exponenţii “i, ..., U care corespund soluţiilor res- 
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pective g în egalităţile (5), vor satisface sistemul (10). Alegem dintre 
aceste soluţii a șirul a, aa ... astfel încît punctele care le corespund 


(hierer t) (8 RD n) (15) 


să conveargă către un anumit punct (us, ..., u7). Potrivit celor spuse 
în pet. 2, varietatea analitică. locală V, definită prin ecuaţiile (11), 
conţine o curbă analitică o,(t), ..., o?) şi oricare ar fi o asemenea 
curbă pe V seriile (12) satisfac un sistem de forma (13). 

În cele ce urmează demonstraţia teoremei 3 se va sprijini pe ur- 
mătorul rezultat auxiliar. 


LEMA 2. Considerăm sistemul de ecuații 


agp Pp=0 (i 1-0), 


(16) 
b P, = 0 (i = l; cca noh 


în care alit ecuatiile din primul grup, cil gi cele din al doilea sînt liniar 
independente. Dacă ny =n — 2, no > 2 gi dacă sistemul admite o 
soluție dată de seriile formale de puteri Pit), ..., Palt) care nu au 
termeni liberi, atunci cel putin pentru doi indici rațional: k și 3, Pili) = 
= P(t). (Coeficienții a, şi b ca şi coeficienții seriilor de puteri 
Pi) aparțin unui corp de caracteristică, zero.) 

Demonstratia acestei leme va fi dată mai tirziu ; acum vom arăta, 
cum din această lemă se deduce teorema 2. i 

Cu lema 2, oricare ar fi curba o), ..., & (t) pe FV, cel puţin 
pentru doi indici k şi } este verificată egalitatea P(t) = P(t), adică 


Lilolt) <; ot) = ZA). <- olt) (17) 


Considerăm în spațiul r-dimensional al punctelor (ti, ...,%,) varie- 
tatea W, definită prin ecuațiile 
TE (Lli -o-s 0) — Lti g 2) [T ț O. 
Isk<isu 
Din (11) rezultă că orice curbă care aparţine varietăţii analitice locale 
V, aparţine şi lui W. Atunci însă conform teoremei 3 §7 VcW, 
adică toate punctele varietăţii V, conţinute într-o vecinătate suficient 
de mică a originii, aparţin şi lui W. 
Pe de altă parte, vom arăta imediat că printre punctele (0, ... 
-s Us) E€ V, s = 1, 2, ..., legate de punctele (15) prin relaţiile 
U =U Hts Şi convergind către origine, numai un număr finit se află 
pe varietatea W. Această contradicție demonstrează teorema 2. 
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Fie «=g +49 şi a =x’ -+ y8 două numere din şirul {as} 
pentru care punctele respective din V aparțin varietății Lr = Li. 


Dacă a= yeh... e gi W =u +y atunci 
3K x Ă 
aja) = oly) ode) ... os) re)... ce) = 
= G exp Ly (ti ...;2r) 


gi, analog, 


Si) = Cr EXP Lp (Uis -+ -9 Ur) 


de unde rezultă că 


o(a) c(a) 


cj Cu 


Exact în același mod stabilim că 


Ĉĉ}; Ch 


oa”) it ola’) 7 


y 
[3 


Ultimele două egalităţii conduce la relaţia 
gryd E Ai A: 
L Hy ty O 
de unde 
(xy — s'y: — 8;) = 9, 
şi deoarece 0, Æ 0, atunci 
gy’ — w'y = 0. 


Ultima relație arată că 2 + y0 = d(æ' + y'0), d fiind un număr 
rațional. Trecînd la norme și avind în vedere că N(a) = N(a') obţinem 


Lă 


egalitatea d” — 1, deci d = +1 şi prin urmare, «' = ra. 
; ; nin — 1 PEARS 
Așadar, pe fiecare dintre cele a, varietăţi Li = Lp a 


ror reuniune este W, se află cel mult două puncte din V care cores- 
pund numerelor şirului {as}. Pe W se află atunci cel mult n(n — 1) 
asemenea puncte. În consecinţă, în orice vecinătate a originii se gă- 
sese puncte ale varietăţii V, care nu aparţin lui W, contrar incluziunii 
V c W stabilite anterior. Contradieţia obţinută, aşa cum s-a spus, 
demonstrează teorema 2. 
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Demonstraţie (lema 2). Deoarece prin ipoteză prima grupă de 
ecuaţii este liniar independentă, putem (prin o numerotare conve- 
nabilă) să exprimăm Ps (i =], ..., 2 — 2) prin exp Pac Si exp Pa: 


exp Pi = t; EXP Prof biexp Pa (13) 


Dacă a; = 0, atunci din egalitătile exp P, = b exp P, obţinem, 
egalind termenii liberi, că b, = 1 şi, prin urmare, P, = P,. Asadar, 
putem presupune că toţi e, sint nenuli. Notăm 


P,—, == O, (a == 1, -9 h — 1) 
şi presupunem că toţi Q; sint nenuli. Egalitatea (10) implică 
EXP Qi = t EXP (aa ba (19) 


din care, prin derivare în raport cu 7 (v. problema 10), obţinem 


Qi exp Qi = dinu EXP Qami: | (20) 
Egalităţile (19) si (20) ne conduc la relaţiile 


i 


Q! = Q1 xp Qua it za 
) 1 I ud c+ exp Qai 


(G =1i,... E (21) 


unde e; = ba). 

Utilizăm în continuare cea de a doua grupă de ecuaţii (16). 
Prin ipoteză printre acestea se găsesc cel puţin două ecuaţii liniar 
independente. În acest caz însă, cum se constată imediat, putem g găsi 
o relaţie nebanală între Qi; ..., Qa-a: 


Derivind această identitate şi înlocuind pe Q’ prin expresiile (21), 
obținem 


=e da- 
a Pe 
i da - EXP (n-a XP 
şi deoarece Quo # 0 şi exp Qa # 0, atunci 
$ d, 
Zic; H- EXP Oua 
(considerăm aici c,- = 0). 


= 0 (22) 
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Egalitatea (22) este verificată namai dacă funcția raţională 
r-l d; 


PE (23) 
=] C; -} @ 

; . în sa = i 3 o(2 
este identic nulă, In caz contrar, dacă funcţia (23) are forma eL , 

(2) 

unde (2) este nenulă, din egalitatea o (exp Qw) = 0 deducem 
că seria tormală de puteri Qna- Ne constantă, este rădăcină a unei 
ecuații algebrice, contrar afirmației problemei 4 $ 1. Este evident că, 
funcţia, (23) este identic nulă numai dacă e == e; cel puţin pentru 
doi indici difer iți k si j. Atunci din egalităţile (1 9) obținem că 


ta 7 

y E E e D 

exp P, = exp P; 
(3 


Ca via. Metoda lui calu permite demonstrarea finitu- 
dinii numărului de soluţii întregi ale ecuaţiei (14). Totuşi aceasta nu 
furnizează uri algoritm pentru determinarea, efectivă a soluţiilor. 
Cauza este următoarea. După ce se demonstrează că sistemul (7) are 
un număr finit de soluţii întregi P-adice, se poate indica imediat 
un algoritm pentru calculul iterat al coeficienţilor din descompunerea, 
după puterile unui clement prim a oricăreia dintre aceste soluţii, 
Nu există totuşi un algoritm care să poată decide pe baza finitudinii 
namărului eoeficienților, dacă soluția este un număr întreg rațional. 

Acest neajuns îl are însăși demonstratia dată de Thue. 

Recent Baker a izbutit să găsească o metodă efectivă pentru 
determinarea tuturor soluțiilor ecuaţiei (L4) (BAKER, A., Contributions 
to the theory of diophantine equations, Philos, Trans. Roy Soc. London 

A 263, N2 1139, 1968, 173 -— 208). Plecind de la aproximarea prin 
pei liniare a, logariimilor numerelor algebrice, Baker a demonstrat 
existenţa unei auumite constante calculabile 7, depinzind de coefi- 
cienţii formei f, de gradul acesteia n și de un număr c, astfel încît orice 
soluție întreagă (æ, y) a ecuaţiei (14) să satisfacă inegalitățile 


| < C, jy] 0. 
De exemplu, se poate nota 
C = exp (n 47 p (In leyt), 


unde r = 32 n(n + 2)}, iar A este maximul valorilor absolute ale 
eceficienţilor formei f. 
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Metoda lui Baker permite și rezolvarea în principiu a problemei 
celui de al zecelea discriminant, amintită la sfirsitul pet. 2 $7 cap. 
III. Această metodă calculează efectiv o anumită constantă care 
măzginește superior discriminanţii tuturor corpurilor pătratice 
imaginare compuse dintr-o singură clasă, reducind astfel problema 
referitoare la cel de al zecelea discriminant la verificarea numerică 
a unui număr finit de corpuri. 

Observăm în încheiere că Singel a demonstrat finitudinea numă- 
rului soluțiilor întregi pentru o clasă mult mai largă de ecuaţii P(2,y)= 
= 0, unde F este un polinom cu coeficienti întregi supus unor restric- 
ţii foarte puţine (ecuaţia F = 0 trebuie să determine o curbă nerațid- 
nală, care deci nu admite o parametrizare æ = e(t), y = (t), unde 
ọ Și Vi sînt funcţii raţionale de 7%). În aceste condiţii teorema, lui Sin- 
gel este adevărată şi pentru soluţiile în numere întregi dintr-un AD 
fixat de numere algebrice (v. LANG, S., Diophantine geometry, New 
York-London, 1962, cap. VII). Pină în prezent nu se cunoaşte însă 
o metodă efectivă de determinare a tuturor soluţiilor considerate în 
teorema lui Singel. 


4, Observaţii asupra formelor într-un număr mare de nedetermi- 
nate. În legătură, cu teorema lui Thue se pune problema : în ce condiţii 
o ecuaţie de forma (1), în care intervine o formă decompozabilă in- 
completă, admite numai un număr finit de soluții în numere întregi? 
În unele cazuri asemenea ecuaţii pot admite o infinitate de soluții. 
Un exemplu îl constituie ecuația 


ada —- 92 — Arty? — Ba — 12y = N(a Ag 2 |- A3) = 


$ va . - E ip . Y 
(norma se consideră în extinderea RYZ, V3)/E), care admite două 
mulțimi infinite de soluții date de formulele : 


s+ yy? =, 2=0; 


æ + e3 = +2 +3), y=0. 


Această situaţie apare datorită faptului că pentru z = 0 sau y = 0, 
forma dată devine pătratul unei forme complete: (2? — 242)? sau, 
respectiv, (x? — 3z?)?. Aceasta înseamnă că modulul {1, V2, V3}, 
care corespunde formei respective, conţine două submodule care sint 
module complete în corpuri mai ii anume 


41, V2) e RVB) sif, V3e RYB). 


*) O curbă care admite o astfel de parametrizare, se numeşte unicursală (N.7.). 
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Să descriem aspectul general al formelor care au o proprietate 
analoagă. Să scriem ecuaţia, (1) sub forma (3) şi să considerăm sub- 
spațiul liniar L (peste R) generat de numerele modulului M. Vom 
numi modulul M degenerat, dacă spațiul L care îi corespunde conține 
un subspaţiu L’, asemenea unui anumit subcorp k’ c k, unde KW 
nu este nici corpul numerelor raționale, nici un corp imaginar pătratie. 

Să arătăm că pentru un modul degenerat ecuaţia, (3) are o infi- 
nitate de soluţii (în fiecare caz în parte, pentru anumiți a). Într-adevăr, 
dacă L' = yk'(y ek) și M' =L nM, atunci yTM” este un modul 
complet al corpului k’. Deoarece din” definiția unui modul degenerat; 
al corpului: X’ rezultă că numărul unităţilor fundamentale din. orice 
ordin este nenul şi deci ecuația 


Nvr) =a, e vTM’ (24) 


admite o infinitate de soluţii (de îndată ce are cel puțin o soluţie). 
Notăm ay = Nari) 47, unde r= - (k: k’). Întrucît 


N yrl y) = (Ner) Nar) =a 


şi Eye M'o M (pentru orice £ care satisface ecuaţia 24), atunci 
ecuaţia Nur (0) = &y ne M, are o infinitate de soluții. 

Ipoteza fundamentală asupra ecuațiilor de forma (1) constă în 
aceea că orice ecuaţie de această formă are numai un număr finit de 
solutii în numere întregi doar ducă modulul care îi corespunde este 
nedegenerat. 

Recent W. Sehmidt a demonstrat această ipoteză pentru cazul 
general (WOLFGANG M. SCHMIDT, Tincearformen mit algebraischen 
Koeffizienten, IE, Math. Ann. 191, N? 1, 1971, 1 —20). La baza me- 
todei sale, ca şi în cazul metodei lui Thue, stă teoria aproximărilor 
numerelor algebrice prin numere raţionale. 


PROBLEME 


. Fie seria f(t) == a at + apt? + ... cu cocticienţi întregi p-adici convergentă 
pentru oricare valori iutregi p-adice £. Să se: demonstreze că dacă 


Ypi) < pia) k =2, 3...) 


atunci citata, MU) = = 0 are exact o soluţie întreagă p-adică pentru vp(a)> vp(0]) și nu 
are soluţii întregi p-adice penlru vp(0g) < vp(a.). 


2. Fie d> 1 un număr nutural, liber de cuburi, și fie (a, (04, b.) două soluţii 
nebanale (diferite de (1,0)) ale ecuaţiei : 


æ -}- di3 = 1 
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3 3 
(în numere intregi raționale). În corpul cubic K = RY d) notăm e= a 4+ Ba, = 
3 


= a, + bd. Să se arate că în acest caz 


E ae pt 
E Ei 


pentru anumiţi întregi raționali n și v, dintre care cel puţin unul nu ceste divizibil 
prin 3. 

3. Să presupunem, păstrind notaţiile problemei precedente, că d # + 1 (mod 9). 
Atunci în corpul K are loc descompunerea $ =p? (cap. IU, $ 7, problema 24) şi deci 
gradul completării p-adice Ko a corpului K peste corpul R, al numerelor 3-adice 


un 
este 3. Admiţind că v Æ 0 (mod 3), să noiănu t=-—-. Să se demonstreze că numărut 
(24 
t (considerat ca un număr întreg 3-adic) este rădăcină a ecuaţiei 
20 
Qal” = 0, (+) 


n=2 


1 
unde an= — Sp (log n”), 7, = £. (Sp are aici semnificația urmei relativ la extinderea 
n! 


K pRa) Să se demonstreze că seria din membrul sting al ecuației (+) converge oricare 
ar fi valorile întregi 3-adice ale lui £. 
A A 3 ge zu: al A 3 
Indicaţiec. Se demonstrează că Sp (log y) = O și Sp = 3, h = £. 
4. Să se demonstreze pentru cocficienpii a, ai serici (+) că 


Wa) = val) = u E 3; Wla) > ur 3 pentru n> 3, 


unde p = vp(a55%d) (v, este exponentul 3-adic). 


> 
Indicaţic. Se foloseşte faptul că dacă y = 1 + 3r, x= apă e, atunci 


9 d 
log % = 3x DTE x? 4 9x? (mod gt 
3 
şi, de asemenea, faptul că urma oricărui clement al inclului Old] se divide prin 3 
(O; este inelal intregilor 3-adici). 
5. Să se demonstreze, plecînd de la problemele 1—4, că ecuația x? -+ dy? = 1 
admite pentru d Æ + t (mod 9) cel mult o soluție nebanală în numere intregi raționale. 
6. Să se rezolve problema precedentă în cazul cînd d = +1 (mod 9). 
3 


Indicaţie. Se are în vedere că numărul 3 din corpul K == RUD se descom- 
pune în produsul 3 = p2q (cap. II, $7, problema 24) și se transpune enunţul proble- 
melor 3 și 4 în cazul sumei directe K; = K, 9 Ky (v. $2). Funcţia logaritmică pe Ka 


se definește în acelaşi mod ca pentru un saro o serie va fi conyergentă pentru orice 
£ = (a, B)E K, pentru care œ și B sint unități principale ale corpurilor Kp, respectiv 
Re. Urma Sp (£) se definește ca urmă a matricii transformării liniare £' — &% (E'e 


€ Ka) şi de aceea coincide pentru elementele din K cu urma numerelor corespuuză- 
toare din K. 
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7. Fie seria 
RKE = aa + att a +... 
cu coeficienți intregi p-adici convergentă pentru orice valori întregi p-adice ale lui t. 
Să se demoustreze că dacă ün este unitate p-adică și a; = 0 (mod p) oricare ar îi s> n, 


atunci ecuaţia f(2) = 0 are cel mult n rădăcini întregi p-adice. 
8. Considerăm șirul de numere întregi 


Uy aayi esi (+$) 
care satisface relația de recurenţă n= Ana t- F amin- -mham + 0) cu coeficienții 
t» »-- Am Taţionali. Presupunem că polinomul olx) = = a n apa —,.. — Cp DU are 


rădăcini multiple. Să se demonstreze că in acest caz există un anumil număr natural 
M astfel incit pentru toţi indicii n ai unei clase fixate de resturi modulo M, sau toate 
valorile uy coincid, sau nici una dintre ele nu sc repetă de o infinitate de ori. 

Indicaţie. Se folosește formula ttp = Ad +... + Ami (di sînt rădăcinile 
lui o(2)), cit și faptul că printr-o alegere corespunzătoare a numărului prim p şi a 

a a rai Ma M A 43 . 
numărului natural M funcţiile ~; = exp (x log aş ) vor [i analitice pentru orice întreg 
p-adic x. 

9. Presapunem, folosind notaţiile problemei precedente, că toate rădăcinile «; 


a, 
(1 i <m), căt şi toate rapoartele — (i s& 3) nu sint rădăcini din 1. Să se demonstreze 
Qj 


că în acest caz nici un număr intreg nu intervine în şirul recurent (x+) de o infinitate 
de ori (în cazui cind acesta nu este constituit numai din zerouri). 

10. Fie f(y) o serie de puteri, iar g(x) o serie de puteri fără termen liber avind 
coeficienţi dintr-un corp. Se notează F(x) = f(g(2)). Să se demonstreze că 


Ta) = Pigg E). 


1]. Fie P() # 0 o seric formală de puleri fără termen liber peste un corp de carac- 
teristică zero. Să se demonstreze că dacă 


n 
$, a exp yP) = 0, 


t1 


unde nu toţi a; sint nuli, atunci yp = y; cel puţin pentru două valori ale indicilor i # j. 
12. Să sc demonstreze lema 2 în ipoteza că n, = n —1, m =1 ṣi nmn =1, na ze 
= n— 1. 


VARIETĂȚI ANALITICE LOCALE 


Fie k un corp de caracteristică zero, complet relativ la exponen- 
tul v, iar e metrica ce corespunde exponentului v. În acest paragraf 
vom ințelege prin spațiul n-dimensional %” mulţimea elementelor de 
forma (a, .-.; %), numite puncte, ale căror componente aparţin 
lui k sau unei extinderi finite a corpului k. Prin es-vecinătate în k” 
a punctului (0, ..., 0) se înțelege mulțimea acelor puncte (a, <. -3 a) 
care satisfac condiţiile o(a) < e (i= 1, ...,n) (e este un număr 
real pozitiv). 

Să considerăm mulţimea seriilor de puteri f(z, ..., 2) de n 
ariabile şi avind coeficienţi din k, convergente într-o e-vecinătate 
2 originii (pentru fiecare serie va fi dată o astfel de e-vecinătate). 
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Se constată imediat că mulţimea tuturor acestor serii formează inel. 
Să notăm acest inel prin D. Adesea vom serie f(X) în loe de f(z,,... 
PE a 
DEFINIȚIE. Mulțimea V a punctelor (oj, ...y an) E€ 2, care apar- 
jin unei s-vecinătăti a lui zero și satisfac sistemul de ecuaţii 


fX) =0,.. cs fal X) = 0, (1) 


unde HX), ..-, fal X) sînt serii de puteri din inelul O, fără termen 


liber, se numește varietate analitică locală sau, pe scurt, varietate locală. 

Vom considera, că două varietăţi locale sint egale, dacă acestea 
coincid într-o -vecinătate a lui zero. 

Evident, că putem considera varietăţi locale în vecinătatea 
oricărui punct din spaţiul Ẹ”. Am ales însă pe zero pentru a simplitica, 
notaţiile, 

Fie V o varietate analitică Locală. Mulțimea tuturor seriilor de 
puteri f(A)e DO care se anulează în toate punctele varietăţii V ce 
aparțin unei e-vecinătăţi a lui zero formează, evident, un. idealal 
inelului D. Vom nota acest ideal prin Wp. Este evident că elementele 
inelului factor D/X, == D pot fi considerate ca funcţii definite pe punc- 
tele varietăţii V, situate într-o e-vecinătate a lui zero (pentru. fiecare 
funcție cite o vecinătate). Din această cauză inelul factor O se numeste 
inelul functiilor analitice pe V. 

DEFINIȚIE. Varietatea locală V se numește ireductibilă dacă inelul 
OJA, al functiilor pe V nu are divizori ai Iwi zero. În caz contrer V 
se numeste reductibilă. 

Studiul varietăților locale se bazează pe trei rezultate simple, 
unul dintre ele fiind de natură algebrică, iar celelalte două referin- 
du-se la proprietățile seriilor de puteri. Le vom da fără demonstraţii 
Himitindu-ne la indicarea bibliografiei. 

LEMA 1. Fiind dale m polinoame glt) ..-, d) din inelul 
k[t], ai căror coeficienţi dominanti sint 1, există un sistem hy, ..., he 
de polinoame cu coeficienţi întregi avînd ca variabile coeficienții aces- 
iora cu proprietatea că pimi anumite valori ale coeficientilor din k 
condițiile hy = 0, ...; re și suficiente peniru ca poli- 
noamele g(t), E să aibă o , rădăcină comună într-o anumită, 
extindere finită a corpului k, 

Dacă m = 2, atunci r =} gi h este rezultantul polinoamelor g, 
ȘI ga. Cazul general se reduce imediat la cazul m = 2. Demonstrația, 
se găseşte în cartea lui VAN DER- VAERDEN, B. L., Algebră modernă, 
Moseova-Leningrad, vol. IL, 1947, cap. IE §77, pp. 7—8. 


LEMA 2. Considerăm seria de puteri fin ..., En) D în care 
cel mai mic grad cu care intervin termenii este k > 1, iar coeficientul 
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În n e 


i 


Li 
lui ai este nenul. Atunci în inelul D se poate găsi seria de puteri e(x,, . .. 
-s Zu) C4 termenul liber nenul, astfel încît 


JIA) eA) = an + pal ay Da) En H co Fr Pal -- 


unde Pis , px sâni serii de puteri care au variabilele &,, . . 
iar termenii liberi sînt nuli. 

Demonstrația acestei leme este dată în cartea lui SIEGEL, K. 
Pumeţii automorfe de mai multe variabile complexe, Moscova, 1954, 
cap. I, $2, pp. 8—10. 

Observăm că, nenulitatea coeficientului lui ză, care este cerută 
în lema 2, poate fi oricînd satisfăcută printr-o transtormare liniară 
nedegenerată a variabilelor. În acest caz, după cum. se vede imediat, 
dindu-se cîteva, serii de puteri fi, -.-Jm, se poate alege transfor- 
marea liniară astfel încît condiţia să fie îndeplinită simultan pentru 
toate aceste forme. 


LEMA. 3. Orice ideal N al inelului O are un sistem finit de genera- 
tori, adică în acesta se află anumite serii hy, ..., hs, astfel încât orice 
serie he se reprezintă sub forma 


h = għ + =.. + shs 


unde gis ---; 9s Snt anumite serii din D. 

În ce ` priveşte demonstrația lemei 3 se poate consulta cartea 
lui BOCHNER, S. şi MARTIN U.T., Functii de mai multe variabile com- 
plexe, Moscova, 1951, cap. X, $1, pp. 282—283. Observăm că deşi 
în această carte, ca de altfel şi în cartea lui Siegel, este vorba despre 
serii peste corpul numerelor complexe, totuşi demonstrațiile date 
acolo se transpun întocmai şi în cazul nostru în care corpul este com- 
plet relativ la un exponent, 

Lema 3 este necesară pentru a demonstra următorul rezultat. 


-3 aa 


3 Caz 


TEOREMA 1 Orice varietate locală este reuniunea unui număr 
finit de varietăți locale ireductibile. 


Demonstraţie, Fie V o varietate definită prin ecuaţiile (1). Dacă 
V este reduetibilă, atunci există în O două serii de puteri f şi g, nenule 
în punctele lui V, oricit de apropiate de punctul zero, astfel ca pro- 
dusul fg să se anuleze în toate punctele lui V aflate într-o anumită 
-vecinătate a punctului zero. Să notăm prin V, şi Vi varietățile 
care sînt definite de sistemul de ecuații obținut din sistemul (1) prin 
adăugarea ecuaţiilor f(X) = 0, respectiv, g(X) = 0. Este evident 
că V, şi V; sînt subvarietăţi proprii ale lui V, iar 


Y = Vu V 
Dacă varietățile V, şi V; sînt ireductibile, teorema este demonstrată. 
Dacă însă una dintre acestea este ireductibilă, în mod analog putem 
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să o reprezentăm şi pe aceasta ca o reuniune de două, shbvarietăți 
proprii. Prin repetarea acestui proces, fie ajungem la o reprezentare 
a varietăţii V ca reuniune a unui număr finit de varietăţi: ireductibile 
(ceea ce şi urmărim), fie obținem un şir infinit de varietăți : 


EA E (2) 


Vom demonstra că al doilea caz nu este posibil. Considerăm în acest 
scop idealete Ar, ale varietăţilor V,. Din (2) se deduce că 


Ar, TAr, FW, F ... (3) 


SĂ notăm prin N reuniunea idealelor Ar,. Potrivit lemei 3 idealul H 
este generat de un sistem finit de serii hi. --, Re. Deoarece orice serie 
din A aparţine unui anumit ideal Wr,, înseamnă că există un anumit 
k, astfel încît toate seriile h, ..., ke să aparţină lui Vp. Atunci însă 
A c ir, şi, prin urmare, Wr, == My, = e... ceea ce contrazice 
incluziunile (3). Teorema 1 este astfel demonstrată. 

Vom expune acum metoda generală de studiu a varietiăţilor locale 
bazată pe reducerea la varietăţi dintr-un spațiu cu un număr mai mic 
de dimensiuni, _ 

Considerăm că varietatea V din spaţiul k” este definită prin ecua- 
țiile (1). Presupuniînd că V este diferită de 4”, putem considera că seriile 

5 Îm(m >1) nu sînt identice nule. Să admitem că am efectuat 
o astfel de transformare liniară a variabilelor încît toate polinoamele 
fi să satisfacă condiţiile lemei 2. Conform acestei leme în inelul O 
vor exista anumite serii de puteri (X), ..., em(A) eu termenii liberi 
nenuli, astfel ca 


r ky FIR n 
fie, = = i + Sata i a e e Pip (4) 


unde e; = Dita - 5 Za-a) Sint serii de puteri în » — 1 variabile 
cu termenii liberi nuli. Deoarece e;( X) # 0 într-o z-vecinătate a lui 
zero, atunci varietatea V se poate exprima, de asemenea, prin siste- 
mul de ecuaţii 

AE) = 0, -oos Jnl X) = 0, l (5) 


unde membrii din stinga sint polinoame în r, cu coeficienţii domi- 
nanţi 1. Acestor polinoame le putem aplica lema 1. Polinoamele cores- 
punzătoare h, ..., h, în coeficienţii polinoamelor gi, .. > ga ca varia- 
bile vor fi serii de puteri ale lui a, ..., n-a fără termeni liberi și 
cum toţi g; converg într-o s-vecinătate a lui zero, seriile ky... he 
vor fi de asemenea convergente în acea vecinătate, 

Să considerăm, în spaţiul 4”! varietatea locală W definită prie 
ecuatiile i 


AE AEE P E 


— on CDD PEREDA TE ae g pE 


Le- a r a B aa, aaa 


O qe, A Oa 


La 


\ 
X 


A 


| 

į 
Evident că punctul (o; -.., aa)" aparține lui W, dacă şi 
numai dacă toate polinoamele gili, ---; n-a a) au O rădăcină 
comună, adică există un anumit o, incit (o, -<3 are €n) E F. 
in acest mod, W este proiecția varietății V pe hiperplanul z, = 0. 
Fiecare punct (a, -.., &a-1) € W este astfel proiecția unui număr 
finit de puncte (o, ..-; dna n) € F, deoarece a, este definită ca 
fiind rădăcina comună a polinoamelor gi((%4, -.- pna Xa). Erecerea 
de la varietatea V la proiecția sa W va constitui principala metodă de 
studiu a varietăților locale. 


DEWNITIE. Vom numi curbă în spaţial k" un sistem de n serii for- 
male de puteri o(t), ..., On(t) fără termeni liberi si avînd coeficienții 
în corpul k sau într-o extindere finită a acestuia, astfel ca nu toți out) 
să fie identie nuli. 

În studiul pe care îl facem nu este necesar să presupunem că 
seriile of) = ant T opt? + ... sint convergente. În acest mod o 
curbă este dată nu prin mulţimea punetelor sale, ci prin mulţimea 
seriilor o,(î). Din această cauză situarea unei curbe pe o varietate 
locală va fi înţeleasă oarecum altfel decit în mod uzual. 


DEFINIȚII. Vom spune că curba (t), .. ., oa(t) aparține tarietății 
V, dacă. oricare ar i Ri, -y En) din idealul Uy, seria de puteri 
fioli), --., On(t)) este identic nulă, 

Principala proprietate a varietăjilor analitice locale pe care o vom 
folosi este următoarea. 


TEOREMA 2. Orice varietale locală sau se reduce la punctul zero, 
sau conține o anumită curbă. l 

Demonstrația se face prin inducţie în raport cu dimensiunea n, 

Conform lemei 3 idealul M are un număr finit de generatori, 
Din această. cauză se poate lua drept: sistem (1) care defineşte varie- ` 
tatea F un sistem de generatori ai idealului Wp. Pentru n = 1 varie- 
tatea V se reduce la punctul zero dacă cel puțin una dintre seriile f; 
nu este identic nulă şi coincide cu X! dacă toate f; sint identic nule, 
În cel de al doilea caz orice serie o(5) satisface sistemul (1). 
: Considerăm acum n > 1., Afirmația teoremei este evidentă dacă 
toate f; sint identic nule (sau dacă m = 0), De aceea. se poate considera 
că toate seriile fy, .. . fu(m > 0) nu sînt nule, Admitem, de asemenea, 
că, aceste serii satisfac condiţiile lemei 2, astfel că în locul ecuaţiilor 
(1) putem defini pe F prin ecuațiile (9), unde g; sint date de egalităţile 
(4). Considerăm proiecția W a varietăţii V în spaţiul î*-1. Conform 


“ presupunerii inductive teorema 2. este adevărată pentru W., Dacă 


W se reduce la punctul zero, atunci varietatea F va fi definită prin 
sistemul de ecuaţii 


24 =- e. 196 


! 


H 


| 
adică va coincide de asemenea cu punctul zero. Dacă însă AV este dife- 
rită de punctul zero, atunci W conține o curbă œ,(t) h: 7 ad). 
Să notăm prin k, extinderea finită a corpului k în care se găsesc 
coeficienţii seriilor de puteri o, . - > m-a. Din definirea varietăţi wW 
se deduce că la înlocuirea seriilor w(t), ..., ©n-1(t) în seriile g... 
<., Ọm ÎN locul Mi Lys -c3 Pap obținem m polinoame de 4: 


golt), -- 3 Onl) En) G <m) (6) 


ai căror coeficienţi aparțin corpului k,{t} al seriilor formale de puteri 
ale lui i peste k; şi care vor avea rădăcina comună T, = & într-o ex- 
tindere finită Q a corpului (ti. Conform teoremei 6 Și corpul Q 
este inclus în corpul seriilor formale de puteri k'{u}, andé u = i; 
pentru un anumit număr natural e, jar k' este o extindere finită peste 
ky, Elementul £ poate fi de aceea reprezentat ca o serie de puteri 
S=o(u)cu coeficienți din k’. Deoarece č este rădăcină a polinoamelor (6) 
ai căror coeficienți dominanți sint egali cu 1, iar toți ceilalți coeficienți 
sint elemente întregi ale cor pului kí în, rezultă că seria o(u) este un ele- 
ment întreg al corpului lau), adică termenii săi nu conţin exponenţi 
negativi ai lui u. Mai mult, în reprezentarea (4) toate a; na au ter- 
meni liberi. Înlocnind în (4) Pe Pip = 9 a-a Prin seriile ou), ... 
23 Onca(u), pe Za prin seria ofu) şi esaminind termenul liber al 
seriei obţinute constatăm, mai întîi, că termenul liber al seriei o(u) 
este nul iar, apoi, că 


glou), n oil), o(u)) =0 (d lim) 


Deoarece seriile o, - 4 Op- Nu sint toate nule, atunci seriile de 
puteri olu’), ..., Onu), o(u) reprezintă o curbă în $”. Conform 
presupunerii făcute, seriile fıs ..., fm, deci şi seriile gy; - --; Jm, gene- 
rează idealul Xp. Prin urmare, oricare serie f(x .-.p 2a) din Ap 
verifică egalitatea folu h ..., On- h ou) = 0, deci curba 
lui), 3 Ona), olu) aparţine varietăți V. Feorema 2 este 
astfel demonstrată. 

TEOREMA 3. Dacă V și V’ sînt două varietăţi locale în k", V nefiind 
conținută in V’, există atunci în k” o curbă care aparţine lui V şi nu 
aparține lui V’. 

Demonstraţie. Putem presupune că varietatea V este ireductibilă, 
deoarece în caz contrar V poate fi înlocuită cu una dintre componen- 
tele sale ireductibile. 

Considerăm că varietatea V’ este dată prin ecuațiile 


F(X) = 0, ..., FAX) = 0. 


370 


| 


| 


i 
unde F; sânt serii din ineiui O. Deoarece V & V’, cel puţin una dintre 
seriile F; ni este identic nulă pentru punctele lui V (în orice vecină- 
tate a punctului zero). Să notăm această serie prin F(X) şi să demon- 
străm că varietatea V conține o curbă (t), ..., op(f) astfel ca 


Plot), - -s old) 70. 


Demonstrajia acestei afirmații o vom tace prin inducţie după n. 

Putem considera, bineînțeles, că seria F(X) satisface condiția 
lemei 2, deci există seria e( X) = e(a, d) e O cu termenul liber 
nenul pentru care 


eX) F(X) = Ga 


ka e 1 k—1 
-s En) = La tr Wat 


-H oeae H Pas (7) 


unde h, ..., Ùr Sînt serji în nedeterminatele £y, ..., a-y. 


În cazul cînd V = &» (în particular, pentru n = 1) afirmaţia 
teoremei 3 este evident adevărată: este suficient, de ex cemplu, să 
se ia (t) =... = Onli) = 0, olt) = t Dacă însă V # k”, consi- 
derăm proiectia W c la varietati V (admitem aici că odată cu 
P(X) satisfac condiția lemei 2 și seriile Jis -+ -sfm ce definesc varie- 
tatea V ; aceasta se realizează, după cum ştim, printr-o transformare 
liniară a variabilelor). Odată cu V este ireduetibilă şi varietatea W 
deoarece inelul funcţiilor definite pe aceasta, adică inelul factor 
Dr-M = D, este un subinel al inelului funcţiilor pe VON, = O 
(impreună cu O,- e O subzistă şi incluziunea Ar e Wy). Convenim 
să notăm prin f funcția care corespunde în © oricărei serii f e D. Din 
egalitățile (4) se deduce că 


-ki E ki, sa 
Ba T Qala he Tr Pa ™ O, 
și deci tuneţia &, este un element întreg al inelului O relativ la subin e 
lul D,- De aici rezultă că funcţia 
A a E T pë- i ie (i. S 
G == 2a F path i E e Ti Yr (p: € Dra) 
este de asemenea un element întreg relativ la D,- 
. Considerăm egalitatea 


6, + Le + aaa L, = 0 (L; e Dr) (8) 


pentru care s este cel mai mie posibil. Este limpede că L, #0, 
deoarece în caz contrar am putea simplifica „prin & şi am obţine o 
egalitate în care s ar avea o valoare mai mică. Seria L, e D,— Du se 
anulează asifel în punctele varietăţii W (în orice vecinătate). Conform 
presapunerii inductive în spaţiul &”-1 există o curbă o(),..., On- 1t} 
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care aparține varietăţii W gi pentru care L{@ i}... alea (2) £ 
Am văzut, în demonstraţia teoremei 2, că atunci există ir Îi” o dae 
de forma cop”) ETE Onat’) o(u), care aparține varietății Y. 
Să veriticăm că pentru această curbă 


Gol), ooo, Op- lu), o(u)) 20 


Şi deci ea nu aparține varietății V’. Într-adevăr, dacă seria din mem- 
brul stîng ar fi identic nulă, atunci cu relația (8) am obţine egalitatea 


Leu), . . - On) =0 
sau, după inlocuirea lui u° prin t, 
Lolth «n ont) =0, 


ceea ce nu este adevărat, conform alegerii curbei olt) ...y Oplt) 
Teorema 3 este astfel demonstrată. 


APITOLUL V 


METODA ANALITICĂ 


În capitolul III am văzut că proprietăţile aritmetice ale unui 
corp de numere algebrice sint strîns legate de numărul 7 al claselor 
sale de divizori. Din această cauză se caută o o exprimare explicită a 
numărului d prin anumite mărimi mai simple atașate unui corp dat K. 
Această problemă nu a fost pină acum rezolvată pentru cazul unui 
corp oarecare de numere algebrice, însă pentru anumite corpuri, 
care interesează mai mult din punctul de vedere al teoriei numerelor 
(de exemplu, pentru corpurile pătratice şi pentru cele ciclotomice), 
au fost găsite asemenea formule. . 

Numărul claselor de divizori este una dintre caracteristicile mul- 
ţimii tuturor divizorilor unui corp. Deoarece toţi divizorii se exprimă 
prin cei primi iar numărul acestora este infinit, A este definit de fapt 
de o construcție infinită. Din această cauză definirea lui k trebuie să 
se recurgă la produse infinite, serii şi alte noţiuni analitice. Aparatul 
analizei matematice se aplică pentru rezolvarea multor probleme de 
teoria numerelor. În capitolul de față vom studia această metodă pe 
exemplul problemei numărului de clase de divizori. 


$1. FORMULA ANALITICĂ A NUMĂRULUI CLASELOR 
DE DIVIZORI 


1. Funeţia zeta a lui Dedekind. Determinarea numărului } al 
claselor de divizori ai unui corp K de numere algebrice se bazează 
pe considerarea așa-numitei funeţii zeta a lui Dedekind čg(s) defi- 
nită prin seria 


Zel) = Dam rai sa. 


unde a parcurge toţi divizorii întregi ai corpului K, iar N(a) este 
norma divizorului a. Vom demonstra că seria din membrul din 


373 


dreapta al egalităţii (1) converge pentru 1 < s < co şi este în acest 
interval o funcție continuă de variabila reală s. Mai departe obţinem 
formula 

tim {s — 1) Cals) = hz, (2) 


s>1 


unde x este o anumită constantă care depinde intr-un mod simplu 
de corpul K şi care va fi calculată în cursul demonstraţiei. 

Formula (2) este importantă în condiţiile în care funcția {g(s} 
admite descompunerea în produs infinit 


als) = ÎL = (5) 
P ale t 
N(py 


extins asupra tuturor divizorilor primi p ai corpului K, descompunere 
numită și identitatea lui Euler. Dacă pentru un anumit corp K avem 
suficiente informații despre divizorii săi primi (mai precis, cunoastem 
regulile de deseompunere a numerelor raționale prime în produs de 
divizori primi din corpul K), atunci formulele (2) şi (3) permit ca 
h să se exprime explicit pentru acest corp. Procedind astfel vom obţine 
în următoarele paragrafe formulele finale pentru h în cazul cînd E 
este un corp pătratie sau ciclotomie. 
Bă descompunem seria (1) într-o sumă de k serii 


5 i 
ză (5, aa) 


unde a parcurge toți divizorii întregi dintr-o clasă © dată de divi- 
zori, iar sumarea exterioară se face după toate cele R clase 0. Pentru 
a demonstra convergenta seriei (1) este evident suficient să arătăm 
că, fiecare dintre seriile 


fd) = amara (+) 


converge pentru s> 1. Dacă demonstrăm, în continuare, că limita 


lim (s — 1) fels) 


Si 
s>l 


există pentru fiecare clasă CO şi această limită este aceeaşi pentru 
orice clasă C, atunci, notind-o cu x, obţinem formula (2). 
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Să transformăm seria (4) într-o serie extinsă asupra anumitor 
numere întregi ale corpului K. Să alegem în elasa inversă de divi- 
zori 0-1 divizorul întreg a'. Atunci pentru oricare ae C produsul 
aa' va fi divizor principal: 


aa' = (a) (ae K} 
Este clar că aplicația 
a — (a) {ac C) 


stabileşte (pentru a’ fixat) o bijecţie între divizorii întregi a din clasa 
O și divizori principali (a) care se divid prin a. Avînd în vedere ega- 
litatea 


N(a) Na’) = |N(e)|, 


obținem că 


fețe) > aie e N (5) 


(aj 
a=0 mod dj 


unde sumarea se face după toți divizorii principali ai corpului K 
care se divid prin a”. Deoarece doi divizori principali (2) Şi (aa) sint 
egali dacă şi numai dacă numerele « şi a sînt asociate, se poate consi- 
dera că în seria (5) sumarea se face după un sistem complet de numere 
întregi nenule din K, oricare două neasociate, care se divid prin a’. 

Pentru a da seriei (5) o formă care să simplitice studiul său ne 
folosim de reprezentarea geometrică a numerelor corpului K prin 
puncte din spaţiul real n-dimensional R” — L+ și din spaţiul loga- 
ritmie R+ (aici n = s + 2t este gradul corpului K, v. pet. 1 şi 
pet. 3 § 3 cap. IL). Definim acum în $* un astfel de con X, încît printre 
numerele asociate între ele ale corpului K să existe unul şi numai 
unul a cărui imagine geometrică să aparţină lui X (prin con se înţe- 
lege aici un corp din R” care odată cu un punct nenul ~ să conţină și 
toată semidreapta Ex, 0 < 5 < 00). 

În $3 cap. II (ale cărui notații sint toate păstrate aici) prin ega- 
litatea (13) a fost definit homomorfismul æ — (æ) al grupului malti- 
implicativ al punctelor z e R” cu norma N(æ) nenulă, în grupul aditiv 
al vectorilor spaţiului logaritmie R*+. Dacă 2... este un anumit 
sistem de unități fundamentale ale corpului K, atunci vectorii 
Ue), --., (€) formează, după cum se ştie, o bază a subspaţiului 
de dimensiune r =s -+t— 1 format din acele puncte (^p 
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an Asp E RSH pentru care hot... > Mar = 0. Întrucit vee- 


torul 
E (Lage a 2, e... 2) 
li stii Pa 


nu aparține acestui subspaţiu, atunci sistemul de vectori 


(=, Ue), oa., We) (6) 


o o bază în R+, În consecință, orice vector Ua) e RH (e e Re, 
N(2) # 0) poate fi reprezentat sub forma 


Ha) = EDEA Hea t oe’ oh EA (7) 


unde É ča E sînt numere reale, 
Să notăm prin m ordinul grupului rădăcinilor din 1 care se găsesc 
în corpul K. 


DEFINIȚIE, Se numeşte domeniu Jundamental peniru corpul K o 
submulțime X a spaţiului R” compusă din toate acele pincete £ eare 
saiisfae următoarele condiții : 


1) Ym #0; 


2) În descompunerea (T) coeficienții ĉi = 1, ...,r) satisfae 
inegalitățile 0 < hH; 


3) 0 < arga <5, 


unde iy este prima componentă a punctului ăi, 

Să observăm că pentru s >I numărul m este 2, de aceea condiţi lè 
3) se reduce în acest caz la a >0. 

Vom constata în ur mătoral punct că domeniul fundamental X 
este un con în 8”. Tot acolo va fi demonstrată şi următoarea teoremă. 


TEORENA 1. În orice clasă de numere întregi nenule din corpul K, 
nsocirite între ele, esistă un număr si numai unul a cărui imagine geo- 
metrică în spaţiul gK” aparține domeniului fundamental X. 

Să revenim Ia seria (5). Dacă notăm prin W acea reţea n-dimen- 
sională din 9%”, care este compusă din imaginile (a) e R? ale nume- 

relor întregi « e K ce se divid prin a”, atunci avînd în vedere egalita- 
tea IN(æ)! = |Ă(a(a))| seria (5) poate fi serisă sub forma 


ESI 1 n 
fa) = Aa E oor (3) 


a 


refnr Nhe)” 


unde sumarea se efectuează după toate acele puncte & =aæ(fg) ale 
rețelei W, care sint conținute în A. 
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În punctul 4 vom demonstra un rezultat general asupra seriilor 
în care sumarea se efectuează după toate punctele unei rețele, care 
sint situate într-un anumit con (teorema 3). Aplicat la cazul nostru, 
acest rezultat arată că seria (8) converge pentru s> i1 și 


t v 
lim(s —- i1} as (9) 
si „căi APA 


s>i 


unde A este volumul paralelipipedului fundamental al reţelei M, iar 
+ este volumul. corpului T, compus din acele puncte æ ale domeniului 
fundamental X pentru care |IN(2) < 1. 

Cu teorema 2 §4 cap. II şi egalitatea (3) $6 cap. IL avem 


aia aa 
A = ap No) | o), (10) 


unde D este diseriminantul corpului K. În ce privește volumul v 
al corpului T, pe care îl vom calcula la pet. 3, vom găsi că 


pa (11) 


unde R este regulatorul conică E. Din (9), (10) si (11) se deduce 
acum uşor Că 


; 2HR 

lim (s — 1) fels) = = 

s= m ViDi 
s>1 

şi deoarece &x(5) = X, fe(s), am stabilit astfel următorul rezultat 
(a 

fundamental al acestui paragraf. 


TEOREMA 2. Pentru un corp K de numere algebrice arind gradul 
n = ş p 2t seria 


1 
Xa) 


g(s) = A 


converge pentru toți s>1 și este valabilă formula 


Sti zik 
lim (s — 1) Cl) = —= = h, 
an ( ) (8) m VID! 


s>i 
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unde k este numărul claselor de divizori, D este discriminantul, B 
regulatorul corpului K, iar m numărul rădăcinilor din 1 conţinute 
în K. 

Să trecem acum la demonstraţia afirmațiilor pe care le-am folo- 
sit în deducerea teoremei 2. 

2. Domeniul fundamental. Considerind numărul č real pozitiv 
să ealeulăm l(2a) e R=, unde ce”, N(x) # 0. Tinind scama de 
egalităţile (12) $3 cap. II găsim 


îs(5a) = In č + hlæ) pentru 1< kss, 


ls 5) =2 m 5 + hajle) pentru 1<jst, 
de unde rezultă că 


(éx) = In 6-4), 


deci în descompunerea vectorilor (æ) şi (Éw) în baza (6) coeficienţii 
lui !(2,), ..., i(e,) sint aceiaşi pentru ambii vectori. Întrucât şi N(27)=— 
ra 
= 6 
din domeniul fundamental X orice rază Ea aparține de asemenea 
lui A, deci X este con în R” (corpul X nu este vid, deoarece acesta 
conţine, de exemplu, punctul z(1) care este imaginea numărului 
lek). 


LEMA 1. Orice punct y e R” pentru care N(y) #0 se reprezintă 
unic sub forma 


y = zate), (12) 


unde x este un punct din domeniul fundamental X, iar e este o unitate 
din corpul K. 


Demonstraţie. Să descompunem vectorul Hy) după elementele 
bazei (6): 


Uy) = => = yl" + i “ali e1) E a “pdl Ep} 


şi pe fiecare y; real (3 = 1, ..., r) să-l reprezentăm snb forma 


N(z) #0 şi arg (Ex), = arg a, atunci pentru orice punct ` 


unde k; este un întreg rațional și 0< é; <1. Punind y= er... 


ei? să considerăm punctul 2 = yent). Găsim 
We) = Uy) + In) = Uy) — Rates) — o — Be) 
= pl + Ele) F ... + Ge). 
Fie acum arg a = 9. Pentru un anumit întreg k, ave 


Srk 9 
Oso Sg 
m m 


Prin izomortismul «a — co) (ae K) rădăcinile de ordinul m din 1 
ale corpului K se aplică pe rădăcinile de ordinul sè din 1 din corpul 
C al tuturor numerelor complexe. Să notăm prin ý% acea rădăcină 
de ordinul m din 1 (care va fi rădăcină primitivă) pentru care 


A 27 i oi VIE 
oY) = cos — + i sin 
m m 


Să demonstrăm că punctele z = eæ(č7*) aparţin domeniului fanda- 
mental X. Într-adevăr, A 


a) = Ue) E) = Na) = i + EM dr. + Ele), 


unde 0 < č; <1, astfel încit condițiile 1) şi 2) sint îndeplinite. 
Mai departe, BA = ae (4-0), = e zo (č) 7, de acee: 


2v 2rk 
arg æ, = atg 3a — k = -3 
M m 


de unde 
2r 


m 


0< arg 


Prin urmare «e X. Observind că s(a) t = (at), obtinem 


= &a( e), 


y = 2a(q) = a(g eln) 


unde s= čřvy. În acest mod s-a obținut o reprezentare a punctului 
y sub forma (12). Rămîne numai să demonstrăm unicitatea unei 
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astfel de descompuneri. Fie, în afară de (12), y = x'æ( e’), unde g'e X, 
jar =" este unitate în K. Deoarece zac) = x'æ(e'), atunci 


He) + Ue) = (æ) + He). 


Vectorii 1(e) şi (e) sînt combinaţii liniare cu coeficienţi întregi ale 
vectorilor (sı), ..., (€), iar coeficienții acestor vectori în descom- 
punerile lui (e) şi I(x’) faţă de baza (6) sînt toţi nenegativi și mai 
mici decit 1 (condiţia 2 din definiţia domeniului fundamental). Din 
această cauză, din ultima egalitate se deduce că He’) = He) 

s = so unde č, este o rădăcină de ordinul m din 1 (v. pet. 4 $3 
cap. Il). Din egalitatea a(2”) = z(e) æ(čo) rezultă că a = g’ æl Xo) gi 
deci 


a, = pote). 


Din condiţia 1) punctele œ şi æ’ ale domeniului fundamental verificà 
inegalităţile 
27 , 27 
0 < arg ry < — r’ O < arg au — s 
Hè Ml 


2m i cada ; 
de aceea 0 < larg o(%)] < = gi cum c(t) este rădăcină de ordi- 
m 
nul m din 1, atunci ultima inegalitate este posibilă numai dacă 
arg co(čo) = 0. În acest caz însă o (č) =1 şi č% = 1. S-a arătat 
astfel că e” = e gi deci z’ = æ. Lema 1 este demonstrată. 


Demonstraţie (teorema 1). Fie B un număr întreg nenul din K. 
Conform lemei 1 există descompunerea (8) = ææfe), unde se Z, 
iar « este o unitate. Numărul g = fe”! este asociat cu 8 şi imagines 
sa geometrică 4(a) (care coincide cu punctul 4) aparține domeniului 
X. Apoi, pe baza unicității descompunerii (12) numărul a este defi- 
nit unic prin condiţiile 8 — ae şi a(a)e X, ceea ce demonstrează 
teorema 1. 

Drept exemplu să determinăm domeniul fundamental al corpu- 
rilor pătratice, 

Să presupunem maj întîi cazul cind K este un corp pătratic real, 
deci n = s = 2, t = 0, r =s +t— 1 = 1. Vom privi pe K drept 
subcorp al corpului C al tuturor numerelor complexe, iar ca prim 
izomorfism c: K — C (v. pet. 1 $3 cap. II) este luat izomorfismul 
identitate. Dacă e este o unitate fundamentală a corpului K, atunci 


1 . SER 
— 6, —: —— vor fi de asemenea unități fundamentale, de aceea se 
€ € 


poate presupune că «>11. Dacă x = (T1, £o) E€ 2, Na) = f # 0, 
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deci : 


atunci 4) = ün |ee,], m |z|), Descompunerea (7) devine în acest 
caz i 
(æ) = (4,1) + E(ln s — ln e). 


Domeniul fundamental X este definit aici, bineînţeles, prin condi- 
tiile : 
x> 0, 2, #0, OSE 


Se constată imediat că 


Inta] = nica] -o 2% In e, 
deci 


a] = leale, 


Condiţia 0 < č < 1 poate fi de aceea înlocuită prin 


| 


i 


Ha! 
Da 272 
lp l T 
pl! 


Domeniul fundamental © este astfel constituit din punctele apar- 
tinind zonelor haşurate în fig. 7 (laturile unghiurilor, situate în apro- 
pierea semiaxei opzitive Oe nu sînt considerate în A). 


Fie acum K un corp pătratic imaginar. Deoarece în acest caz 
s = 0, ¿= 1, atunci r =s -i —1=0, ae di niul fundamental X 
este compus, "prin urmare, din acele puncte a = + iz, pentru care 


N (e 2i 2 ) Por y 27 
N(x) = y? +a 70,0 < aga <ET 
m 


jx(1)=1{1,0) 


i 0; J 
A > 


Fig. 8 


3. Caleulul volumului. Ne vom ocupa acum de calculul volumului 
unui corp n-dimensional T, compus din acele puncte x ale domeniu- 
lui fundamental Y pentru care |N(4)! < 1. Faptul că acest volum 
există şi este nenul va reieşi din calcul. (În cazul unui corp pătratic 
corpul T este marcat pe fig. 7 şi 8 printr-o dublă haşurare.) 

Să demonstrăm mai întîi mărginirea: corpului 7. Pe fiecare rază 
care aparţine conului X există un punct x si numai unul pentru care 
IN(a)| = 1. Să notăm prin S mulţimea tuturor acestor puncte. Este 
clar că T este compus din toate segmentele Ex(0 < E< 1), unde æ 
parcurge toate punctele lui S. 

În descompunerea (7) a punctului x e R” de normă nenulă ega- 
läm o componentelor vectorilor din cei doi membri. Pe baza 
formulei (15) $3 cap. II suma pentru membrul din stinga va fi 
In | NG . Suma pentru membrul din dreapta va fi se Ez 2) = = né 


în virtutea relațiilor (15) § 3 cap. IT. Aceasta arată că £ = AL inl N| 
n 


Şi descompunerea (7) poate fi deci pusă sub forma 


1 ; 5 | 
Kæ) = = in Na) It + Eta) +. + Ele). (13) 
n paee 
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Dacă «es, atunci In |N()| = 0 și de aceea pal Ux) = 
= (hlæ) -balh E RT se reprezintă, sub forma l(2) = EU ea) + 
+... + Ete), unde 0< č; < 1. Se deduce astfel că există o anu- 
mită constantă p, astfel ca (æ) < p, iar atunci lær) <e (1< 


< k< 3 şi læs jl < €? pentru 1< js t, oricare ar fi æ e S (v. nota- 
tiile (13) si (12) $3 cap. II). S-a demonstrat astfel că mulțimea S, 
deci şi corpul T sint mărginite. 

În locul corpului F vom considera un alt corp, aflat în legătură, 
strinsă cu T şi avind avantajul că este definit prin condiții mai simple, 
ceea ce va face studiul mai comod. Să formulăm mai întîi următoa- 
rea lemă aproape evidentă. 

LEMA 2. Dacă e este o unitate a corpului K, atunci prin transfor- 
marea liniară œ — xa(e) a spațiului N” volumele corpurilor nu se 
schimbă. 

Într-adevăr, prin orice transformare liniară nesingulară a spa- 
ţiului euclidian volumul unui corp se înmulțește prin valoarea abso- 
lută a determinantului matricii acestei transformări liniare (v.. 
cap. II § 4 formula (2)). Potrivit celor demonstrate la pet. 1 § 3 cap. H 
determinantul transformării x — xæ(:)) este N(a(s)), adică este 
N(:)= +1. 

Să notăm în continuare, ca mai sus, prin £ acea rădăcină de 
ordinul m din J pentru care c,(() = cos 25 +i sin 2 . Considerăm. 

m m 
mulțimile Tyk = 0, 1, ..., m — 1) care se obţin din T BaS trans- 
tormările liniare a > a(t") (Ty = T). Cu lema 2, o( Ty) = v(Ph(dacă, 
cel puțin unul dintre aceste donă volume există). Deoarece 


Nee] = NEN | = Na), 
iza) = (e) + UT) = Ke), 


i 2r 
arg (sæ(¥")h = arg a, t E k, 
m 


atunci (v. definiţia domeniului fundamental X, pet. 1) corpul T, este 
compus din acele puncte e R” pentru care: 


1) 0 < |N(a)|s l 
2) În i (13) coeficienţii č; satisfac inegalităţile 
0< E< 1; 3 


2rk 2 
3) e < arg 4 < SE. (k +1). 
m m 
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“ 


Se deduce astfel că To, 7... Tao huse intersectează oricare 
ml 


două şi că reuniunea acestora (J T, este definită prin condiţiile 1 și 


Rae) 
2 (fără condiţia 3). 
==: si—] 
Să notăm prin T mulțimea, acelor puncte xe] Ty pentru care 
1 >0, 23 >0 (Vv. (2) $3 cap. 11). Să fisăm un sistem de s numere 


bi 2-5 8, (8&5 > 1). Înmulțirea punctelor din R” cu punctul (3, ... 

còs; 1, ...,1)e 8 = R” este o transformare liniară a lui R” 
care nu schimbă volumul corpurilor (deoarece norma acestui punct 
este 1). Aplicind mulţimii F toate aceste transformări liniare 
obţinem 2 mulţimi, oricare două neintersectindu-se, a căror reuniune 


nu] 


este U Ta Dacă vom demonstra că P are volumul F nenul, atunci 
k0 


bineînțeles că se va deduce și existența unui volum pentru T, și 
anume va. avea loc formula 


(În cazul unui corp pătratie real F. este o parte a lui T, situată în 
primul cadran, iar în cazul unui corp imaginar pătratie P este un 
disc unitate fără centru, v. fig. 7 și 8). 

Egalitatea vectorială (13) este echivalentă cu următorul sistem 
de cgalităţi : | 


3 Ds- 
s 
| 


unde e; =1 dacă 1 sj<s şi e; =2 dacă s1 <iss-+t 
Eteetuăm o schimbare de variabilă conform formulelor 

Pr = Pr (În = L ..} s), 
Wa = Psa; COS jaf a 
l . G= sat 
Zj = Pity BIN 05) ; 
(Corespunzător notațiilor din pet. 1 $3 cap. ÎI numerele reale y; și 
2; se detinese priu egalitățile aa; = y; + izp 1 <j <t) Tacobianul 
acestei iransformări, după cum se calculează uşor, este 


s+t 


-3 Ps Cum L(x) = în ei si Na) = Jf e (considerăm x, > 
j=l 


Psi so. 
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i; 


corpul 


-S 


> 0 ..., 25 >0) în noile variabile gas ---> Ps Poe 


T este definit prin condițiile : 
s+t 


îs Ci a NA 
1) >00; ec: Pepe >D, II pps i; 
j= 


2) în egalit ţile i 


g s+t X 
În e Seri E In (1 pi) + J; čl Er} 


i1 k=l 


z AÀ 
rici 3] aatisfae | svalităt: 3 <L r 1 
s +t) coeficienții E satisfac inegalitățile 0< r< 


întrucât aceste condiţii nu impun restricţii a e ri 
| on atunci fiecare dintre acestea (independent de celelaite) 


(A ls pag 
(k == 


Gi a i 4 tă ni ta 
parcurg toate valorile intervalului [0, 27). e d pe fy rs 
cu noi variabile b, ..., 8 conform formulelor 
7 i la 
Gi k j = RES AR 15 
In pt =- ln č + Y bde G 5l, osn t) (15) 
G n foi 
A i a a edan A 
Adunind toate aceste egalități ṣi avind in vede 4 
s+t S+? 16: 
$ 6; = R, y L sp) = 9, € ) 
j= j=) 
obținem o Pe 
Go II ej $ 


j=l 
77 pe y i N ice PRI 
Corpul T se defineşte acum prin condiţiile 


(BL ef) 


0< ë <1, 0 e i 


Existența volumului © = 


ĉo; pi AL U: iler 


== -— 3 


e 
AZ ně ĉ Ér C; 


eL Bhe. L hlen) 
në ê e, z 
Ps+t Ps+t 
Pati catt I plen) - Ta stil Er) 
né Ês4t Es+t 
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(T) a devenit acum evidentă. Deoarece 


Pak A ae) ze st] |. 


nE 


Cs 4t letal €r) o.e lotel Er) 
să adunăm în ultimul determinant toate liniile ia prima. Avind în 
vedere egalităţile (16) și (17) şi ţinind cont de definiția regulatorului 
R al unui corp K (v. cap. IL $4 pet. 4), obţinem 


R 


J] = -M 
2f papa e Poze 


Găsim acum imediat volumul o: 


=] e | d2 + drd, ude, = 


(T) 
=| dai n | Psi e Part Apr -ee Apese dpi... dp = 
(T) 
27 27 
= ax, sf dp; | ..> (er ... Ps+: dei î as des, == 
o 9 


Il 


a ... | |J | ps ... Ps l6 dă, ... dě, = 


i 


1 1 ] 
=R \asfaz: o. (az Aap: 
0 0 9 


Înlocuind valoarea găsită pentru © în (14) se obţine în final: 
Sat 
uT) = 2R. 


A. Principiul lui Dirichlet. Să considerăm mai întîi funcția 
C(s) în cazul cind K este corpul E al numerelor raționale. Cum în 
corpul R divizorii întregi pot fi identificați cu numerele naturale n şi 
N(n) =n atunci : 


HS T (18) 
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— 


E P. re a 


În acest mod, pentru corpul numerelor raționale (-funcţia lui Dede- 
kind coincide cu č-funcfia lui Riemann č({s). Să demonstrăm că 


A g SR: 
pentru s >1 seria (18) este convergentă. Deoarece funcţia = este 
g 


descrescătoare pentru æ> 0, atunci 


n+l n 
dr 1 dx 
PP TINA a 
n n—1 


membrul din stinga inegalității existind pentru n>l, iar cel din 
dreapta pentru n>2. Pentru numărul natural N > 1 se deduce deci 
că, 


N41 = T 
dz SCL £ 
SI ea e „se 
5 Dam | ae 

1 


3 da g 
Deoarece pentru s >i integrala | —— este convergentă, cea de a doua 
gs 


i . 1 
inegalitate asigură convergența seriei (18). Apoi, pentru s > 1» 


oa 


(Z<u<i+ | 2 
g 3 w 
1 


mà 


sau 


Înmulţind aceste inegalităţi cu s — 1 şi făcînd pe s să tindă către 1, 
ajungem la relaţia importantă 
lim (s — 1) (5) = 1, (19) 
:>1 
care ne dă o imagine asupra ordinului de mărime al creşterii funcției 
t(s) pentru s tinzind la L. 


Vom demonstra in continuare o teoremă generală analitico-geo- 
metrică asupra seriilor, care aparține lui Dirichlet. 
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Fie dat un con A în spaţiul N” pe care este definită o funcţie 
reală pozitivă P(), ae X. (Considerăm că punctul (0, ..., 0) nu 
aparţine conului A.) Asupra funcţiei F şi conului X se impun următoa- 
vele condiţii : 

1) Oricare ar fi punctul æ e A şi oricare ar fi numărul real č > 0 
este verificată egalitatea F(E a) = E"F(a). 

2) Corpul T compus din toate acele puncte xe X pentru care 
F(z) < 1 este mărginit şi are volumul n-dimensional v = e( T) nenul. 

Punctele conului pentru care F'(a) = 1 formează o suprafată 
care intersectează fiecare semidreaptă a conului numai într-un punct 
şi decupează din con un corp mărginit avind volumul nenul. Este 
limpede că a da o astfel de suprafaţă în XV echivalează cu a defini 
funcția F(a). 

Să presupunem că s-a dat în R” o rețea n-dimensională W avind 
volumul paralelipipedului fundamental A. Considerăm seria 


îs) = > 3>1, (20) 


zenx F(Y 


extinsă asupra tuturor punctelor æ ale reţelei M cuprinse în conul Y. 
Această serie depinde astfel de conul X, funcţia F şi reţeaua W. 


TEOREMA 3, În condiţiile notaţiilor și presupunerilor făcute mai 
sus, seria (20) converge pentru toți s>1 gi 


lim (s — 1) Es) = —— (21) 


s>1 


a 
A 


Demonstraţie. Oricare ar fi numărul real r>0 notăm prin 
M, reţeaua care se obţine contractind de r ori pe M. Volumul parale- 
iu i ? : A A 
lipipedului fundamental al rețelei W, este, evident, —-. Dacă N(r) 
r . 
este numărul punctelor rețelei M, conţinute în corpul T, atunci con- 
form definiției volumului avem 


e = v T))= lim N(r) D au) (22) 
p” 7 pt 


r= 00 Y 


` Considerăm corpul rT obţinut din 7 printr-o dilatare de r ori. Este 
clar că N(r) este egal și cu numărul de puncte ale reţelei M, conți- 
nute în rT, iar acesta la rîndul său este egal cu numărul de puncte 
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ze n X pentru care F(a))s 1”. Toate punctele din WM n X le 
aşezăm intr-un şir (2) astfel încît 


0 < F(a) a Fa)... < F(E) S 


+ 
Să votăm Vr(a) == fp Punctele ty op aparţin corpului rr T; 
de aceea N(7,)> k. Totodată oricare ar fi = >0 punctul + nu apar- 
tine corpului (7; — )7 și, prin urmare, N(r, — =) < b. Astfel, 
Nire — e) <k S Nh 


de unde 


Nir, — (rrey k O NO) 
i AO a RE 
(Pe — e) Pr ri ri 


Trecind la limită pentru k = co, adică pentru ry = 00; Și avind în 
vedere (22), obţinem 


i k £ DD 
lim — oi ER zei (23) 
=o F(z) à 
z sd 1 t ai dei 
Să comparăm seria (s) —= $- eu seria (18) Deoarece 
ED Fh Er 
i aki v : 7 Pi a H ed a a arn 
lia — ={—} # 0, atunci o dată cu seria (15) converge și seria 
k—oo P(w) A 


(20) (dacă, evident, s >1). Fie < un număr real pozitiv oricit de mie. 
În virtutea (23) avem 


v ) A | | eo J 
me — e |e < - — <| — -+ ep 
| A k F(a) A E 


pentru toti k>k, suficienți de mari, de unde 


p s 00 i [>e] 1 [ȘI 3 œ $ 
—-— 2< E Lp -e —- 
3 R E° S E Pay E ) 2 kE 


pentru toţi s > 1. Îpmalțim această inegalitate cu s — 1 si facem pe 


| sas) ot 1 
3 să tindă către 1 de la dreapta. Deoarece lim (s — 1) $ E să 9, 
si k=1 W 
St în Dea 
atunci pe baza relației (19) lim (s — 1) $ = = 1. Avind în vedere, 
s=l no pede 
s>i 
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ko—1 


pe de altă parte, că lim -15 = 0 ajungem la inega- 
s—l 


? k=1 F( 2r) 
litățile ia 
e. li “(3 — 1) ÎN fa __ Ir Ap 
„Te s im (s — 1)}(s)< lim {s — 1) %ís)< — +e 
A` ey s=] A 
s>1 s>1 


care datorită alegerii arbitrare a lui e demonstrează teorema 3. 
OBSERVAȚIE, În egălităţile (21) şi (22) se disting imediat anumite 
trăsături comune, Pentru a pune în evidenţă mai puternic asemăna- 
rea între aceste egalităţi, să presupunem că volumul A al paralelipi- 
podului fundamental al reţelei M este 1 şi să le transcriem sub forna 


lim (s — 1) Zis) =v, (217) 
5> 

lim ai N(r) =v. (22°) 
r=co ph 


Ambele limite ne dau unul şi același număr: volumul corpului T. 
Definirea volumului prin egalitatea (22) conţine următoarele opera- 
ţii. Reţeaua M se contractă de + ori Şi se calculează numărul N(r) 
al punctelor reţelei contractate M,, conținute în T., Apoi numărul 


N(r) se inmulţeşte cu volumul E al paralelipipedului fundamental 
pt 


. Taye ipa P pia aE a 
al rețelei M, şi, în fine, se găseşte limita produsului ~- (r) pentru 
r 


r — co. După aceeaşi schemă se ajunge la volum şi în egalitatea (21%), 


Aici suma, čís) joacă rolul numărului A (r), factorul (s — 1) cores- 
punde factorului 


şi trecerea la limită s > 1(s>1) corespunde 


trecerii la limită r — co. 

Să revenim la domeniul fundamental X dintr-un corp K de nu- 
mere algebrice. Deoarece functia P(a) = |N(2)| satisface condiţiile 1) 
şi 2), atunci seriei (8) i se poate aplica teorema 3 și deci această serie 
converge peniru s > 1 şi pentru ea este adevărată relaţia (9). 

Cu aceasta am incheiat demonstrația tuturor afirmațiilor pe 
care le-am folosit la pet. 1 și deci am terminat şi demonstraţia, teo- 
remei 2, 


5. {Identitatea lui Euler. Pentru ca formula (2) să poată fi utili- 
zată la calculul numărului h al claselor de divizori trebuie să avem 
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posibilitatea de a calcula limita lim (s — 1) E,(s) într-un alt mod. 
| ei 


În unele cazuri aceasta se poate realiza dacă se foloseşte o reprezen- 
tare a lui čg(s) sub forma unui anumit produs infinit, cunoscută sub 
denumirea, de identitate a lui Euler. 

TEOREMA 4. Pentru s> 1 funeția Lu(s) poale fi reprezentată prin, 
produsul infinit convergent 


1 
Cx(s) = Ji D 


Pl 
N(p) 
unde p parcurge toți divicorii primi ai corpului K. 
Demonsiraţie. Pentru fiecare divizor prim p avem 


1 
satai 1 -+ 1 a: Piz scope ya (24) 
ecua Duce NGF Np” 
X(p) 
Fie N un număr natural arbitrar și p, ..., P, toti divizorii primi a 


căror normă nu depășește pe N. Înnulţiud seriile absolut conver- 
gente (24) pentru p = Py .--, P, obţinem 


i i i y 5 4 l =% i, 
JI For) an a NR an A N (ay 


N(p) <N 
unde a parcurge în suma $,’ toţi acei divizori întregi din corpul K, 
a căror descompunere în produs de puteri de divizori primi conține 
numai divizori primi a căzor normă nu depăşeşte pe N. Să comparăm 
seria $,' cu seria Ex (s) = $}, ———. Cum în seria , se găsesc toti 
> a Niay | 
acei divizori întregi a căror normă este mai mică sau egală cu N, 


atunci 
PsA yag |< oa 
m — j $ za) 
Ni IL, | a ki najan N(a) 


Deoarece pentru s>1 seria (1) este convergentă, 
1 


—— = I 
Nan NaF 


pentru n —> co, ceea ce demonstreazăğ teorema, 
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Importanţa teoremei 4 constă în accea că împreună cu teorema, 2 
stabileşte o legătură. între numărul } şi divizorii primi din corpul K. 
După cum s-a pus în evidenţă la pet. 1, dacă toţi divizorii primi ai 
corpului X sînt cunoscuţi, atunci, folosind teorema 4, membrul sting 
al relației (2) poate fi calculat într-un alt mod. şi astfel vom obţine 
formula finală pentru }. Pe de altă parte, faptul CĂ xh #0 permite 
să se tragă concuzii importante asupra divizorilor primi ai corpului K. 
De exemplu, tuind drept E un corp ciclotomie, vom ajunge în $3 
din capitolul de faţă la teorema tui Dirichlet asupra distribuţiei nume- 
relor prime raţionale dintr-o progresie aritmetică. | 


PROBLEME 
© 
1. Utilizing convergenta serici 5 TE (6> 1) să se demonstreze că peniru 
s> 1 seria n 
1 
p N 


unde p parcurge toţi divizorji primi ai corpului K, este convergentă. 


2. Folosind rezultatul obţinut la problema 1, să se demonstreze convergența 
produsului 


= (s >1). 


= P Pl i 
Să se deducă de aici convergența seriei 5 — 
T NG 


E aut Ă bk ; 
3. Fie ag $i bx (k >'1)— numere reale pozitive, jar lim — = e, Să se demonstreze 


k-o ük 
Q 00 90 
că dacă, seria X aş converge pentru s > 1 și lim (s — 1) £ aș, =A, atunci seria £ bS 
ii s>] t=i rapita 
s>i 


este de asemenea convergentă (pentru s > 1) şi 


2o 
lim {s — t E = cA, 
tim Ç D bS. 
s>i 


4. Fie C o clasă de divizori ai unui corp K de numere algebrice. Se nolează 


prin Z(E, C) numărul divizorilor întregi a din clasa C, pentru care N(a) < E. Să 
demonstreze că 


se 


ZE) 23H min : 
lim —— = k= 


E á & m} ID] 
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5. Se notează prin (a) numărul divizorilor întregi ai unui corp K, care au norma 
a. Să se demonstreze că 


Sa(S) — f Sa, 


C(s) n= 1 n? 


unge 


cn = Oy (=) j 
djn d 


iar u() este funcția lui Möbius. 


$2. NUMĂRUL CLASELOR DE DIVIZORI AI UNUI CORP 
CICLOTOMIC 


Fie m un număr natural şi % o rădăcină primitivă de ordinul m 
din 1. Deoarece toate rădăcinile de ordinul m din 1 se reprezintă în 
planul complex prin puncte care împart cercul unitate în m părți 
egale, este comod să numim corpul R(£) corp de diviziune al cercului 
în m părţi sau, pe scurt, corpul m-eielotomic. În acest paragraf, utili- 
zind teoremele 2 și 4 $1, vom găsi o formulă pentru numărul 4 al 
claselor de divizori pentru corpuri ciclotomice arbitrare. În acest scop 
trebuie să elarificăm mai întii în ce mod se descompun în produs de 
divizori primi numerele raţionale prime în aceste corpuri. Pentru 
inceput vom defini gradul corpului R(X). 


]. lreduetibilitatea  polinomului cielotomie. Gradul corpului 
R(() este egal, după eum se știe, cu gradul polinomului minimal al 
numărului E peste corpul numerelor raţionale R. In cadrul acestui 
punct vom demonstra că polinomul minimal al numărului ¢ este 
polinomul 


Pp = bt) > II (t a i) 


(A,m) =l 


(produsul este extins asupra unui sistem redus de resturi modulo m) 
ale cărui rădăcini sînt toate rădăcinile primitive de ordinul m din 1. 
Dim faptul că gradul lui O, este egal cu valoarea o(m) a functiei 
ui Euler, se deduce egalitatea (R(X): R) = gr). 

Polinomul b,() se numește polinom de diviziune a cercului în 
m părți sau polinomul m-oiclotomie. 

Vom demonstra mai întii că O, are coeficienti întregi rațpionali. 
Pentru m =I aceasta este evident (O, = — 1). Demonstrația. 
pentru cazul general o vom face prin inductie asupra lui m. Deoarece 
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fiecare rădăcină de gradul m din 1 este rădăcină, primitivă de un anu- 
mit ordin d|m, atunci 


pal RE it, 
d 


unde d parcurge toți divizorii numărului m. Conform presupunerii 


bive polina D ®, are coeficienți întregi rati Í, i 
inductive polinomul F = ŢI ®, f regi raționali, iar 
dam Ă i 


PE CI III POE i aj 
coeticlentu: său dominant este 1. Din această, cauză Öp = — - 


va avea de asemenea coeficienţi întregi raţionali. 

„Să notăm, ca de obicei, prin Z inelul numerelor întregi raţionale 
prin Z, corpul resturilor modulo numărul prim p și pentru fiecare 
ae Z prin a vom înțelege clasa corespunzătoare de resturi din Zp- 
Dacă în polinomul f(t), care are coeficienții întregi raționali, înlocuim 
toţi coeficienţii prin casele lor de resturi modulo P, obţinem polinomul 
f(t) cu coeficienti din corpul Z,. Este evident că aplicatia f> este 
un homomorfism al inelului Zft] pe inetul Z [t]. Deoarece ( Fg)” = 
= J'+ g” şi conform micii teoreme a lui Fermat a? — au e Z) 
atunci în inelul Z,(7] este verificată formula 


(F = 9). (1) 


Să notin îi = — 1. Dacă numărul prim p vu intră în descom- 
punerea lai m, atunci polinomul % din Z [t] este relativ prim cu deri- 
vata sa și, în consecință, nu are factori multipli. Observind apoi că 
O, este divizor al lui }, ajungem la următorul rezultat. 

LEMA 1. Dacă numărul prim rajional p este relativ prim cu m, 
atunci polinomul Pm din inelul Z [t] nu are factori multipli. 

Dacă f(î) este polinomul minimal al numărului Z, atunci O, = 
= fe, unde G, ca și f, aparţine inelului Z Li]. Oricare ar fi numărul 
prim p relativ prim cu m, puterea 7 este de asemenea rădăcină primi- 
tivă de ordinul m din 1, adică (2?) = 0. Vom demonstra, că, (> este 
rădăcină a lui f. În caz contrar G(4?) = 0. Considerăm atunci poli- 
nomul H(t) == Gt”). Întrucât H(X) = G(%2) = 0.. Înseamnă că H se 
divide la f, adică H = JQ, unde Q €e Z[t]. Să trecem în egalitatea 
H= fQ în corpul resturilor Z,. Obţinem A = fỌ. Dar în virtutea, 
proprietăţii (1), H() = GŒ”) = (t) şi de aceea l 


& = e. 


Fie b un factor ireductibil al polinomului f (în inelul Z »[t]). Din ultima, 
egalitate se deduce că 6 se divide la y. Atunci însă din egalitatea, 
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O = JË va rezulta că O, se divide la v:, ceea ce contrazice lema 1. 
Aşadar, X? nu poate fi rădăcină a lui G(4), deci este rădăcină a lui f(t). 

Dacă (' este o rădăcină arbitrară a lui 0, atunci =, $ 
fiind relativ prim cu m. Fie k = pupa ... ps Conform celor demon- 
strate mai sus Ç: este rădăcină a lui f(t). Analog, luînd în locul lui $ 
rădăcina (?:, deducem că (Pit: este rădăcină a lui f(t). Continuînd raţio- 
namentul obţinem în final că şi 4i este rădăcină a lui f(t). 

Aşadar, toate rădăcinile lui ®„ sint rădăcini şi ale polinomului 
f şi de aceea 0, = f. Rezultatul obținut poate fi enunțat sub forma 
următoarei teoreme. 

TEOREMA 1. Pentru orice număr natural m polinomul ciclotomie 
On este ireductibil peste corpul numerelor raţionale. 
„_ CONSEOINȚA. Gradul corpului m-ciclotomie R(I), *=1, este (m) 
(unde (m) este funcţia lui Euler). 


2. Legea de descompunere într-un corp cielotomie. Deoarece 
gradul corpului m-eiclotomice R(X) este (m), atunci numerele 


1, op bem (2) 


formează o bază a lui R(() peste R. 

LEMA 2. Dacă numărul prim p nu intră în descompunerea lui m, 
atunci acesta nu întră nici în descompunerea discriminantului D = 
= DU, 7, ..., Com) al bazei (2). 

Demonstraţie. Diseriminantul D este dat, cum se ştie, de discri- 
minantul D(,) al polinomului ciclotomic On. Clasa de resturi modulo 
p, D(e(m) e Z, a numărului D(®n) coincide, evident, cu discrimi- 
nantul D(6,) al polinomului O, € Z [t]. On(t) nu are însă rădăcini 
multiple (lema 1), de aceea D(6,) + 0 și deci D = D(0,) nu se divide 
prin p. 

LEMA 3. Dacă corpul K de numere algebrice conține o rădăcină 
primitivă de ordinul m din 1, atunci oricare ar fi divizorul prim p al 
corpului K, relativ prim cu m, 


N(p) = 1 (mod m). 


Demonstraţie. Fie D inelul numerelor întregi al corpului K, p 
un număr prim rațional care se divide prin p şi ¢ o rădăcină primitivă 
de ordinul m din 1 (¢ e 9). Am constatat la pet. 1 că în corpul de res- 
tari O/p, care este o extindere a corpului Z,, polinomul ?* — 1 nu are 
rădăcini multiple (deoarece p/m). În consecinţă, clasele de resturi T, 
č, .. -, {®t din O/p sint oricare două distincte. Este limpede că aceste 
clase formează un grup de ordinul m relativ la înmulţire, care este 
subgrup în grupul multiplicativ al corpului de resturi O/p. Ordinul 
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ultimului grup este N(p) — 1. Ordinul oricărui grup finit se divide 
însă la ordinul oricărui subgrup al său, de aceea N(p) — 1 se divide 
prin m, ceea ce trebuia demonstrat. 


TEOREMA 2. Fie dat un număr prim P care nu intră în descom- 
punerea lui m. Se notează prin f cel mai mie număr natural peniru 
E o(m pap i A 

care p = 1 (mod m) gi fie g = DAE) Atunci, în corpul m-eiclotomie 


R(T), p admite descompunerea 
l P = Pi- Po (3) 


unde divicorii primi Pı, ..., Py Sînt oricare doi distineți si N =p. 
í Demonstraţie. Deoarece (p, m) = L, potrivit lemei 2, p nu inter- 
vine în diseriminantul bazei (2) şi de aceea, în virtutea, teoremei 8 
$5 cap. HI, p admite o descompunere de forma (3). Mai rămine să 
determinăm gradul fiecărui divizor prim p; și să demonstrăm că numă- 
rul tuturor p; este ae 

Fie p unul dintre divizorii primi p; avind gradul s, astiel că, 
N(p) = p°. Conform lemei 3, p' = 1 (mod m) şi deci s > f. Pentru 
a demonstra şi inegalitatea reciprocă considerăm corpul de resturi 
modulo p, Ojp al inelului © al numerelor intregi al corpului R(0). 
Potrivit consecinţei lemei de la pet. 4 $7 cap. II în fiecare clasă de 
resturi din O/p se găseşte un reprezentant de forma :, 


ejm) =I 
E= Yao (4) 
1=0 


y 


unde a; sint numere intregi raționale. Să ridicăm (4) la puterea p. 
Deoarece p' = 1 (mod m), înseamnă că (2 = č. Avind în vedere în 
cele ce urmează că (a + py” = at- BH (mod p) oricare ar fi 
« Și P din D ca şi faptul că a2 = a (mod p) pentru orice întreg raţio- 
nal «, din (4) deducem congruenţa 


E = e (mod p). 
În acest mod, clasa de resturi arbitrar aleasă & e Ojp este rădăcină 
a polinomului t?" — 7. Cum însă în orice corp numărul rădăcinilor 
unui polinom nu depășește gradul său, rezultă că psp şi, prin 
urmare, 8 < f. Comparind această inegalitate cu cea obţinută ante- 
rior deducem că s = f. : ati a 
Așadar, am demonstrat că toţi divizorii primi p din, descompu- 
nerea (3) au același grad f, egal cu exponentul numărului P; modulo m. 
Aplicind acum teorema 8 $5 cap. HI găsim că numărul g ál divi- 
p(7) 


zorilor primi p; este-——. Teorema 2 este demonstrată, 
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3. Exprimarea. lui h prin valori de L-serii. N e ari a (05 
zeta-tuneţia čg(s) a corpului m-ciclotomie K dd) pata n 
zăm identitatea lui Euler (teorema 4 § 1) şi rennin î a E 
acei factori care corespund divizorilor primi p, care GIy elas 
număr prim raţional p, se poate serie 


l (5) 
čís) = JE H 1 
$ Pi 1 ——>-- 
NY 


- : NaPA a im a ae 10- 
(produsul după p se extinde asupra tuturor numerelor DIE e 
iale) Factorii care corespund divizorilor primi p Și care GIy 5 p 
formează un produs finit. Să-l notăm prin 


a aaa dai sare îl divide 
“ir : -i oricare ar fi divizorul prim p, care ii div 
Dacă (p, m) = 1, atunci oricare ar f ala nl PE 
pe p, N(p) = p”? unde f, este exponentul modu 2 
să 


d t gim) {teo 
î Ar : istineţi care divid pe p este —- - = 
Întrucît numărul acelor p distineți care d pe p T, 
rema 2), înseamnă că 
Som 
| E j (7) 
= g 1 per a 
(5) = G(8) | Tas i 
(mai DY 


ii gi n 3 mä ai como- 
Vom aduce fiecare dintre factorii acestui pr odus la o tormă mai co 
dă studiului. În acest scop ne folosim de descompunerea 


[= fa) e) 


p* 420 p* 
ZE: e sii 2y Acum produsul 
unde s= s, = CO8 —~ + 4sm „Ac Pp S 
P ? 
eim) 
fp 


i şi ac ăr de factori este același pentru 
:onţin m) factori şi acest număr de fac | i 
ala Se a că factorii a diferiți p pot fi astfel grupați sa, Me 
sul infinit care se află în membrul drept al egalităţii: (7) să se de 
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pună într-un produs de ș(7m) factori avind o formă destul de simplă. 
Această descompunere se bazează pe noţiunea de caracter modulo m, 
Noţiunile despre caractere necesare aici sint expuse în $5, Comple- 
mente. 

Să notăm prin Gn grupul acelor clase de resturi modulo m ate 
inelului numerelor întregi raţionale, clase compuse din numere rela- 
tiv prime cu m. Clasa p e Gm avind reprezentantul p are ordinul fp. 
in consecință oricare ar fi caracterul y al grupului Gm, valoarea x(5), 
fiind rădăcină de ordinul f, din 1. trebuie să coincidă cu un anumit să. 
Reciproc, alegind arbitrar una dintre rădăcinile <* atunci în sub- 
grupul ciclic {p} al grupului Gn, generat de clasa p, există un singur ca- 


racter y, pentru care (pP) = cf. Conform teoremei 3 $5 Comple- 


(m) 


mente acest caracter x, poate fi prelungit în 


moduri pînă la 


un caracter al grupului G,. În acest mod, dacă z parcurge toate carac- 
terele grupului Gm, atunci y(p) ne va da toate rădăcinile c*( = 0, 


1, -..,fp—1) fiecare rădăcină «* fiind întilnită exact de 217. ori, 
Înlocuind expresia (8) în formula, (7) obţinem deci i 
(ay y1 
cats) = do) E (i — 40) (9) 
(pm) x Pp 


(produsul după y se extinde asupra tuturor caracterelor grupului Gm). 

In locul caracterelor grupului G, vom considera acum caracte- 
rele numerice modulo m (vezi pet. 3 $5 Complemente). Deoarece 
z(p) = 0 pentru orice p care intervine în m, egalitatea (9) poate lua 
forma 


Cata) =0te) I T (n — a 
> x P 


(aici p parcurge deja toate numerele prime, iar y toate caracterele 
numerice modulo m). Intervertind ordinea înmulțirii, ajungem la 
formula 


ta(5) = G(s) H Lís, x) (10) 
x 
în care s-a folosit următoarea notație : 
1 
I(s = J- 11 
p* 


Observăm că în cele expuse mai sus s-a presupus că s > 1 (cu această 
condiţie toate operaţiile cu produse infinite pot fi imediat justificate). 
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„în formula (10) factorul G(s) poate fi omis, dacă 
prin e talie ri] primitive modulo toţi acei d care sînt 
divizori ai lui m; vezi în această privinţă problemele 13—16. i 

Factorul L(s, Xo) din produsul (10), care corespunde popas 
unitate Xo se deosebeşte numai printr-un factor prim de č- unet ia 
lui Riemann (3). Într-adevăr, deoarece yap) = 1 pentru (p, m) = 
şi yop) = 0 pentru (p, m) > 1, atunci 


Ls, x) = I | Ts >) 
1 


(pun) =] 
y p? 


Pe de altă parte, aplicind teorema 4 § 1 corpului numerelor raționale 


R, obţinem 


; (5) = Hr: 


Gat i 


în acest mod, 
r 1 a 
wa Ra 
pi i IPEE caută 


înlocuind această expresie în (10), obţinem următoarea formulá 


finală pentru &x(3): 
Cals) = P(5) t(s) Is x) (> 1), (12) 
XE Xo 


unde am notat (v. (6)) 


manhe) l-a) 


Să studiem mai în amănunt funcțiile L(s, x). Considerînd. seria 


y (n). absolut convergentă pentru s> i şi înlocuind descompune- 


s 


n=l N , 
rea (24) ŞI prin egalitatea 


repetind aproape întocmai demonstrația teoremei 4 ŞI (folosind 
numai proprietatea multiplicativă a caracterului y), obţinem imediat 


= 


că 


Els, 7) = 5 xn) 


n=1 R 


(s>1). (13) 


8 


Seria aflată în membrul din dreapta al egalității (13) se numește 
L-serie sau serie Dirichlet asociată caracterului numeric y. Scopul 
nostru imediat este demonstrarea faptului că pentru un caracter 
neunitate y, L-seria asociată converge nu numai pentru s>1 dar 
şi pentru s > 0 (bineînțeles că în intervalul 0 < s < 1 convergența 
nu va fi absolută). În acest scop stabilim următoarea lemă. 


LEMA 4. Fie șirul de numere complexe {an} (n = 1,2, ...) astfel 
EL 


ca sumele A, = Y, au să fie mărginite, adică |A,| < C pentru orice 
k=1 
n=l, Atunci seria 


| lp 


fs) = pe 


n=l n? 


converge pentru toți s reali pozitivi. Oricare ar fi o > 0, convergenta te 
fi uniformă pe intervalul [o, co), astfel că suma f(s) este o functie con- 
tinuă de s (în domeniul de convergentă (0, 00)). 


Demonstraţie. Să fixăm o>0 arbitrar. Pentru orice <>0 se 


f PEE pe . : 
găseşte un astfel de no ineit--< s pentru orice n> ñg Pentru 


n 
E wk N ne > | 
aceiasi n > hp Si — < e dacă s > o. Fie M > Non. Atunci 
R5 
M a 5 A, A k—1 M Ay M-i Ay 
kan k EN ks Za k" RT (he -H 1) 
i Ay, 
= Z+- + Mo 
(k — 1) M” 
de unde se deduce 
E P H Al : T 
£ Telg ACE. e CS E EE pas ' 2 Ce 
Spa ti 7 i 3 3 E Si 
| REN K ` N5 RuN ks (k A 1) Ms 


pentru orice s e |c, co). Lema 4 este demonstrată. 
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meim za SRR e tt 2 pe m ÎN d a itp ye a ati 


pame 


CONSECINȚĂ, Pentru caracterul neunitate y seria Dirichlet L(s, y) 
converge pentru s> 0 gi este o functie continuă pe intervalul (0, co). 
Într-adevăr, dacă y% # Xo atunci Yi y(k) = 0, k parcurgind 
un sistem complet de resturi modulo m. Să reprezentăm un număr 
natural n sub forma n = mg +7,0 <r <m. 
Atunci 


n r 


A= X MR) = SI x(k), 


k=1 k=l 


de unde |4,]| S< m. 


Revenind la funcția (5), înmulfind egalitatea (12) cu s — 1 
și trecem la limită pentru s — 1(s > 1). Pe baza relației (19) $ 1 obţi- 
nem că | 


lim (s — 1) a(s) = FO) II LG, z), (14) 
it LE Za 
unde 
k 2 y(n 
L, g= $ A. (15) 
n=1 dle 


Să observăm că întrucit seria (15) converge dar nu absolut trebuie 
să se ţină seama de faptul că termenii săi sint dispuşi în ordinea. cres- 
cindă a lui n. Relaţia (14) si teorema 2 $ 1 conduc la următoarea for- 
mulá pentru k: 


— W D Ai 
i= KON EO II IA, x) (16) 
că ZF Za 
(aici w este numărul rădăcinilor din 1 care se găsesc în K). Nu putem 
considera că expresia (16) ne dă formula finală a numărului claselor 
de divizori ai unui corp ciclotomic deoarece conţine seriile L(1, >). 
La punetul următor vom efectua sumarea acestor serii. 


4. Sumarea seriilor L(1, y). Considerind că y este un caracter 
neunitar modulo m, ne referim la seria (13). Lăsind deoparte termenii 
nuli și observind că y(n) = y(n) pentru n = n, (mod m) putem să 
o prezentăm în modul următor (aici este esenţial ca s> 1) 


yo 


nzz (moă m) R° 


dds, 4) = £ z) 


(rm) =1 
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(sumarea exterioară se efectuează după un sistem xedus de resturi 
modulo m). Seria interioară o reprezentăm sub forma, 


A në i 


unde 
Pe i pentru n =% (mod m), 
: 0 pentru n # (mod m). 


Pentru a găsi o exprimare mai adecvată pentru coeficienții €n 
vom. utiliza următoarea, formulă evidentă : 


isa r= m, dacă r = 0 (mod m), 
bzo 0, dacă r #0 (mod m), 


unde 


ZT a Eag 
C = cos H ¿sin - 
m m 


este o rădăcină primitivă de ordinul m din 1. Atrageni atenţia că în 
timp ce în studiul algebric al corpului ciclotomie ne era indiferent 
ivă de ordinul m din 1 am notat-o cu (, aici, din 


care rădăcină primit 
considerente analitice, trebuie să fixăm cu strictețe una dintre aceste 


rădăcini. Aşadar, avem 


—l 
C, = Lr geane 
n T E 
M k=0 
Astfel, 
00 1 ml 
vig sei n) a 
Ls,x)= 3 (2) 5, —— e lar 
(acm) =l m=l Me k=0 n 


m—! co -ük 
-LF ASE 
M k=0 (xmn) =1 n=l ns 

Expresia din paranteză, pentru cazul numărului prim m = P æ mai 
fost întilnită în $2 cap. I unde i s-a dat denumirea de sumă gaus- 
siană. Vom defini sumele gaussiene pentru m arbitrar. 

DEFINIȚIE. Fie Ç o rădăcină primitivă de ordinul m din 1, 
fixată, şi y Un caracter numeric modulo m. Expresia 


za) = put” 
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unde } 
pad A parni ge un sistem complet (sau redus) de resturi modulo m 
i ste sumă gaussiană, asociată caracterului y şi numărului î 
sii xs arulur întreg 
S tiu a ; A 
ERIE ra it pepe a x) depinde în acest mod, nu numai de x şi de 
o m, dar și de alegerea, rădăcinii primitive č. În con- 


tinnar y 
e vom presupune că drept ý este luată rădăcina cos 2m + 
m 


. : 2 
+ i sin 
m 


numeşte normată. 
Pe T(x) o vom mai nota și prin 7(x). 
aca y este un caracter neunitate, atunci 


ʻO sumă gaussiană cu o astfel de valoare pentru ( se 


T2) = y ya) = 0. 


(> m)=1 


Y—nk 
` 


4 ml 00 

Ls, x) = — : 
f l m È, ax) 2 në 

—nk 


Seriei Ș îi p T | 

2 E îi putem aplica lema a(t # 1 pentru k 40, deci 
~nk — = .__a ȘI A 

2 d = o) Potrivit acestei leme seria converge pentru 0 <s < oo 


şi este pe acest interval o functi inuă 
e ace uncţie continuă de s. Avind în 
aceasta şi ţinînd cont; de ultima egalitate putem lua s =1 şi ral 


] ml co —nk 
LL, x) = pg SADI ai 
- n=] A 


n 


Pentru a găsi iei i i 
SU 3 ea . 09 

g ma seriei interioare, utilizăm seria de puteri Ş, 485 
Se ştie că această seri r 

Ş ă seri ă în di itate ek 
dată de o ramură a An ier p sa grip pita 

ției — — 2) a cărei parte imaginară, 
(adică coeficientul lui i) aparţine intervalului ( — -= 5) Întrucit 

; 
seria i j : 
e pe are și studiem converge, de asemenea, în punctul z = ţ-* 
nitate), atunci conform teoremei lui Abel 


deci 


La, p = — S dama — tr). (17) 


Di k=l 


z 


în acest mod s-a -obținut pentru seria L(1, y) o exprimare finită. 
înlocuind-o în (16) găsim o formulă pentru numărul claselor de divi- 
zori ai unui corp ciclotomic, care nu mai conţine serii infinite. 

Formula (17) poate fi cercetată în continuare și simplificată în 
mare măsură. Această cercetare O cfectuăm la punctul următor; 
dar nu pentru cazul general, ci numai pentru caractere primitive 4. 
În $5 aplicăm rezultatele obţinute la studiul formulei lui } în cazul 
unui corp ciclotomie asociat unui număr prim. Acestă este cazul 
în care formula care dă numărul claselor de divizori are aplicaţii 
«deosebit de importante. 


5. Seriile L(1, y) pentru caractere primitive. Să demonstrăm 


că dacă y este un caracter primitiv modulo m si (a, m)>=7>1 
atunci 


zap = 0. 


Să îmăm m = rd. Este clar că {7 este o vădăcină primitivă de ordin 
d din 1 şi de aceea %7 = Ta, numai dacă 22 1 (mod d). Să juăm 
drept. 2 un număr, pentru care (3, i) = REA (mod d) şi 4(2) 7 1 
(existența unui astfel de z este asigurată de teorema 4 §3 Comple- 
mente). Deoarece o dată cu 7 şi produsul zv parcurge un. sistem com- 
“plet: de resturi modulo im, atunci 


n= D e = e d E= Tala) 


x med m x wod m 


Cum yhe) 1 rezultă că fal y) = 0. 
Mai departe, dacă (a, m) = 1, găsim 


(3) = HDT). 


Într-adevăr, deoarece o dată cu şi produsul ax parcurge un sistem 
«omplet de resturi modulo m, atunci 


xla) Tal) = „i az)” = q(x) = x) 
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Putem deci transcrie forrt ri 
scrie formula (17) pentru caz i imj 
za Ş pentru cazul unui caracte _ 
tiv z, sub forma caracter primi 


sale) isa NE 70 ne cau) (8) 


Num) 


Să. ne ocupăm acum de suma 


S= Si A(h)im(u— %7 
ag Tma 5%) (19) 
{ a PE un sistem redus de resturi modulo m). Studiul sumelor 
Sz ne conduce la două rezultate esenţial diferite. Pentru a distinge 


l Ste neces ` h ; a: ef a 
; : ud t t e ast ecesar Să intr oducem următoar ea: d V 


i EA Caracterul numerice y se numeste par, dacă y(—1i)=L 

alta e ea alee ya) = y(x) pentıu toți æ întregi) și se numește 

par, dacă y(—1) = —1 (în acest caz y(—2) = — xla) i 
Deoarece l ie 


(x —1)) = (IP) = z4) =1 


asean Ca yi re: l ) == zi 1 de ALE orice carac y D ji 
. ji reeeg ce £ 
a , € t Èr Fi a f L S&au pa > 


Forma trig PE NN RE UL pad te aia 
| at gonometrică a numărului 1 — ZE pentru 0 < k < m 


E data E E ; T ey 
1 — č? = 2 sin (os ia a fii 4- isin |- — ii 
m 2 m Í 2 m i 


RA T r rk 
unde —— < e S E de aceea 
2 m 2 j 
in(1 — 8-4) = m |1 — TE 4 i=( Eom 
ao E m 


În continuare, deoarece 1 — %7” şi A ; 
sati it, artele . & si 1 Tis pu S Anl 
găsim | X sînt conjugate între ele, 


m — č) = în ji — | în (a T 


2 m 


E ME T E z , ; i 
(Subliniem încă o dată că ultimele două formule sint valabile numai 


| 3 Ai Li m Fi 
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Să presupunem acum caracterul y (deci şi X) ca fiind par. Schim- 
bind în suma (19) pe k cu —k obţinem 
Sa = $ Zn (1 — t”), 


(k, m)=1 
care prin adunarea la (19) ne dă 
28x = 2 Tn (1 — 6-5) a ml —b)]=2 PAIE Th) m =g] = 


{ks mal 


mel 
=2 $ x(b)ln2 sin —-- 
(hm) =] m 
0 km 
Dacă însă caracterul x este impar, atunci, sehimbind din nou 
n (19) pe k cu —k, obţinem 


s=- aa t) 
de unde 
5 ` 1 LIN 
28,= Si x(klin(1—55)—In(1—%%)]=2 2, (eri i, 
rul i aa 
Avind în vederecă $) X(k)=0 (caracterul y este neunitate) şi tinind 


(h, mai 
seama dej(18) ajungem Ja următorul rezultat, 


TEOREMA 3. Fie y un caracter primitiv modulo m > 1. Dacă x 
este par, atunci 


qa, p=- y omul = 
(k, m)=1 
a TO. 2) nn a 20 
m 9 ici m A 


Dacă y este însă impar, atunci 


LL, x) = T mi Z()k. (21) 


O<hk<m 
PROBLEME 
1. Să se demonstreze că dacă y este un caracter primitiv modulo m, atunci 
lrx) = Vm. 


In dicaţie. Se urmărește demonstraţia teoremei 4 $2 cap. L 
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p=—l 


2. Fie p un număr prim impar, p* = = (— 1) ê p. Să se demonstreze că corpul pă- 
tratie RVp*) este conţinut în corpul ciclotomic asociat lui p (se foloseşte problema 5 
$2 cap. I pentu a = b= 1). 

3. Să se demonstreze că orice corp pătratic este conținut într-un anumit corp 
ciclotomic, 

4. Utilizind notaţiile problemei 6 $5 Complemente, să se demonstreze egalitatea 


m m 
Ta O = Tala) re.a Ta (XX (=) ...- Th (=) 
1 p 


(la definirea sumelor gaussiene va(y;) se presupune că drept rădăcini primitive de ordinul 
m 

m; din 1 se iau rădăcinile Ų *, unde % este rădăcina primitivă de ordin m din 1 care inter- 

vine în definirea sumei ta(y)- 

5, Fie p un număr prim care nu iulervine în m şi fie f cel mai mic număr natural 
pentru care pf = 1 (mod m). Să se demonstreze că polinomul &,,(î) cu coeficienţi din 
p(n) 

F 


factori ireductibili 


Zp(v. pel. 1) se descompune ìn inelul Zp[i] in produsul a 


fiecare factor avind gradul f. (Avind în vedere teorema 8 $5 cap. IHE aceasta ne furni- 
zează cea de a doua demonstrație a teoremei 2.) 

6. Fie p un divizor prim impar. Considerind corpul R(V —1) și aplicind pentru 
acest corp teorema 1 $ă cap. II și teorema 2 din paragraful de faţă, se obţine egali- 
tatea 


(prima completare a legii pătratice de reciprocitate). 
7. Fie psi g 2 numere prime distincte, K corpul g-ciclotomic și g numărul 
divizorilor primi distincti ai corputui A, care intervin în descompunerea numărului p. 
= 
a7 


a 
Aplicînd criteriul lui Euler (+) = a * (modq), să se demonstreze că 
q 


7 j i 
E = (ap, 
4 


8. Păstrind notațiile de mai sus, considerăm subcorpul pătratic RV) al corpu- 
gi 
lui K, q*=(—1) 2 q. Notăm f= 1 


” Să se demonstreze că dacă p se descompune 


în corpul K în produs de doi divizori primi, atunci g este par, iar dacă p este prim 
în k, atunci f este par. Plecînd de la teorema 1 $8 cap. ITI, să se demonstreze apoi 
că pentru p Æ 2 


În acest mod, p se descompune în k dacă şi numai dacă g este par. 
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indicație. În cazul q = 1 (mod 4) sc folosește problema 7 și se arată că 


+ N e 
2) = z) = Í atrage după sine (+ = Eat = 
q q R p 


9. Din ultimele două probleme să se deducă legea reciprocilăţii påtratice 


` p-1.g=1 
(=) = (—1) 2 d: 
g: P 


10. Să se demonstreze că dacă numărul prim p Æ 2 se descompune în corpul 
RVZ) în produsul a doi divizori primi şi q = 1 (mod 4), atunci q = 1 (mod 3), (Se 
consideră descompunerea lui ¢ în corpul RVZ, y —-1), corpul 8-ciclotomic.) 

11 Cu notațiile problemelor 7 și 8 să se arate că numărul p = 2 se descompune 
în corpul X în produs de doi divizori primi dacă și numai dacă g este par. 

12, Să se deducă din rezultatul problemei precedente și din teorema 1 $5 cap. HHF 

9 


că egalitatea (+) = 4- J este echivalentă cu congruența q* = 1 (mod 8), adică 
q 


gel 
( l j- i 
q 


(a doua completare la legea reciprocităţii pătralice). 
13. Să se demonstreze că în corpul pë -eiclotomic, numărul prim p admite des- 
compunerea 


n = (p^ g = op) = pp —1), N= r. 


H. Fie m = pân, (p, nY) = 1 şi fie f cel mai mic număr patura] pentru care 
pf = t (mod m’). Să se demonstreze că în corpul m-ciclotomic clesconpunerea unti 
număr prim p are forma 


P = (Pioo Po) NOH) = p’, 


unde e= (ră), fg = p(n) (e este Iuucţia mi Euler). 
i5. Să se demonstreze că pentru funcţia G(s), definită prin egalitatea (6), este valg- 
bilă tormula 


= wk 
co- I + -20 ) ; 


Pim y mod m’ 


caracterele numerice modulo nu, m = pri, pb m. 
16. Folosind problema 9 $5 Complemcenle. egalitatea (10) şi lomvula din problema 
precedentă, să sc demonstreze că pentru zcta-funeția Ur(s) a corpului m-eiclotomic este 


adevărată descompunerea : 
= II re 


dim y modd 
y primitiv 


unde d parcurge toți divizorii numărului m (inclusiv 1 și m), iar y (pentru d dat) par- 
curge toate caracierele primitive modulo d. Să se deducă din aceasta că 


lim (s — is) = Il M a. 
s>! dpn y mod d 
š>t afl y primitiv 
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$3. DIVIZORI PRIMI DE GRADUL ÎNTÎI 


În. $ 2 am folosit teoremele 2 şi 4 din $1 pentru calculul numă- 
ului 4 al claselor de divizori din corpurile cielotomice. În acest para= 
graf vom arăta că și reciproc, din formula (2) $1 avînd membrul drept 
nenul se pot deduce rezultate importante despre divizorii primi 
de gradul întii cît şi despre numerele prime din progresiile aritmetice. 


ł. Existenţa divizorilor primi de gradul întii. 


TEOREMA 1. Într-un corp K de numere algebrice există o infini- 
iate de divizori primi de gradul înti. i 


Demonstraţie, Potrivit teoremei 4 $1 funcţia ix(s) admite des- 
compunerea, 


čx(s) = II (: -y : ca i 


Deoarece produsul infinit este nenul, atunci Yg(s) + 0 pentru toți 
s>1. Logaritmind egalitatea (1) obţinem 

in îns) = g Și e (2) 

p acim (pps 


Separăm în această egalitate suma 


p 
in care sumarea se extinde asupra tuturor divizorilor primi p, de gra- 


dul intii din corpul K. Dacă notăm cu G(s) suma tuturor celorlalţi 
termeni, egalitatea (2) se poate transerie sub forma 


ln čes) = P(s) + G(s). (4) 


Să notăm cu f gradul divizorntui prim p, astfel că N(p) = p?. Dacă 
fz 2 atunci 


ai al 2- $ L 2 
Şi SE SN CEPE a < a îi < 
Pal mN (p) m= p” p” a p” 
Dacă insă f = 1, atunci 


09 1 œ T 1 
oa a ii 
e mN(p) m= p™ pp — i p” 
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Deoarece pentru fiecare număr rațional p există cel mult n = (K : R} 
divizori primi ai corpului K, care divid pe p,atunei obținem pentru 
G(s), în acest mod, evaluarea, 


o 


G(s) << 


p 2s mi me 


de unde se deduce că funcția G(s) mărginită pentru s = 1, s>1. 
Pe de altă parte, din relațiile (2) $1, în care xk # 0, se deduce că 
in Čg(s) tinde o dată cu (8) la infinit, cind s> 1, >. "în consecință, 
avînd. în vedere (4) această a afirmatie este adevărată şi pentru P(s), 
deci suma (3) nu poate fi compusă numai dintr-un număr finit de 
termeni. Așadar, numărul divizorilor primi p, de gradul întîi este 
infinit, şi teorema 1 este demonstrată. 

Observăm că demonstraţia pe care am dat-o infinităţii divizu- 
rilor primi de gradul întîi foloseşte aceeaşi ideea pe care s-a bazat 
una dintre demonstrațiile infinităţii numerelor prime (v. problema 1). 

2. Caracterizarea extinderilor normale prin legile de descompunere 
ale divizorilor primi de gradul întîi. Fie k un corp de numere 
algebrice şi Æ o extindere finită a sa. Orice divizor prim p al corpului 
k se reprezintă in. corpul Îi sub forma unui produs de puteri divi- 
zori primi $ ai corpului K care divid pe p (v. egalitatea (2) $5 cup. 
III). O asemenea descompunere se e araeterizează prin d A ea 
indicilor de ramificare ep și a e gradelor de inerție fp ale divizorilor $P 
relativ la k. În această privinţă, prin lege de descompunere i în exim- 
derea Kk se înţelege o corespondenţă care asociază fiecărui p o 
mulțime de numere em şi fyg oricare ar fi Y care divide pe p. 

Se pune în mod firesc intrebarea: o extindere este determinată: 
de legea sa de descompunere? Vom arăta că răspunsul este pozitiv 
în cazul extinderilor normale. Mai mult, o extindere normală K/k 
este unie determinată chiar de indicarea acelor divizori primi p din 
corpul k al căror grad absolut de inerție este 1 şi pentru care ep = 
= Je = pentru toţi PB, 

DEFINITE. Un divizor prim p e] corpului k se numeşte complei 
decompozabil în extinderea finiiă Kijk, dacă ep = fp = | pentru toți 
divizorii primi P ai Se vii K, care divid pe p. 

Jontorm teoremei 7 $5 cap. HWI divizorii primi p ai corpului k, 
compleb decompozabilk: in extinderea K/k de ordinul n, sint caracte- 
rizați de descompunerea 


p= PP. 
Pentzu o extindere finită Kjk notăm cu Q(K/k) mulţimea tuturor 


divizorilor primi ai corpului ii, care an graduj absolut de inerție 1 gi 
sint complet decompozabili în K. 
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TEOREMA 2. Fie K,/k și K,|k extinderi normale finite ale unui 
corp k de numere algebrice (care sîni continute într-un același corp). 
Dacă O(K,/h) = OK), atunci Ky = K, i 

Vom demonstra teorema puţin mai generală, 2 öin care teorema 
2 rezultă ca o consecinţă imediată, 

Vom presupune toate corpurile care intervin ca fiind conţinute 
într-un acelaşi corp, În acest caz pentim două corpuri K şi L este unic 
definit compozituuiul lor AL ca fiind cel mai mie corp care conţine 
pe X şi L. 


TEOREMA 2, Fie ijk gi Lje extinderi finite ale corpului k de 
RUmere algebrice, Crt nderes Kik fiind normală. Corpul L este conţinut 
în K, dacă si minai vină UITJE d AKA k) 

În mod preliminar vom demonstra vinerea 


7 


Uuwă. Fie Kik si Lk extinderi finiie ale corpului b de numere 
algebrice. Atunci a 


DEL == (Kje) n OLD). 


Demonsirajie. Fie p un divizor prim al corpului & de gradul 
intii. Dacă p se descompune complet în KL, atunci din problema 
21 $5 cap. III se deduce imediat că aceasta este complet decom- 
pozabil şi în corpurile intermediare K şi L. Reciproc, fie p complet 
decompozabil în Æ și în £. Folosind teorema 3 $2 cap. IV conform 
căreia polinomul mi mimal ul oricărui element din. K sau din-L (peste 
corpul k) se descompune complet în factori liniari peste completarea 
p-adică kp, deducem (teorema 11 $ 2 Complemente) că toate izomor- 
fismele extinderilor K jk şi L/k într-o extindere convenabilă a corpului 
kp, care invariază elementele lui k, aplică pe K şi L în corpul k.. În 
acest caz însă orice izomorfism al extinderii KLik în corpul extins 
kp, identic pe k, aplică de asemenea pe KL în corpul Ep şi deci poli- 
nomui minimal 'al oricărui element din KL peste k se descompune în 
corpul kp în factori liniari. Aplicind încă o dată teorema 3 § 2 cap. IV 
deducem că p se descompune complet în corpul KL. Lema este 
demonstrată. 


Demonstraţie. (teorema, 2"). Dacă L c K, atunci O(K/k) este con- 
ţinut în O(L/k) (s-a arătat că aceasta rezultă imediat din problema, 
21 35 cap. ITI). | 

Reciproc, presupunem că 


QUE) = O(L/k). 
Considerăm compozitiunul M = KL. Potrivit lomei este verificată 
egalitatea 

Q MIk) = QK ik). (4°) 
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Folosind această egalitate vom demonstra că M = K, de unde .va 
rezulta, incluziunea L c K. Vom demonstra de fapt o afirmație mult 
mai cuprinzătoare. Într-adevăr, đin demonstrație va reieși că eran 
tatea M — K se deduce din incluziunea mai slabă Q K(k) — A e 
c O(M/k), unde A este o submulțime finită în Q(K jk). 

Potrivit punctului 1 avem: 


în Cate) = E gy T Olo) (4) 
Lt 
1 
Ea EE ecua ara Et), 4” 
n Cals) Dă VAY H G(s) (47) 


unde $ şi Q parcurg toţi divizorii primi din K, respeetiv M, de gra- 
dul întii, iar Gols) și G,(s) sint funcții mărginite cînd s > 1(s>1). 

Să notăm prin A multimea. acelor divizori primi din Q(K/k), 
care sînt ramificati În M (conform consecinţei teoremei 8 § 5 cap. ILE 
submulțimea A este finită. Fie, apoi, AR, si M mulțimile acelor divi- 
zori primi din corpurile K, respectiv M, de gradul întîi care nu divid 
divizorii primi ai corpului k, conţinuţi în A. Vom considera că în ega- 
lităţile (4) şi (+) P şi Q parcurg toți divizorii primi din Wy, respectiv 
M. Înta- adevăr, acei termeni care corespund factorilor divizorilor 
din A îi putem ingloha i în functiile Gy(s) si G(s) fără a încălea mărgi- 
nirea lor pentru s—1 (s> 1). 

Fie Pe, si p un divizor prim al corpului k, divizibil prin $. 
Este clar că indicele de ramificare em si gradul de inerție fy ale divi- 
„orului $ relative la k sint egale cu 1. Atunci însă, deoarece extin- 
derea K jk este normală (v. sfir situl pet. 3 $5 cap. III), aceasta va fi 
adevărat si pentru toţi divizorii primi ai corpului KÆ care divid pe 
p şi, prin urmare, p € Q(K j/k), adică p se descompune complet în K. 
În acest, caz însă, în condiţiile teoremei (egalitatea (4)), p se va der- 
compune complet și în M, de unde se deduce imediat că, 


SP = O eee m 


unde toți Q; aparti lui M, m = (M: K) fiind gradul extinderii 
MIK, iar N(8) = 1 (Q), 1 sism (ultima eg alitate fiind o con- 
șecinţă a faptului că B si Q, sînt divizori ai aceluiași număr prim p). 
Reciproc, dacă Deh si Q este factor în dirizorul prim Pal 
corpului K, atunci evident că P e M, 
Din cele demonstrate se deduce acum 


1 
£ wa O 3, 


Dem - sem W(P) 


adi 
Lo 


şi deci diferența 
m m Cals) — In čys) 


este o functie mărginită cind s > 1 (s> 1). 
Pe de altă parte, din relaţia (2) $1 rezultă că oricare ar fi corpul 
K de numere algebrice funcția 


In a(s) — In =. 


8 — 


este mărginită cind s = 1 (s> 1). În consecință, este necesar ca să. 
fie mărginită și funcţia 
1 
Gn — 1)in 3 
s— 1 


ceea ce este posibil numai dacă m = (M :K)= 1. În acest mod, 
M = și prin urmare Lc K. 
Teorema 2' si odată cu aceasta teorema 2 sint demonstrate. 


3. Teorema lui Diriehlet asupra numerelor prime dintr-o pro- 
gresie aritmetică, E 

TEOREMA 3 (teoreme lui Dirichlet). In fiecare clasă de resturi mo- 
dulo m compusă din numerele relativ prime cu m există o infinilate 
de numere prime. 


Demonstraţie. Dacă la punctul 1 am folosit faptul că limita (2) 
§ 1 este nenulă, pentru a demonstra teorema lui Dirichlet vom pleca 
de la inegalitatea L(1, y) # 0, oricare ar fi caracterul modulo m, 
neunttate y, ceea ce se deduce direct. din formula (16) $2. 

Să considerăm dezvoltarea, L-seriei L(s, y) în produs infinit 


LAS, x) = II (i a i 5 


f 
Din convergenta acestui produs infinit se deduce că pentru orice 
caracter numerice modulo m, y (inclusiv pentru caracterul unitate 
zab L(s, 3) este nenul pentru toli s> 1. Astfel se poate considera 
pe intervalul (1, co) funcția În Lis, >) avind valori complexe. În 
această situaţie, deoarece funcţia logaritmică este maltitormă tre- 
buie considerată o anumită vamură a sa. Alegerea acestei ramuri se 
face în următorul mod. luăm logaritmul fiecărui factor din produsul 
infinit (5), alegind valoarea acestuia astfel ca, 


mh Hz) = S xp)". G 
af p* p3 np” jo 
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Însumînd seriile (6) pentru toţi p, obţinem 


3, — în ( — x2) a $ Xp) + 2248, 3), 


> p* 2p pi 
unde 
L (a 1 ypy 
2 = e a +...) 
$ pi po (p p“ 


(toate seriile care intervin aici sint, evident, convergente pentru 
s> 1). Valoarea lui In L{s, y) o alegem astfel incit pentru toți s> 1 
să fie îndeplinită egalitatea 


Observăm că pentru caracterul unitar xp valoarea lui În Z($, Xo) 
va fi reală. 
Evaluäm funcția efs, y): 


Re pl < g $ < ph c E M = 


Prin urmare |R(s, y)| < 1 pentru orice s> 1. 

Odată cu caracterele numerice y vom considera şi caracterele 
(notate cu aceeaşi literă y) pe grupul Gn al claselor de resturi modulo m, 
relativ prime cu m. Lăsăm pe C să parcurgă toate clasele grupului 
Ga. Deoarece yip) = (0) pentra pe, atunci: 


£ AP) — DE 


2 P pEC 


(reamintim că y(p) = 0 dacă p divide pe m). Notind 


fs 0) =g > 


pec Pp? 
egalitatea (7) devine 
în Ms, x) = X, XO fs, 0) -+ Rs, x)- (8) 
C 
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Deoarece numărul tuturor caracterelor modulo m este o(m), atunci 
egalitatea (8) considerată pentru toți y poate fi privită ca un sistem 
de ọ(m) ecuații liniare în ọ(m} necunoscute f(s, C) (ai căror termeni 
liberi sînt diferențele In L(s, 4) — R(s, y)) Pentru a găsi pe f(s, A) 
din acest sistem (A e Gma) inmulţim relaţiile (8) cu x(4-1) şi după 
aceea însumăm după toate caracterele y. Obţinem 


$ (4 in 5, y) = > X xC) f(s, 0) + Ra(9), (9) 
xX x 


unde pentru Rls) = 3 „(A-WR(s, y) este îndeplinită evaluarea 


Rials)! < ofm) pentru foti s> 1. Cu formula 6 §5 Complemente 
suma 5 y(CA-1) este fm) pentru O =A și zet pentru 0 # A, 


x è {v 3 
de aceea egalitatea (9) poate îi reprezentată sub forma 


în Dl, ze) = X gA) în Fs, x) = tm) fls, A) + Ras). (10) 


Astfel, din sistemul (8) am determinat valorile f(s, A). 

Facem acum ca s să tindă către 1 de la dreapta. Dacă y # Xo 
atunci Ls, y) — ML, y) iar L(4, y) # 9, aşa cum s-a constatat la 
începutul demonstrației. Prin urmare suma aflată în membrul si ting 
al egalității (10) (extinsă asupra tuturor caracterelor nernitate) va 
avea o limită finită. Trecind această sumă în membrul drept şi înglo- 
bind-o în Ralts), obtinem egalitatea, 


m F(s, Zo) = pm) As, A) 4 Pas), (11) 


unde T, este mărginită cind s — 1(s> 1). 
Dacă, facem presupunerea, că în clasa A se găseşte un număr 
1 
finit de numere prime, atunci functia f(s, 4) = 5, — va avea o 
pea P 
limită finită cînd s ->i și atunci tot membrul drept al egalităţii (11) 
va îi mărginit cînd s > i(s> 1). Aceasta insă este imposibil, deoarece 


Jim Els, yo) = 00; 
sl 
s>1 


aşa cum rezultă din egalitatea, 


x EA 
Le, w = h1 z) 


pin p 
Contradicţia obţinută demonstrează teorema 3. 
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Asupra teoremei lui Dirichlet se poate face nrmăioarea preci- 
zare, Notăm 
i 1 
Îi) = fs A= g 
d 


(pmi. t p? 


Îinpărțim egalitatea (11) la olm) si insumăm după toate clasele 
A eG,„. Obţinem 


la Ts, Za) = f(s) -- T(s) (12) 


unde F(s) este mărginit pentru s > 1(s> 1). Egalind membrii 
ai egalitătilor (12) şi (13) şiîmpăr{ ii egalitate 
trecem la limită pentru s => 1 


drepți 
a obiinută prin o(m)f(s), 
(s> 1) si obtinem egalitatea 


5 1. 
lim __FEA p? == i A 
Mat £ t (am) 
(8 msi P? 


Formula obținută, afirmă că, într-un anumit Fes, 


numerele prime 
relativ prime cu m sint uniform distribuite în clasele de resturi mo- 
dulo m. 


PROBLEME 


1 
1. Să se arate că diferența dintre funcțiile în (5) și g(s) = b) er (p parcurge 
p P 
toate numerele prime raționale) este mărginită pentru s> i (s> 1). 


2. Fie P(s) funcţia definită prin egalitatea (3). Să se lemonstreze că diferența 


P(s) — in 
(s) FEE 


este mărginită cind s —> 1(s> 1). 


3. Numărul raţional întreg a se numeste rest de ord 
p dacă congruența q” = a (mod p) este rezolubilă. 
a și n există o infinitate 
modulo p. 


inul z modulo numărul prin 
Să se demonstreze că oricare ar fi 
de numere prime p astfel ca a să fie rest de ordinul n 


4. Tie numerele întregi Clis - - -s Cp astiel incit ata acte az” să fic pătrat, dacă și nu- 


mai dacă toți x; sint numere pare. Să se arate că oricum am ale 


SO Exp cc. Enei = +1) 
există o infinitate de numere prime ps 2 (care nu divid pe a, 


-s Ca), pentru care 


| 
i 
i 
i 


Indicaţie, 5e consideră suma 
ayj). 
L(t ) 7 
p + 


$4. NUMĂRUL CLASELOR DE DIVIZORI Al UNUI CORP 
| PĂTRATIO 


E E E d 
1. Formula numărului claselor de a 7 să a r RAD 
un corp pătratie (d este un numar întreg raționa AN dolor 
coremei 2 $8 cap. III numărul prim rațio split 
age er Mg pe K în produs de divizori primu in vurma 
desc lx. Se z 


moduri : 


NO z il 
1) p=pp, prop, Np) = N0) = P, dacă y(p) 


E i i A, = =t ; 
2) p =y, N(p) = p’, aaa i i ; 
3) p= N(p) = P, iu LA tu 


ă ic K finitis a pet. 2 
unde y este caracterul corpului pătratie K (v. deivutia de la pet 


§8 cap. HI) În consecință, factorii care în produsul 


en) = [e = o j 


Lja J; 
aA ae a 
1 (: | p 
iiie - 2 [i +5): 
wo eA 


3) 1 — 
în toate cele trei cazuri factorul introdus de numărul p poate 
fi scris sub forma 
1 -1 y(p} -1 A 
(=) 0 
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—1 
Deoarece ŢI (: =i a = č(s) (teorema 4 $ 1 aplicată corpului nu- 
fi j 


merelor raționale), atunci C(s) admite reprezentarea 


č a xp) yt 
(5) = te) per) ; 0) 


Produsul infinit aflat în membrul drept este L-seria L(s, y) pentru 
caracterul y (modulo |D], D fiind discriminantul corpului 3) și 
deoarece acesi caracter este neunitate, inseamnă că Js, y) este o 
funcție continuă pe intervalul 0 < s «< œ (consecință a lemei 4 
$2). Să înmulţim egalitatea (1) prin s — 1 şi să trecem la limită 
pentru s -> 1(s > 1). 'Pinind seama de egalitatea (19) $1, obţinem 


lim (s — 1) g(s) = HI, 3). 
izi 


Vom utiliza teorema 2 § 1. Deoarece în cazul unui corp pătratic 
real s = 2, t = 0, m = 2, R = In e (e > 1 este o unitate fundamen- 
tală a corpului), iar în cazul unui corp pătratie imaginar s = 0, 
t= 1, R = 1, înseamnă că numărul claselor de divizori ai corpului K 
este dat prin formulele : 


VD rup) pemuas 
2 În s 


h = 


VID! ra, y) 


TE 


pentru € < ô. 


(Constatăm că numărul m, adică numărul rădăcinilor din 1 care se 
află în K este 4 cînd K — R(/—1),6 cînd K = R(/—3) si 2 pentru 
toate celelalte corpuri pătratice imaginare; v. pet. 3 § 7, cap. IL.) 

Vom demonstra în următorul punet că caracterul unui corp 
pătratie de diseriminant D este caracter primitiv modulo |D| (v. 
definiţia din Complemente pct. 3 $5) şi, mai mult, în cazul corpu- 
rilor reale este par, iar în cazul corpurilor imaginare este impar. 
Din această cauză putem utiliza formulele (20) şi (21) $2 care dau 
valorile L(i, y). Pentru a obține formule finale pentru A mai trebuie 
să cunoastem valorile exacte ale sumelor gaussiene (y) = (3). 
În punctul 3 al acestui paragraf vom vedea că suma <(7) este VD 
în cazul corpurilor reale şi i VD în cazul corpurilor imaginare. Avind 
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SI it a Re fl 


ae 


ca 


în vedere acest lucru și constatind că în cazul unui corp real AD i 
—g) = yle) putem enunţa următoarea teoremă (EA à PP 
fica formula lui h în cazul unui corp imaginar am omis OTŢ 
RY- şi R —3) care au diseziminanții —4, Ali CNA ea 
care m ia valorile 4, respectiv 6 ; in cazul acestor corpuri h = 1). 


TEOREMA 1. Numărul h ai claselor de divizori ai unui corp pira- 
tie real de discriminat D este dat prim formula 


A mE j 
h= — 1 Şansa D (2) 


în e (s, D}=1 
o< y 


unde <> 1 este o unitate fundamentală a corpului, iar r u un 
corp pătratie imaginar de diseriminant D < —4 prin jormuia 


1 
a 


0<x<|D| 


h=- ge ` (3) 


în ambele cazuri y ešte caractermi corpului respectiv, care a fost 
dèfinit la pet. 2 §8 cap. IH (formulele (5)). | 

Vom pune în evidenţă citeva iconsecințe în teoria anaoa a 
care se deduc din teorema 1. Să începem cu formula (2). Dacă intro- 
ducem numărul 


: (4) 


D ; 
unde a şi b parcurg numerele naturale din intervalul Q z) relativ 


prime cu D, satisfăcind condițiile x(a) = +1 şi respectiv >(b) spe 
atunci această formulă se va transcrie sub forma e! = m. Se deduce 
astfel că y este unitate în corpul pătratic considerat, 4 > I daan 
c> 1). Se obţine în acest mod următoarea teorema surprinză ia 

TEOREMA 2. Pentru un corp pătratie real K de discriminant D 
şi cu caracterul y, numărul n avind forma (4) se afi în K, este unt- 
tate în acest corp și verifică împreună cu unitatea fundamentată 
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c> 1 relatia 
e = 


unde h este numărul claselor de divizori ai corpului K. 


Cu tot enunţul său simplu, teorema 2 nu este pină acum demon- 
strată prin mijloace elementare. Mai mult, nu s-a putut demonstra, 
pe o cale pur aritmetică nici că n> 1. Din inegalitatea n> 1 se pot 
deduce, printre altele, unele concluzii asupra distribuției resturilor 
pătratice modulo numărul prim p = 1 (mod 4). Într-adevăr, pentru 


corpul pătratie R(V/p) diseriminantul este p, iar caracterul „(a) este 


ii ata : E i X e SIRIEI 
dat de simbolul lui Legendre z] - Din această cauză este adevărată 
p 

inegalitatea 


„TB 
SIN 
UI 


> ŢI sin = 
a > 


în care a și b parcurg toate resturile pătratice modulo p şi respectiv 


neresturile din intervalul (o; Tja virtutea monotoniei funcției 


. A . T Y 
sin & în intervalul (o; = se deduce din această incgalitate că toate 


Kd 


valorile 
OEE A P 
turile pătratice modulo p ‚se îngrămădese” spre originea, intervalului 


(o 2), iar neresturile, către cealaltă extremitate (numărul general 


a 


al resturilor şi al neresturilor pe intervalul (e; 1) pentru p = 


= 1 (mod 4) este, evident, acelaşi). 

Informații mai precise asupra distribuţiei resturilor pătratice 
pot fi obţinute pentru numerele prime p = 3 (mod 4), dacă se consi- 
deră formula (3) pentru corpul R (Vp). 


Mai întii, să aducem formula (3) la o formă ceva mai simplă 
pentru cazul general. În cele ce urmează notăm |D| = m. 


Să presupunem mai întii că m este par. Printr-o simplă verificare 


9 


aad 


x woan mM 
se constată (problema 9) că în acest caz (2 Fa] = — yí) și 


A A à = P TE MPA 
sint „în medie” mai mari decit valorile—, adică res- 


formula (3) ne dă 


hm = — ala yije — B3 KG + na + 7) = 
=- § wWww+ X KO ai )= = 3 „x0, 


0< x < 3 o<a< 


de unde 


1 
dai Z xe) 


o< a < 


Constatăm că paritatea lui m echivalează cu condiţia 2(2) = 0. 

Tie m impar. Deoarece caracterul y al unui corp pătratic imaginar 
este impar, adică A na —1) = —1 (după cum s-a remarcat, aceasta 
va, fi demonstrat; prin teorema 6 din punctul următor), atunci din (3) 


oţinem 


ym — am — s) = 


hm a J 


ocj < E ocas 
=— 2 § yaje + m y, yia} 
o< x < T ocas 


Pe de altă parte, 
hm = — $ Y xm — am — s) = 
Dcr<m 


g par = impar 
=— $ £ yaje + m X (22), 


nè 
9< r< T 0<z <a 


yiee — 


w 


de unde rezultă că 


hm y{2) = — 4 £ xl) + m y yle). (6) 


m m 
da s< T 9< a < 3 


Eliminind suma $, y(æ)æ din (5) şi (6) obținem egalitatea 


a2 — x2) = X yle) 
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Deoarece această egalitate este valabilă, cum s-a arătat mai sus, şi 


pentru m pari (întrucît x(2) = 0 pentru 2|m), am oținut următoarea 
teoremă, 


r| A y . . . . 
„TEOREMA 3. Numărul claselor de divizori ai unui corp pătratie 
ie Aaa de diseriminant D < —4 şi avînd caracterul y verifică for- 

l | ; 


1 
h =< A 
(a). T 
2 — x(2) Eon i 
(s, D 


Să aplicăm teorema 3 în cazul corpului 2(/ —p), unde p este un 
număr prim de forma án + 3. Deoarece —p = 1 (mod 4), înseamnă 


că D = —p şi valoarea caracterului y(æ) coincide cu simbolul lui 
Legendre [-—]. Observind că numă ilor di 
gendre P . Observind că numărul termenilor din suma 5 (= 
o<xs P 


; p—i pa oaea Dă , 
este impar (en -1 į şi deci însăşi suma este impază şi că y(2) = 


=1 dacă p="(mod8), iar x(2) = —1 dacă p = 3 (mod 8 
din teorema 3 se deduce următorul rezultat. it i 


i TEOREMA 4. Numărul claselor de divizori ai corpului 2(V—p), 
în cazul unui număr prim p de forma în + 3 este impar și egal cu 


h = V — N pentru p = 7 (mod 8), 
1 
R a (V— N) pentru p= 3(mod 8), p # 5, 


unde V este numărul resturilor păiratice modulo p aflate în intervalul 


2. F ; ; 
( 0, a iar N este numărul neresturilor din acelagi interval. 


Din teorema 4 rezultă imediat că V >N. În acest mod, pentru 
un modul prim p de forma 4n -+ 3 numărul resturilor pătratice din 
SERESA p : A : E 
intervalul ( 9, este mai mare decit numărul neresturilor (cu un 


2 
număr divizibil prin 3, dacă p = 3 (mod 8), p 43). 

Afirmația obţinută, cu toată simplitatea sa, face parte dintre 
rezultatele profunde ale teoriei numerelor. Ea a fost obţinută ca o 
consecință imediată a faptului că h prin natura sa este pozitiv şi deci 
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membrul drept al formulei (7) este de asemenea o expresie pozitivă, 
Totuşi semnul acestei expresii este determinat în cele din urmă de 
semnul sumei gaussiene T (X); în pet. 3 vom vedea că definirea sem- 
nului lui 7,(X) reprezintă o problemă extrem de dificilă. 

Formula pentru numărul h în cazul corpurilor pătratice imaginare 
pentru D #1 (mod 8) poate fi demonstrată pe cale pur aritmetică. 
Această demonstraţie îi aparține lui B. A. Venkov. Ea se sprijină pe 
teoria reprezentării formelor binare printr-o sumă de trei pătrate de 
forme liniare şi pe unele proprietăți fine ale fraeţiilor continue 
(VENKOV, B. A., Despre numărul claselor de forme păiratice binare 
avînd determinanti negativi, 1 si TI, Izv. A. N. SSSR, seria VIT, sect. 
gt. fiz. mat. N 4-5, 1928, 375 — 392; N= 6 — 7, 1928, 455—480). 
în cazul corpurilor imaginare avînd D = 1 (mod 8) (ca şi în cazul 
corpurilor reale) nu s-a găsit pină acum o deducere pur aritmetică 
pentru formula lui k. Nu există o demonstrație elementară nici pentru 
faptul că în cazul unui modul prim p de forma 8n +7 intervalul 


(o, 2-) conţine mai multe. resturi pătratice decit neresturi. 


ʻi 

OBSERVAȚIE. Se poate demonstra prin mijloace elementare (pro- 
blema 7) că pentru un număr prim p = 8n -} 7 pe intervalul (o, 2) 
se află acelaşi număr de resturi pătratice impare şi de neresturi im- 


pare. Din această cauză pentru numărul % al corpului RY —p), p = 
= 1 (mod 8) este valabilă şi formula 


h = V* — N*, 


unde V* si N* sînt numărul de resturi pătratice modulo p pare, res- 
pectiv de neresturi modulo p aflate pe intervalul (o, a . 
2, Caraeterul unui corp pătratie. Vom demonstra acum afir- 


maţiile referitoare la caracterul unui corp pătratic pe care le-am folo- 
sit la pet. 1. 


TEOREMA 5. Caracterul x (modulo |D!) al unui corp pătratie de 
diseriminant D este primitiv. 

Demonstraţie. Pe baza teoremei 4 $ 5 Complemente este suficient 
să arătăm că pentru orice număr prim p, care intervine în D, există 


un astfel de æ, încît (x, D)=1,z=1 (moa A şi y(æ)= —ł. Con- 
p 


siderăm mai întîi cazul p Æ 2. Alegem un nerest pătratic modulo 
g P 
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arbitrar s și determinăm întregul æ din sistemul de congruenţe 


z = s (mod p), 


=1 (moa Fa 
Pp 


S 
| 


Cu ajutorul formulelor (5) $ 8 cap. III constatăm imediat că în toate 
cazurile 


Fie acum p = 2. Dacă d = 3 (mod 4), D = 4d, atunci, rezol- 
vind. congruenţele 


x = 3 (mod 4), 
æ = 1 (mod 2 |d)), 
z—l 
vom găsi că x(%) = (—1) 2 = —1. Dacă însă d = 2d4', D = 4å = 
= 8d', atunci pentru numărul æ care satisface congruenţele 
æ = 5 (mod 8), 
s = 1 (mod 4(d'|), 


2-1 
găsim x(2) = (—1) 8 = —l. 
Primitivitatea caracterului x este demonstrată, 


| TEOREMA 6. Caracterele corpurilor păiratice reale sânt toate pare, 
iar cele ale corpurilor pătraiice imaginare sînt toate impare. 


Demonstraţie. Fie y caracterul corpului pătratic R(Vd). Să cal- 


culăm x(—1), folosind formulele (5) $ 8 cap. III. Dacă d = 1 (mod 4) 
atunci 


sii a-i a-i ll 
ia! = (a) =(-1) (oi 7. 
Dacă d = 3 (mod 4), se obţine 
| i LR) d~i jä 
X—1) = (m) ee) (E. 
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Dacă, în sfirşit, d = 2d', găsim 


saif alei 
x(—1) = (1) 7 (r) = J 


Pentru a impar avem 


a — i s= ep i = 0 (mod 2) pentru a > 0, 


2 i 2 — 1 pentru a< 0. 


În consecinţă, în toate cazurile 


1 pentru d>0, 


Tis 
XI) (a pentru d < 0. 


Teorema 6 este demonstrată. 


3. Sumele gaussiene pentru earaeterele pătratiee. În deducerea 
formulei numărului claselor de divizori ai unui corp pătratic am folosit 
formula care dădea valorile sumei gaussiene normate T(x). Amintim 
că suma, gaugsiană Ta(%) a caracterului y modulo m se spune că este 
normată dacă în definiţia sa (v. $2 pot. 4 din acest capitol) drept 


; A 2 iai 
rădăcină de ordinul m din 1 s-a luat ( = cos an +isn “T. 
m m 
Vom calcula în cele ce urmează valoarea T(x). E 
Conform teoremei 5 caracterul y al corpului pătratic R(/d) avind 
discriminantul D este un caracter primitiv numeric modulo D. 
Mai mult, acesta satisface condiţia x? = yo, Xp fiind caracterul uni- 
tate. Această ultimă condiţie este, evident, echivalentă cu faptul că 
valorile caracterului y sint numerele +1 (şi, evident, zero). 


DEFINIȚIE. Caracterul neunitate y se numeşte pătratie dacă %= Xo 


Caraeterele corpurilor pătratice epuizează, în general, toate 
caracterele numerice pătratice primitive (față de toate modulele 
posibile). Intr-adevăr, potrivit problemei 8 caracterele pătratice 
primitive există numai pentru module de forma r sau 4r (cîte un carac- 
ter) și pentru module de forma 8r (cîte două caractere), r fiind un 
număr natural impar, liber de pătrate (în cazul unui modul impar 
r> 1). Mulțimea acestor module coincide, bineînţeles, cu mulțimea 
modulelor de forma |D|, unde D parcurge discriminanţii tuturor cor- 
purilor pătratice. Observînd că pentru |D| = 8r există două corpuri 


pătratice : R(/2r) şi R —2r) şi că modulo 8r un caracter primitiv 
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este par şi celălalt impar, rezultă că toate corpurile pătratice se 
găsesc în corespondenţă bijectivă canonică cu toate caracterele nume- 
rice pătratice primitive. 

Valorile sumelor gaussiene pentru caracterele pătratice primitive 
se definesc prin următoarea teoremă. 


= 


TEOREMA T. Fie y un caracter pătratie primitiv modulo m. Atunci 
suma gaussian normală Ty) = T(%) este dată de 


l m, dacă x(—1) =1; 
t(x) = 
iVm, dacă -x(—1) = —1. 

Demonstraţie. Ne limităm la a demonstra complet teorema 7 
numai pentra cazul unui modul prim impar p, deoarece tocmai acest 
caz prezintă cele mai mari dificultăți de fond. Trecerea de la un modul 
prim impar la unul oarecare se realizează comparativ mai simplu. 
La finele demonstraţiei vom indica principalele etape ale acestei 
treceri, 


Considerăm un număr prim p impar și numărul č = cos + 
p 
ea AT ea S AES PEE SA z 
+ isin —. Deoarece caracterul pătratic neunitate modulo p 
, p 


coincide cu simbolul lui Legendre Ta ) (problema £ ş 2 cap. I), se de- 
p 


duce pentru suma gaussiană normată t(x) următoarea reprezentare 


Ă “m s 
wa = ie 
š kd P H j 
(accentul indică faptul că v parcurge un sistem redus de resturi 


modulo p). Să găsim numărul complex-conjugat 7(x). Deoarece 
Ç = EI, rezultă că ; 


Pe de altă parte, potrivit teoremei 4 § 2 cap. I, avem 


Sp (9) 
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ee a e a aaa 


Amman na- 


Din egalităţile (8) şi (9) se deduce în continuare că, 
i 


—1 


s(x)? = Ta p = (172, 


deci 
+- Vp, dacă p = 1 (mod 4), 
t(x) = SĂ (10) 
+ iVp, dacă p = 3 (mod 4). 


Pentru a putea încheia demonstraţia teoremei 7 (pentru cazul n = p) 
s-ar părea că a rămas foarte puţin : trebuie numai să se determine 
semnul lui Vp şiallui i/p. Totuşi tocmai determinarea acestui semn 
reprezintă întreaga dificultate a demonstraţiei. 

Să aducem suma t(x) la o tormă puţin diferită. Facem pe & 
să parcurgă toate resturile pătratice modulo p, iar pe b toate neres- 
turile. Atunci, evident că 


ae VA al) Aa 
Cum 


1+Bte+Xe=0, 


~ 


rezultă 
(X) =1 42%.. 
[i 
Dacă « ia valorile 0,1, ...,p — 1, atunci œ? va lua modulo p atît 
valoarea 0, cît şi toate resturile pătratice, fiecare dintre aceastea 


exact de cite două ori. Din această cauză suma gaussiană, a >) poate 
fi scrisă şi sub forma 


pl 
(L = St. | (11) 


Considerăm matricea, 


| 1 a EE Aga g 
E ip~i) 
A pina coana l BE p 02 


. + 4 . s o 


i peri cai “pin 
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Avind în vedere formulele (11) suma gaussiană t(x) coincide cu urma 
acestei matrici. Notînd atunci prin à ..., à, valorile proprii ale mà- 
tricii A. (ţinind seama de multiplicitate) găsim 


(3) = Au ce o (12) 
Calculul lui =(7) s-a redus astfel la găsirea valorilor proprii ale matri- 
ci A, 
Să ridicăm pe A la pătrat. Deoarece 


a gagy — Si greti) = p dacă æ + y = 0 (mod p), 
+70 iZo 0, dacă x +yz0 (mod p), 
atunci 
Pi Oaie E 
po 0 E 
za ca al 


După cum se ştie, valorile proprii ale matricii A? sînt 
NI cea das (13) 


adică pătratele valorilor proprii ale matricii A. Dar, pe de altă parte, 
putem calcula imediat polinomul caracteristic al matricii A? obţinînd 

pri t 
(=p)? @+p)?. 


ang : š 1 
În consecință, printre numerele (13) se găsesc p+ 


numere egale 


cu p şi 2 


numere egale su —p. Se deduce imediat că fiecare 


este dat de unul dintre numerele 4+/p, + iVp şi dacă ordinele de 


multiplicitate ale valorilor proprii Vp, —VYp, iVp şi —i Vp sînt respec- 
tiv a, b, c ṣi d, atunci 


ao PÈL, 


o+ = DP. (14) 
P utem transcrie suma (12) sub forma 
a(x) = (a — b tife — d))Vp. (15) 
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in această sumă, şi din (10) găsim că 


Ea dacă p = 1 (mod 4), (16) 


a = b,c — d = +1, dacă p = 3 (mod 4). 


Pentru a determina ordinele de multiplicitate a, b, c, d ne mai este 


netesară o relaţie între acestea. Pentru a o determina doleulăna deter- 
i pib— 


minantul matricii A. Deoarece det (4?) = p? (—1) ? , atunci 


b-i 2 
2, 


det A = +i ? p (17) 


Cum det A este un determinant Vandermonde, introducind notația 


ES T aa AR a oai 
auxiliară y = cos — + isin—, găsim 


det A= Ii (C-s I artara) = 


p—l>r>s>0 
(r —8)7 ) peT PE T Uli): 
= ras 2i sin ——— ai 2 2 2 IIsin——— 
II Yi sI | >s pP 
astfel că 
piret tafa eoz) 2) 
r a coana a 


se divide prin 2p. Să comparăm expresia pe ma a obținut-o 
id. _(r—r 
pentru det A cu cea dată de (17 ). Deoarece sin ————— >0 pentru 


? ; 
0-<s <r <p — l1, în (17) trebuie luat semnul plus. Prin urmare 


2 
det A = II = (—1P i(—i) p? = j2c-d p 2) 
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Aceste două rezultate conduc la congruenţa 


2b +e— d = p2- (mod 4), i 


de unde, ţinind seama de (14) si (16), deducem 


pop PEl oops Ptl pol 
2 2 2 
= 1 (mod 4) dacă p = 1 (mod 4), 
p—i p—1 p+i 
ei ceia EE 1 ae dit e, AES | 
2o 2 T. 


(mod 4) dacă p = 3 (mod 4). 


Congruenţele obţinute arată că în egalităţile (16) diferențele a — b 
şi e — d sînt egale cu 1 și cu (10) obţinem în final 


Vp, dacă p = 1 (mod 4), 
t(x) = 
ip, dacă p = 3 (mod 4). 


Demonstrația teoremei 7 pentru cazul unui modul prim impar m = p 
este astfel încheiată. 

Pentru a demonstra teorema în cazul general se utilizează afirma- 
tia ie aţa 4 $2. Această problemă arată că suma normată gaus- 
siană 7ț>) pentru caracterul pătratie primitiv modulo m, y se exprimă 
simplu prin sumele normate gaussiene pentru caracterele neunitate 
modulo 4, două caractere primitive modulo 8 şi caracterele pătratice 
modulo p primi impari. Deoarece cunoaştem toate aceste sume 
gaussiene (pentru modulele 4 şi 8 v. problemele 10 şi 11 ale acestui. 
paragraf), formuła problemei citate 4 § 2 permite să se găsească şi 
pentru 7(%) o exprimare explicită. Fie, de exemplu, caracterul 


pol #1 Ei 
x(x) = (—1) ° (2) (z, 2r) =1 


430 


modulo m — 8r, unde r este un număr natural impar, liber de pătrate. 
Dâcă r = pı... Pa atunci y admite descompunerea, 


AZ cal La gA 
x(a) = (1) 5 (=) Fai 


Pı 
Să totăm cu a numărul acelor numere prime dintre. pı ..., Ps care 
sînt |congruente cu 3 modulo 4. Atunci 


t pai pl < 
= VA VF pe II (2 = 
T jizi 


Ps 


mem. 


= r-l c? 
Ra iz+1/ m (Et în N a ym jet l+ ataa) 


Vm, dacă y(—1) = (—1)+! = 1, 


= jist)? Pm = 


iym, dacă y{(—1) = (1+ = —i. 


În mod analog se calculează sumele 7(%) şi pentru alte caractere 
pătratice primitive. 

Demonstrația pe care am dat-o teoremei 7 (pentru un modul 
prim) se datorează lui Schur. O altă demonstraţie, aparţinind iui 
Kronecker, este conținută în problemele 13—16. 


PROBLEME 
an i ae 1+ T 
i. Știind că unitatea fundamental a corpului RVB) este =y S 2 cos aie 


să se calculeze numărul k pentru acest corp, cu Autoru co formulei 2). 

2, Să se calculeze numărul A pentru corpurile RY —5) și RY - 23). 

3. Să se demonstreze că un corp pătratic de discriminant DÐ este subcorp al corpu- 
lui m-ciclotomic, unde m = |D|. 

4. Fie p un număr prim impar și ¢ o rădăcină primitivă de ordinul p din 1. 
Să se demonstreze că corpul ciclotomic R(() conţine un subcorp pătratic și numai unul. 


Acest subcorp este ROD) dacă p = 1 (mod 4) şi R(V —p) dacă p = 3 (mod 4) (La 
rezolvarea acestei probleme, cît și a celei ce urmează, se folosește teorema fundamentală 


din teoria lui Galois.) 
5, Să se demonstreze fără a recurge la teorema 2 că pentru un număr prim p = 
= 1 (mod 4), numărul 


zb 
sin — 
D 
il sin Da 
a p 
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valul NL „ este unitate pătratică a corpului RQ p). Să se arate apoi că no 


acestei unități este —1. 


fundamentale a acestui corp este —]. 
7. Să se demonstreze că pentru un modul prim p de forma 8n -+ 7 printre 


rele impare din intervalul (o 2) se găsesc același număr de resturi pătratice și fe ne- 


resturi, 

8. Să se demonstreze existența caracterelor pătratice primitive numai pentru 
module m de forma r, 4r și 8r, unde r este un număr natural impar, liber de pătrate, 
(în cazul unui modul impar r> 1). Să se demonstreze apoi că toate caracterele pătratice 
primitive sint epuizate de caracterele : 


x(x) = (=) (x, 7) = 1, modulo r; 
r 


al 


y) = (1)? E > (x, 2r) = 1, modulo 4r; 


2—1 
xa) = Dă (=), 
r 


Ra H a 
a) = * (2) 


9. Să se demonstreze că oricare ar fi caracterul pătratic primitiv y modulo număru p 
par m (m = 4r sau 8r, cu r impar), este verificată formula 


(x, 2r) == 1, modulo 8r. 


m 
(2+ =) = ~ (2). 
x—I1 


10. Să se arate că suma gaussiană, normată pentru caracterul y(x) = (—1) e 
(x, 2) = 1, modulo 4 este dată de 7,(X) = 2i. 


11. Să se verifice că pentru caracterele primitive 


a2—1 g?l} z-—l 


x(x) = (—1) 8 şi x“ (æ) =(-1) 57 eya) modulo 8 


sumele normate gaussiene sint m(x) = 2V2 şi m(x”) = 2iV2. 
12. Să se demonstreze teorema 7 pentru un modul oarecare. 
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` i 2% >: 
13. Fie p un număr oarecare și (= cos — + isin —. Notăm 


p-i 
Eg 
s= J] Ge —t. 
sal 
ă se demonstreze că 
$1 
8&2 = (1)? p. 


p—1 
g 
Astfel, 82 este egal cu pătratul t2 al sumei gaussiene t = £ (=) tz. 
s=1 p 
14. Folosind aceleași notații să se demonstreze că 


( =) % Yp, dacă p = 1 (mod 4), 
p i/p, dacă p = 3 (mod 4). 


Apoi, notind } = 1 —f, să se demonstreze că în ordinul Z[(] este verificată congruenţa 


pi $+) 
=3 -i 

(he a 2 oa) 
P 2 


15. Să se demonstreze că în inelul Z[$] este verificată congruența 


p—~1 z $= pri 
s (o) = (5 E): 1 2 (moda? ). 


| 


= \ P g 
l p-i $= 
Indicație. Se dezvoltă suma 5 x? (1 — 32)? după puterile lui A și se 
a=l A 
folosește congruenţa 
T 0 (mod p), daeă 0 < m < p —1), 
r” = 
z=] —1 (mod p), dacă m = p — 1, 


16. Să se deducă din cele două probleme precedente că 


Vp, dacă p=1 {mod 4), 
t= a, 
i Vp, dacă p = 3l(mod 4), 


17, Într-un spaţiu liniar de dimensiune p peste corpul numerelor complexe consi- 
derăm operatorul liniar 7, a cărui matrice în baza eg, êp .--,ê€p3 este A = 


i (07%)o capap-t 
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Notăm prin xp caracterul unitate și prin y* caracterul pătratie modulo p. 
Toate celelalte caractere (nereale) modulo p se descompun în perechi de carac- 
A i = |. p—3 
tere conjugate unul altuia 75, Xi ( = 1,..., r = 25). Pentru fiecare caracter nu- 
pl 
meric modulo p, y, notăm a(o) = 5 X(T) ep. Să se arate că T(a(x))= tO)a) dac 
eri 
x Æ Xo Și T(A(Xo) = (P —1)eg — a(o) Să se găsească matricea operatorului 7 i 
baza 


ev Xoh Ge) (Xa); Xa) - -> axr) an). G 
Să se arate apoi că 
= t. r 
det A =(—1) 2 dP 2 Haco 


(sc are în vedere formula (7) == y{—i) T). 
18. Să se obțină tcorema 7 (pentru m = p prim), comparind valoarea lui det A 
din problema 17 cu formula (17). 


$5. NUMĂRUL CLASELOR DE DIVIZORI AI CORPULUI 
p-CICLOTOMIC, p NUMĂR PRIM 


1. Descompunerea numărului k în doi faetori. Formulele (16) 
şi (L7) pe care le-am obţinut în $ 2 al acestui capitol exprimă numărul 
claselor de divizori ai unui corp m-cielotomie printr-o formulă care 
nu mai conţine serii şi produse infinite. Această formulă nu ne mul- 
țumeşte încă pe deplin, deoarece numărul k al claselor, care este un 
număr natural, este exprimat prin numere iraționale şi complexe. 
În acest paragraf căutăm să aducem formula pentru h la o formă 
îmbunătățită, limitîndu-ne totuşi la „Gazul corpului p-eielotomic, 
unde p este prim. 

Fie astfel î = 2m + 1 un număr prim şi K == R(0) corpul l-ci- 
clotomic. Vom considera, pentru comoditatea expunerii, pe K drept 
subcorp al corpului tuturor numerelor complexe, iar prin č vom 


A ară seu 2 pi cop STEA i aie ate gi cazi că 
înțelege rădăcina C = cos + i sin z (fixarea rădăcinii ¢ este 


necesară peniru dezvoltarea unor raționamente amalitice). Să cal- 
culăm pentru corpul K mărimile al căror produs intervine în formula 
(16) $2. Deoarece gradul (K : E) este z — 1 (consecința teoremei 
1 § 2) şi toate izomortismele lui K în corpul numerelor complexe sînt 
complexe (acestea sînt de fapt în acest caz automorfisme ale corpului 
E), rezultă că s = 0, £ = m. Numărul w al rădăcinilor din 1 care sint 
conţinute în K este 21 conform lemei 3 $ 1 cap. III. Norma divizorului 
principal f = (L — č) este N(I) = NU — 0) =} (v. egalitatea (5) 
§ 1 cap. III), de aceea divizorul | este prim şi numărul 7, conform 
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emei 1 $1 cap. III, admite descompunerea 1 = P-1. Factorul F(s) 
din formula 12 $2 este deci 


mea) 


recem la calculul discriminantului corpului K. 
TEOREMA 1. Numerele 


L, y eee di 


formează o bază fundamentală a corpului l-ciclotomie K = R((). 


Demonstraţie. Deoarece pentru s Æ 0 aa 2) polinomul carac- 
teristic al numărului čs este Xi-1 + X2 +... -+ X +1, atunci 


— 1, dacă s = 0 (mod l), 


E (1) 
l? — 1, dacă s = 0 (mod). 


Sp {= | 
Fie 
a = Go tH ab eo F Gung? 


un număr întreg din K. Trebuie să demonstrăm că toți coeficienții 
săi a, sînt numere întregi raționale. Deoarece al-k — al, este întreg, 
se deduce că urma 


1—2 1—2 
Sp (at —a0) = lar. — Y a; + Sa = la: 
î=0 1=0 i 


este număr raţional întreg (0< k <l — 2). Notăm la, = by, 1 — 
— = şi considerăm numărul 


la = by H bit kr... H brab = eo FA e... H CiT, 


în care, odată cu b,, sint numere întregi raţionale şi toți cp. Vom 
arăta că toţi coeficienții c se divid prin 1. Dacă pentru co... Gea 
(0 <k<1-—2) am stabilit această proprietate, atunci considerăm 
ultima egalitate ca ò congruență modulo 1**1 (în inelul numerelor 
întregi al corpului K). Deoarece 1 =0 (mod 1**1) (lema 1$ 1 cap. IIT), 
atunci din această congruenţă rezultă, 


e = 0 (mod Ah), 
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de unde se deduce imediat că c, se divide prin à şi deci, în baza lemei 
2 $1 cap. III, c se divide şi prin Z. În acest mod toţi coeficienții cr 
se divid prin l. În acest caz însă odată cu aceştia sînt divizibili pri 
l şi toţi coeficienții by, deci toţi a, trebuie să fie întregi. Teorema 
este demonstrată. 


CONSECINȚĂ, Discriminantul corpului l-ciclotomie pentru l> 2 esfe 


1-1 


(—1) 2 i- 


Într-adevăr, în virtutea formulei (1) diseriminantul corpului K 
este dat de determinantul 


LL ... —1 i—i 
z —i ... Dl e 
det (Sp Cilicije =| es a 
E 1—1 —1 —l 
l pei =i ... l l 


de ordinul 1—1 (în locul bazei folosite în teorema 1 am considerat 
baza &, %3, ..., C71). 

Pentru cazul unui corp l-ciclotomic K putem transcrie formula 
(16) $2 sub forma 


h = ———- TI HI, x), (2) 


DMLR EX 


; l—1 . 
unde R este regulatorul corpului K, m = Ta şi x parcurge toate 


caracterele numerice modulo 7, diferite de caracterul unitate yo- 

Deoarece în formula (2) toate cantităţile aflate sub semnul pro- 
dusului sînt reale şi pozitive, această formulă se păstrează, evident, 
dacă înlocuim în produs toţi factorii L(1, x) prin modulele lor |L(1, x). 

Caracterele numerice modulo 1 diferite de x, sînt primitive, de 
aceea la transformarea în continuare a expresiei lui & putem utiliza 
teorema 3 $2. În acest scop grupăm separat caracterele pare şi cele 
impare. Fie. g o rădăcină primitivă modulo ] fixată și 0 o rădăcină, 
primitivă de ordinul 1—1 din 1. Grupul caracterelor numerice modulo 
l este ciclic şi are ordinul! —1. Dacă notăm prin x acel caraeter 
modulo 7 pentru care 


x(9) = 071, 
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atunci toate puterile sale x, x^ e. x7! = yo epuizează întregul 


"grup al caracterelor modulo 7, toate caracterele x2* fiind pare, iar 


cele x%-1 impare, astfel că, 


1-1 i-i, 
x{(—1) = zig?) =0 2 =. 


În virtutea formulei (20) $2 şi a teoremei 4 §2 cap. I asupra 


caracterelor pare 32 (: <k<s LE ) găsim 
| {y 2E)] ia 
ITAL, x%)| =- 4 Y zg) n 11 — = 
r=0 


12 
F 02 in j — ZEI]. 


— 1l 
y 


r=0 
te tarate I—1 i — i 
Dacă luăm r = Ea + 5, unde 0 sxs < = m, ţinind seama 
; 2 i e: 
de relaţia 
je g =1= ge (3) 


obţinem egalitatea 


mts 
& 


Q2ktm+-s) In ji SR 4 | e, g2żs în 1 a Le, 


şi deci 


m—1l 
$ etln i — pe], 


7=0 


j] 2k aina 


Putem aplica în mod analog formula (21) $2 caracterelor impare 
aka 


X. i. Să notăm prin g, cel mai mic rest pozitiv modulo 1 al număru- 
lùi g*. Atunci l i 


4-1 sa 1-2 4—2 
PX xer) r = X xg) 9, = >? g8- = F( 0-1), 
Yml s=0 s=0 
unde prin F am notat polinomul 

l-2 


F(X) = $ gAs 
` s=0 
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Prin urmare, . 
Da, x=] = al P(02-3)]. 


Înlocuind valorile obţinute pentru |E(1, 725), l<skssm-—l și 
LA, y], 1 s< k ss m, în egalitatea (2) obţinem 


h = hoh*, (4) 
unde am notat 
om] m—1 
h = MIS om pi zel, (5) 
R k=1 |7=0 
i . 

Rt = ——— I F(0) P(03) ... F(0—2|. 6 
d apa F9 (92) (0=2)] (6) 


Vom demonstra în următoarele puncte că atit Ro cât și R sint 
numere naturale. Formula (4) ne furnizează deci o reprezentare a 
numărului 4 sub forma unui produs de doi factori naturali. 


OBSERVAȚIA 1. Uneori k* se notează prin h, iar ho prin h, și se 
numese primul, respectiv cel de al doilea factor al numărului R. 


OBSERVAȚIA 2. Factorul h, este dat de numărul claselor de divi- 
— 1 
-, compus din toate 


zori ai subcorpului R(% -+- 3-2) de ordinul 
numerele reale ale corpului R((). (v. problemele 1 —- 4). 


2. Factorul k,. Pentru prescurtarea scrierii, introducem notația 
= în j — |, r>0. 


Datorită egalităţii (3), adevărată pentru orice s > 0, găsim 
dm = & Aceasta înseamnă că valorile a, depind numai de restul 


— al numărului r. Dacă notăm 


A = Ti (£ oar) , 


k=l \r=0 


modulo m = 


atunci formula (5) devine 
om-l 


ho = Al. 
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Vom arăta că produsul 


(ao + at sk am )A 
este dat, abstracţie făcind de semn, de determinantul 


do A „o... Om 


a o ... Q 
1 2 0 
A = det (as postam = 


dia Qy tes "paza 
"Considerăm grupul ciclie ( de ordinul m, generat de rădăcina, 
primitivă 02 de gradul m din 1. Funcţiile yp O < k < m — i, 
yal 07) = 027% sint, evident, caractere ale grupului 4. Definim pe 


grupul Go functie f, punind. f( 07) = a, Atunci, conform problemei 
13 $5 Complemente, produsul E e ia forma 


ml fm—i T m—tl 
II (£ ea) = ] ai II (5 Xa (027) fi fcon) = 
k=0 \r=0 


= det (F 02=))) = det (ai Doziiam- 


Observîind că matricile (a,_,) şi (au) se deosebesc între ele numai 
prin aşezarea, ina lu a ajungem la rezultatul căutat. 


Suma, or ar ss. F m-a este nenulă astfel că - 
5 ni—l 
a ama SIN a e — 00) =InVi (8) 
r=0 


în virtutea relației (5) $1 cap. IM şi formulei (3). Dacă în determi- 
nantul A separăm factorul (8), atunci simplificînd prin acesta obți- 
nem 0 nouă expresie pentru A. Adunind în A toate coloanele la una, 
din ele, obținem o coloană în care toate elementele sînt date de suma, 
(8). În consecinţă, abstracţie făcînd de semn, expresia lui A este 
dată de determinantul A”, obţinut din determinantul A prin înlo- 
cuirea. unei coloane cu unităţi. Dacă scădem acum în A’ prima linie 
din celelalte, deducem că modulul |A! este egal cu valoarea absolută, 
a oricăruia dintre minorii de ordin m — 1 ai matricii 


(aips > Ay) siemrt (9) 
0sism-—i 
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Considerăm rădăcina primitivă 


DE mi a 
n=—b2 = cos- + i sin—- 
de ordinul 2} din 1. Deoarece n? = %¢ atunei 
sin kr 
La N imi aai ko 
1—£ WEN sin i 


Pentru k Æ 0 (mod l) raportul din stinga este unitate în corpul K 
(v. demonstrația lemei 1 § 1 cap. HI); în consecintă, numerele 


sin 


l 
sin —- (38) 


9, = 


oricare ar fi k 0 (mod l) sînt de asemenea unităţi în Æ. Aceste 
unităţi sînt, evident, reale şi pentru 1 < k < pozitive. 


Există m = 


. 


pului K în corpul numerelor complexe. Întrucît printre pumerel“ 
C, CE, „te nu se găsesc numere conjugate, atunci izomorfismele 


ozi% > g (j=0,l ... m — 1) 


sînt oricare două neconjugate (oricare ar ti o, izomortisul conjugat 
este g > g = pomi), 

Să notăm prin 7 valoarea absolută a celui mai mic rest (în modul), 
modulo ? al numerelor g". Atunci 


1 — gr MENN 
= + 107. 


Aplicind automorfismul o, acestei egalităţi, obţinem 


Te rti 
e = 4 (onta 03), 


pai 


— perechi de izomorfisme complexe ale cor 


de unde, trecind la module şi logaritmind, găsim că 
ar; — a; = ln lo40ș)l. (11) 


Vom arăta că dacă 7 ia valorile 1, ..., m — 1, 7 parcurge numerele 
2, 3. Într-adevăr, dacă gi= eg (mod l), 1.<isjsm-—1, atunci 


gl +1 (mod l) şi 0<j— i< = iar aceasta este posibil 


numai dacă j — î = 0. Se deduce în acest mod că toate valorile lui r 
sint oricare două distinete, iar cum acestea satisfac inegalitatea 
= D să : e 
2 SSM i l sint in număr de m — 1, se deduce că fiecare 

= 
dintre numerele 2, ... m este un anumit 7. 
Asttel, în baza egalității (11), obţinem că matricea (9) se deose- 
peyte de matricea 
(In | 5,/(0,) aeram (12) 


<jsm=—l 


numai prin asezarea liniilor si deci modulul !A | este egal şi cu valoa- 
rea absolută a fiecăruia dintre minorii de ordinul m--1 ai matricii (12) 

Ne ocupăm acum de sistemul de unităţi fundamentale ale cor- 
pului K. În virtutea lemei 4 Ş1 cap. III orice unitate a corpului K 
este produsul dintre o putere a lui € şi o unitate reală. Din această 
cauză unităţile fundamentale sj, . - -ș sm-ule putem alege reale şi pozi- 
tive. Este limpede că atunci orice unitate reală si pozitivă se repre- 
zintă sub forma st ... em avind exponenţii c, întregi raţionali. 
Funcțiile (a«a), a e K, pe care le-am considerat în pet. 3 $3 cap. II, 
au în acest caz forma lfa) = In |o)? = 2 ian |o40)|,0.<js 
< m — l. Formăm pentru unităţile fundamentale sy ---, Em-1 
matricea 


(În |a; (ei) [Jicicm-i (13 
Osj sm—l1 


Deoarece matricea (6) $4 cap. II se obține din (13) înmulţind toate 
liniile cu 2, conform definitiei regulatorului R valoarea absolută a 


oricăruia dintre minorii de ordin m—l ai matricii (13) este w 
Toate unitățile 0, de forma (10) pentru k = 2, ...„ m sint 
reale gi pozitive, de accea ele se exprimă prin unitäțile fundamentale 
sub forma, 
Ă m-i È 
9; = e (k =2, ... m), 


i=] 
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Cy; fiind întregi raţionali. Conform egalității 


In fold) = F ex olose] 


i=l 


matricea (12) este produs al matricii (cp) cu matricea (13). Se deduce 
astfel că fiecare minor de ordinul m — 1 al matricii (12) este egal cu 


produsul dintre det (044) și minorul corespunzător al matricii G 3) şi 


deci 


R 


ami 


| Å. | = |de t( (Cr) | 


Din această relaţie și relaţia (7) obţinem în final 
ho = |det (ex) |- 


Deoarece tofi cp; sint întregi rațţionali si hp # 0, am demonstrat astfel 
că h este un număr natural. Mai mult, tinind seama de lema 1 $6 
cap. II am obținut şi următorul rezultat. 


TEOREMA 2. Factorul ho din numărul claselor de divizori al cor- 
pulut l-ciclotomic K este dai de indicele (E : Ep) al grupului Bo generat. 
de unitățile 


aie corpului K, în grupul E al tuturor unităților reale pozitive ale cor- 
pului K. 


Relativ la observatia 2 de la finele punctului 1 este interesant de 
asociat acest rezultat cu teorema 2 din paragraful precedent. 


3. Factorul h*. Vom demonstra că numărul A* definit prin egali- 
tatea (6) este de asemenea un număr natural. 


Produsul 


este, pe de o parte, număr întreg algebric al corpului R(9), unde 0 
este o rădăcină primitivă de ordinul £ —i din 1, iar pe de altă parte 
este raţional, deoarece în virtutea (4) şi (6) |B| = i Lai Prin 
by 

urmare, B este un întreg raţional și ne mai rămîne să verificăm că 
B se divide prin 2”: şi prin Imi (prin ipoteză 1 Æ 2). Veriticăm mai 
întii prima divizibilitate. 

Ca şi în pet. 1 notăm prin g, cel mai inie rest pozitiv modulo I 
al numărului 9, g fiind o rădăcină primitivă modulo 1 fixată. Deoarece 


E | 
Omas T Je E Rt g= gg? A 1) = 0 (mod l), 
atunci 
Omars + Js = 


Se deduce astfel că numerele m+s ŞI gs au parităţi diferite. Vom 
considera congruentele modulo 2 din inelul numerelor întregi al cor- 


pului R(0). Datorită egalităţii 0” = —1 pentru k impar obţinem 
ml m—l 
F(9) = Y (g0 -b ms) = Y (Ys — Jumts)” = 
S==0 s=0 


caz g” 

=5 0 (mod 2), 
s=0 

de unde 


F(05(U1 — 0%) = 0 (mod 2). 
Aceasta arată că produsul 
BOU — 01 — 0?) ... (1 — 0?) 


se divide prin 2”, Pe de altă parte, deoarece 0 şi 0? sint rădăcini 


SERE : „i—i A 
primitive de ordinul î — 1, respectiv , atunci 


2 
1—2 i = ml 
I—1=Tu-), = (1 — 02) 
k= 2 


şi deci 
(1 — 6X1 — 0?) ... (1 — 0-7?) = 2. 


S-a demonstrat astfel că B se divide prin 27-1 
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Pentru a demonstra divizibilitatea lui B prin 1"—1 vom găsi mai 
întîi o descompunere a numărului ? în divizori primi ai corpului 
R(9). Deoarece ! este relativ prim cu ? —1 şi ¿= 1 (mod l — 1} 
se deduce din teorema 2 $ 2 că numărul i se descompune într-un pro- 
dus de ẹọ(l -- 1) divizori primi distincti, norma fiecăruia, dintre aceş- 
tia fiind 7. Fie q unul dintre aceşti divizori primi. Numerele 0, 1, 6, ... 
„+ + 022 sînt oricare două necongrnente modulo q (v. demonstraţia 
lemei 3 $2) de aceea ele formează un sistem complet de resturi 
modulo q. Datorită congruenţei 


i—2 
1 — gt = II (i — 9*9) = 0 (mod [) (14) 
k=0 


q trebuie să fie divizor al unei gi a diferențe 1 — 0*g. Dacă. 
1 — ðřg = 0 (mod q) şi 1 — f'g = 0 (mod q), atunci % = 0 Tao q) 
şi deci Y. = 6. În acest mod, q este divizor al unei singure diferenţe 
1 — 0*g din descompunerea (14). Să arătăm că în acest caz k este 


relativ” prim cu î —1. Dacă (k, l —1) = d, atunci, ridicînd congruenta 
2—1 


obținem că gă —1 sedivide prin 


1 = 0*g (mod q) la patera. a 
{i 


q şi deci se divide şi prin 7, ceea ce este posibil numai dacă d = 1. 

Dacă intregul a e R(0) se divide prin q, atunci N(a) se divide 
prin N(q) =}. Reciproc, din divizibilitatea lui N(a) prin brezultă că 
æ se divide cel puţin prin unul dintre divizorii primi care intervin în 7. 
Toate cele q(! — 1) diferenţe 1 — 9*g, pentru care & este relativ 
prim cu ( — 1 au, evident, aceeaşi normă, care se divide prin }, de 
aceea fiecare dintre aceste diferenţe se divide printr-un anumit, 
divizor care intervine în Z. 

Am demonstrat astfel că oricare ar fi k relativ prim ca | —1, 
există un singur divizor prim care divide pe £ (fie acesta q), pentru 
care 


1 — 9řg = 0 (mod qz) (15) 


şi astfel incit pentru toţi s care nu sînt relativ primi cu Z — 1, dite- 
renţa 1 — 0*g nu se divide prin nici un divizor prin qy Putem scrie 
descompunerea numărului 7 în corpul R(0) sub forma 


l= II Üks 


(k, Iza 
unde k parcurge un sistem redus de resturi modulo }Ł— 1. 
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ar e a p g e ana P e ci a iC E MR a ca AN N A INI E a ee: 


Să revenim la problema divizibilității numărului B prin WP-L. 
Deoarece în inelul numerelor întregi al corpului R(0) este îndeplinită, 
c ongruenţa 


Eí (g0) 


Fi (a zz 90%) = —g9*) =1—(g0%P-1=21 — gi” 1=0 (mod 1), 


atunci F(0%)(1 — g9%) se divide prin l. Din cele demonstrate se deduce 
că P(0*) se divide pan l pentru (k, t — 1)> 1 şi se divide prin lazi 
pentru (k, —1) = 1. Convenim ca în cazul (k, [— 1)> 1 să notăm 
cu q, divizorul iza. Putem spune că P(0%) este divizibil prin 
la! oricare ar fi k. Prin urmare, produsul 


B = P(0) P(02) ... P(0!-2) 


se divide k prin 


pa II 


k=1, 3, cana b—2 


qi = ŢI g =, 


(& i—1)=1 


ceea ce demonstrează că kht este un număr întreg. 


OBSERVAȚIE. Formulele explicite pe care le-am obţinut pentru 
numărul k al elaselor de divizori în cazul corpurilor ciclotomice şi 
pătratice ne determină în mod natural să ne punem întrebarea : care 
sînt acele corpuri k de numere algebrice pentru care sînt valabile 
formule analoage ? Faptul că formulele găsite pentru A se referă la 
caracterele grupurilor Galois respective arată că în această situație 
este esenţială normalitatea corpului k şi comutativitatea, grupului 
său Galois. Într-adevăr, pot fi imediat deduse formule întrutotul 
analoage pentru orice corp k cu proprietatea că este o extindere abe- 
liană a corpului R al numerelor raționale. Este suficient să se aplice 
regulile de descompunere ale numerelor prime raționale în acele 
corpuri k, reguli furnizate de teoria corpului claselor. 

Teoria generală a corpului claselor ne furnizează regulile de des- 
compunere ale divizorilor primi p ai unui corp & de numere algebrice 
într-o extindere finită abeliană K/k. De aceea pot fi căutate formule 
pentru raportul h(K)/k(k) al numerelor claselor de divizori ale acestor 
corpuri. In această direcție sint cunoscute numai rezultate disparate. 
Se cunosce formule pentru raportul h(E hlk) pentru cazul cînd k 
este un corp pătratic imaginar. Aceste rezultate sint asemănătoare 
cu teorema 2 : formulele se prezintă ca, indiceie unui grup, generat 
de anumite unităţi speciale, în grupul tuturor unităţilor corpului K. 
(Novrxov, A. P., Despre numărul claselor în corpurile cu înmulţire 
complexă, Izv. A. N. SSSR, ser. mat. 26, N=3, 1962,677.- 686 ; Despre 
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numărul claselor în corpurile abelene peste un corp pătrate imaginar, Izv. 
A.N.SSSR, ser. mat. 31, N2 3, 1967, 711—1726; RAMACHANDEBA K., 
Some applications of Kroneckers limit formulas. Ann. of Math. 
80, N% 1, 1964, 104—148). Alt caz interesant în care se verifică for- 
mule analoage a fost descoperit de Hecke. El a avansat ipoteze foarte 
plauzibile conform cărora raportul A(Ky/Mk) trebuie să aibă o expri- 
mare întrutotul elementară, analoagă formulei (7) pet. 1 $4 sau for- 
mulei (6) pet. 1 din acest paragraf, cînd keste o extindere pur reală a 
corpului numerelor raţionale, iar K este o extindere pătratică pur 
imaginară a acestuia. Condiţiile impuse asupra lui k şi K arată că 
oricare ar fi scufundarea izomortă ọ:k > C a corpului X în corpul 
numerelor complexe C, corpul ol) este inclus în corpul numerelor 
reale şi, apoi, în cazul K = (ui, atunci ofu) < 0 în cazul oricărei 
scufundări o. Această ipoteză a fost demonstrată chiar de Hecke în 
cazul corpurilor pătratice reale & (HECKE, E., Bestimmung der Klas- 
senzahl einer neuen Reihe von algebraischen Zahlkörpern, Nachr. 
Akad. Wiss. Göttingen, Math. phys. K1. Ha, 1921, 1—23). În cazul 
corpurilor cubice ipoteza lui Hecke a fost demonstrată de Reidemeis- 
ter (REIDEMEISTER, K., Über die Relativklassenzahl gewisser relativ- 
quadratiseher Zahlkörper, Abbandi. math. Semin. Univ. Hamburg, 
1, 1929, 27—-48). Ulterior această problemă interesantă nu a mai 
fost studiată. 


%. Condiţia ea h* şi Z să fie relativ prime. În pet. 3 $7 cap. III 
am constata cît de important este să dispunem de un criteriu care să 
ne permită să stabilim dacă numerele h şi 1 sînt sau nu relativ prime, 
cu alte cuvinte, dacă numărul prim 7 este regulat sau neregulat. 
Deoarece h = hp h*, numărul ¿Z va fi regulat dacă și numai dacă 
ambii factori kọ şi h* nu se divid prin 1. in acest punct vom găsi o 
condiţie necesară și suficientă peniru ca factorul h* să nu se dividă 
prin l. Deoarece în paragraful următor vom constata că nici h nu se 
divide prin 7, dacă (h*, 1) = 1 înseamnă că această condiţie va fi 
în acelasi timp si un criteriu de regularitate pentru f. 

Păstrind notaţiile din punctul precedent, considerăm raportul 


B 20%) 
poi dl 


k=1, 3, ses 1—2 l 


Qe (16) 


(Givizorul principal (a) îl identificăm cu numărul a). Datorită for- 
mulei (6) numărul k* se divide prin î, dacă şi numai dacă numărul 
întreg rațional (16) se divide printr-un divizor prim qs (8, l —1) = 1, 
fie acesta qy = q1; adică atenci cînd cel puţin unul dintre divizorii 
întregi F( 05g! (k = 1, 3, ..., l — 2) se divide prin q_. Pentru 
aceasta este necesar şi suficient ca cel puţin pentru o valoare & = 
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= l, 3, ..., t —2 divizorul F(0*) qy să se dividă prin q2,. Vom arăta 
că pentru k =l —2 = —1 (mod 1 —1) ultima condiție nu este înde- 
plinită. Într-adevăr, conform (15), 6-19 = 1 (mod q1) de aceea 


F(0-1) = S (0-19) = 7—1 = — 1 (mod q) 


7=0 


adică F(0-2) nu se divide prin q_ şi deci P(0-1)g_, nu se divide prin. 
qžı. În acest mod, pentru divizibilitatea lui B* prin Z este necesar și 
saficient ca, cel puţin pentru o valoare E = 1, 3, ...,2— 4 numărul 
F(0*) să se dividă prin q2,. 

„_ Pină acum nu am impus nici o restricție alegerii rădăcinii primi- 
tive g modulo t. Facem acum presupunerea că g satisface congruenţa, : 


gol = 1 (mod 2) 


(dacă g nu satisface această condiţie, atunci se ia în' locul său g + ai, 
æ fiind ales convenabil). Deoarece congrmenţa (14) este acum satisfă- 
cută modulo î?, atunci 1 — 0*g se divide prin og pentru orice k, relativ 
prim cu }—i. În particular, 


9 = g (mod qa) 


Alegind astfel pe g condiţia ca F(0”) să fie divizibil prin q2., se găseşte 
imediat. Într-adevăr, în virtutea congruenței 


1—2 


1—2 
E(0*) = § 9,8% = Y gg” (mod q2,) 
Q SQ 


$e 
numărul (0%) se divide prin 02, dacă si numai dacă, 


1—2 


$ gg” = 0 (mog B). (17) 


s=0 


Pentru a aduce condiția (17) Ia o formă mai comodă, considerăm con- 
gruenţele 


gs = g5 + la, (mod PLO <s <l 2, (18) 
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unde a, sint numere întregi. Dacă ridicăm ambii membrii ai congru- 
enței (18) la puterea k + 1 (k=1, 3,...1— 4), obţinem ăi 


gët! = gr (k + 1) g% la, =  săaieaa + (k k 1) 9*%(9,— g°) (mod P), 


adică 
gitl = (k + 1) gg — kogt? (mod 12). (19) 


Să însumăm congruenţele (19) după toţi s = 0, 4 i —2.1I 
i i a toți s = 3 ss 6 —2. Deoarece 
geti Æ 1 (mod) pentru k r1lsl—3 şi pi =1 (mod 12), atunci 


l-2 Ql __ 1 
5 git tb = d E = 0 (mod 2) 
s= a 


şi, în consecință, 


i—2 i—2 
Z geti (k + 1) § g, "(mod 22). 
s=0 


s=0 


8 e aceea condi tia 1 í este Chi vale 


I—2 Em1 
aj cazi k j 
Ir = Y git = Y ntt = 0 (mod $). 
s=0 n=1 


Am demonstrat astfel următoarea teoremă. 
TEOREMA 3. Peniru ca numărul h* să nu se dividă prin l, este 
necesar și suficient ca nici unul dintre numerele l 


Se= E në (k= 2,4, -n 1—3) (20) 


să nu se dividă prin l. 

i „Observăm că toate numerele Sẹ pentru k Æ 0 (mod ? — 1) se 
divid prin l (>. congmenţa (10) $8). i 

„Să reformulăm teorema 3 utilizind numerele lui Bernoulli (deti- 
niția numerelor lui Bernoulli şi unele proprietăţi ale acestora sint 
expuse în $8). Deoarece numerele 2,4, al —3 nu se divid prin 
l —i, atunci conform teoremei lui Staudt (teorema 4 § 8) numerele 
lui Bernoulli Ba Ba, .. » Bios Sînt l-întregi (nu conțin pe lla numitor) 
Apoi, sumele §, satisfac congruentele f 


Se = Bal (mod E) (k = 2, 4, ..., L — 3) (21) 
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(în inelul numerelor Z-întregi ; vezi congruența (11) § 8): Prin urmare 
este îndeplinită următoarea teoremă. 


TEOREMA 4, Numărul h* nu se divide prin l, dacă şi numai dacă 
numärătorul numerelor lui Bernoulli Ba, By -s Bug NU Se divide 
prin l l 

De exemplu, deoarece numărătorii numerelor Ba By Be Pe 
Bo Bros Ba nu se divid prin 17, atunci numărul | = 17 este regulat. 


OBSERVAȚIE. Pentru a stabili că numerele h* și l sînt relativ prime 
nu exte necesar să se găsească valorile exacte ale numerelor lui Ber- 
noulii. Este suficient să se considere relaţiile de recurentă (2) §8 
drept congruențe modulo 7 şi din aceste congruente să se determine 
succesiv Bo, Bay -o Bizo Numărul h* va fi relativ prim cu $, dacă 
şi numai dacă toate aceste numere nu se divid prin |. 


5. Observaţie asupra structurii operatoriale a grupului elaselor 
de divizori. În ultimii ani au fost obţinute rezultate profunde care 
pun în lumină dintr-un nou punet de vedere structura grupului 
claselor de divizori ale corpului l-ciclotomic K = R(%) E =. 
Anume, aplicind divizorilor corpului Ñ antomorfismele grupului 
său Galois G, transformăm grupul D al divizorilor într-un grup 
cu G-operatori (v. $5, cap. MI, problema 20). Deoarece subgrupul 
divizorilor principali este invariant relativ la automorfismele din G, 
atunci și grupul claselor de divizori € al corpului K este inzestrat cu 
o structură de grup cu G-operatori. Se poate face aceeaşi afirmaţie 
zi despre componenta sa I-primară. Structura ultimului grup cu, 
-operaitori cu rezultatele amintite este descrisă de: (IWASAWA, K. A., 
A class number formula for cielotomic fields, Ann. Math. 76, N2 1, 1962, 
171—179). Majoritatea acestora se referă la cazul mult mai general 
al unui corp I-ciclotomie pentu orice n > 1, dar le vom expune 
pentru cazul studiat, aici anume n = 1. 

Aproape toate aceste rezultate au fost obtinute, ce-i drept, 
într-o anumită ipoteză restrictivă: numărul h* al claselor de divi- 
zori ai subeorpului real al corpului A nu trebuie să se dividă la . 
Tiste posibil ca, de fapt, această condiție să nu impună nici un fel de 
restricții asupra lui 15 există motive să se presupună că h* nu se di- 
vide prin ! pentru nici un l. Oricum, așa cum s-a amintit în pet. 3 
§7 cap. II, li nu se divide prin ł pentru 1 < 5500. Admiţind condiția 
ho = 0 (mod 1), se poate demonstra următoarea situaţie surprinză- 
toare : 

l-componenta primară C, a grupului claselor de divisori al unni 
corp l-ciclotomie este un grup cu G-operalori cu un singur generator. 

să clariticăm sensul exact al acestei afirmații. Fie L inelul nume- 
relor l-întregi raționale și A = L[G] inelul grupal al lui & peste L. 
înmulţirea cu elementele lui G transformă pe A într-un grup cu G-ope- 
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ratori (G-modul). Teorema enunțată arată că ©, privit ca grup cu 
operatori este imaginea homomortă a G-erupului A. 

Se poate chiar indica în mod explicit un ideal J al inelului A, 
care este nucleul acestui homomorfism. Pentru fiecare «= 1, ... 
„sl tie a, antomortismul corpului K= R(%) definit prin a(1)= 
= (2, si notăm l 

Į—i 


o= a oz.. 
a=l 


Atunci 


J= (a) nA, (22) 


y 


unde intersecția se consideră în inelul R[G] peste corpul numerelor 
raționale. In acest mod există izomorfismul G-operaţional 


C a AN. (23) 


„Din această formulă se pot obţine consecințe şi mai explicite. 
Fie ?* exponentul /-grupului abelian €,. Grupul Ç, poate fi privit 
ca modul, în mod natural, peste inelul-factor ZZ. În grupul 
elementelor inversabile din ultimul inel este conținut. un grap ciclic 
multiplicativ de ordinul ! —1 și din această cauză există ¿ —1 homo- 
morfisme ale grupului ( în grupul multiplicativ al inelului Z/DZ. 
Aceste homomorfisme o (r = 1, ...,0== 1) sînt unice determinate 
prin condiția l 


înca) = a” (mod 1). 


_ Pentru fiecare r notăm prin X, subgrupul grupului €,. compus 
din acele elemente y pentru care 


olg) = aero 


pentru toți c e @. Grupul 6, admite descompunerea în produs direct 
de subgrupuri cu. G-operatori 


i—i 


© — Ii N,- 
7r=] 


Din formulele (22) şi (23) se poate deduce că toate W, sint grupuri 
ciclice l-primare, iar W, Æ 1 dacă gi numai dacă r este impar r> 1 
şi numărul lui Bernoulli B,_, se divide prin Ż. 


450 


PROBLEME 


1. Fie Ko subeorpul corpului [-ciclotomic R(%), EI = 1, compus din toate numerele 
sale reale. Să. se arate coincidenţa corpurilor Kg și R(G-|- %71) şi că gradul acestora 
1—3 


este -, Să sc demonstreze apoi că diseriminantul corpului Kp este l „iar regula- 


2 
A Ă S 1—3 
torul său Rp este legat de regulatorul R al corpului R(X) prin relația R = 2 2 Re 
2. Considerăm numărul prim p, diferit de Z și fie f cel mai mie număr natural 
pentru care p’ = 1 (mod 1). Să se arate că numărul p se descompune în corpul Ky într-un 
l—i , l— 1 


produs de Da divizori primi de gradul f pentru f impar ṣi într-un produs de di~ 


vizori de gradul pentru f par. 


3. Să se demonstreze că zeta-funcția Xg(s) a corpului Xa verifică relaţia 


tim (6—1) čr (9= Jp Lo 
s=i Fe 
> XF ya 
s>1 aE E, 
unde y parcurge toate caracterele numerice modulo [ pare, diferite de caracierul uni- 
tate Zo- 
Š.. Să se demonstreze că numărul claselor de divizori ai subeoxpului real R(X +- 
+ &0) al corpului [-ciclotomic este dat de factorul Jy al numărului claselor corpului 
RE). 
5. Să se demonstreze că factorul A* este dat de formula 


1 i 
hë = ama | del Omii — Jitiosijam-—1 p 
unde g, este cel mai mic rest pozitiv modulo l = 2m 4- 1 al numărului g5 (9 este o rădă- 
cină primitivă modulo î). 

6. Să se calculeze factorul h* pentru l= 7. 

7. Să se arale că numărul prim 37 este neregulat. 


$6. CONDIŢIA DE REGULARITATE 


Ne propunem în acest paragraf să demonstrăm că in cazul cină 
factorul h* al numărului claselor de divizori al unui corp /-ciclotomie 
nu se divide prin 7, factorul hy nu se divide la rindul său prin ? şi, 
prin urmare, numărul prim 7 este regulat. În cursul demonstraţiei 
vom mai arăta că în cazul unui număr ! regulat orice unitate a Cor- 
pului K= R((), congruentă modulo 7 cu un număr întreg raţional, 
este o putere a l-a. Pe această afirmaţie, cunoscută sub numele de 
lema lui Kummer, se bazează demonstraţia celui de al doilea caz al 
teoremei lui Fermat pentru exponenţi regulați. Atit condiţia de regu- 
laritate cii si lema lui Kummer sint, după cum se vede, consecințe 
simple ale situaţiei că pentra IY h* în completarea l-adică N; a 
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a 
= 


corpului K = R(4),l = (1 — č), valorile log 6Y pe = 2,3,..., Du =) 


aia an A ï n 5, Li 
formează o bază a mulțimii numerelor reale” întregi I- adice avind 
urma nulă (unitățile 6, sînt definite prin eg galitățile (10) §5). 


1. Corpul numerelor l-adiee. Corpul ciclotomie K = R(%), X = 


= 008 z +isin 3 » pentru } prim, l > 3, are, cum se știe, gradul 
l -—1, iar descompunerea în acesta a număvului 7 în factori primi are 
forma | = FI, unde I = (1 — $) este un divizor prim de gradul întii. 

Să examinăm completarea l-adică K; a corpului K. Elementele 
acestei completări le vom numi numere ladice. Corpul complet Ki 
conţine un subeorp izomorf canonic cu corpul X, al numerelor l-adice, 
(acest subeorp coincide cu închiderea corpului R în A). În virtutea, 
acestui izomortism canonic se poate considera că R, c Ry. 


Deoarece | este singurul divizor prim care divide pe l câ 
cu teorema 1 $ 2 cap. IV gradul extinderii AR, este --1 = (K: R). 


Din aceeasi cauză (v. (6) $2 cap. IV) oricare ar fi ac K este îndepli- 
nită egalitatea, 


Narla) = Nrgr (e) (1) 


LEMA 1. În inelul numerelor întregi l-adice ecistă un angmit 
clement prim h, astfel ca: 


1) X += 0, 
2) > = ý% — 1 (mod 72). 


Elementul > este unic determinat prin conditiile 1) și 2). 
Datorită egalității (5) $1 cap. HI găsim 


Trecînd în această egalitate la congruenţă modulo elementul prim 
1 — $ din corpul Ky (amintim că v a — 0) = 1) şi țţinind seama că 
čt = 1 (modi — č) si că (Z— 1)! 1 = 0(modł) (teorema lui 
Wilson), obţinem 


= 2:3... —1)sa —i(moļ1 — %} 
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Vom arăta că unitatea l-ađică 


congruentă cu i modulo 1 — E, poate fi reprezentată sub forma g = 
În acest scop considerăm polinomul F(X) = AI — g. 
Deoarece F(1) = 0(mod 1 — č) şi F'(1) #0 (mod 1 — {), se deduce 
că în E există o unitate y astfel încît F(y) = 0 (v. sfirgitul pet. 2 § 1 
cap. IV). Prin urmare, g = "pl, ceea ce trebuia dovedit. Notind în 
continuare à = (% — 1)y obținem elementul prim à care are proprie- 
tățile cerute. Orice alt A, care îndeplineşte condiţia 1) are forma 
16, unde 8 este o rădăcină de ordinul 7 — 1 din 1. Din congruența 
19! = 1 (mod 22) se deduce însă că 0 = 1 (mod à). Dacă rădăcina 
9 ar fi diferită de 1, atunci Z — 1 s-ar divide la à, ceea ce este imposi- 
bil. În consecință 0 = 1 şi deci 4, = A. Lema F este astfel complet 
demonstrată. 

În cele ce urmează vom înţelege prin A acel element prim al 
corpului Ky determinat unic prin condiţiile Jemei 1. 

Pentru fiecare k, relativ prim cu 4, corespondenţa č ro defi- 
neşte un automorfism c, al extinderii K IR. Dacă c este unul dintre 
aceste automorfisme, atunci funcţia v(a) = y{ola), aes Æ, este 
exponent al corpului K si acest exponent constituie o prelungire a 
exponentului l-adie v, al corpului R. Pentru v există Însă o singură 
prenan pe corpul R, și anume vw. În consecință v = w și deci 

wi a(«)) = w(e) pentru orice « e K. Din aceasta se deduce imediat 
ă prin antomortismul o orice şir fundamental de elemente ale lui 
K (relativ la porma care corespunde divizorului prim 1} are ca ima 
gine tot un șir fundamental. Aceasta dă posibilitatea prelungirii 
antomortismelor co = c, ale corpului K pe corpul W, Si anume, 


— pia, 


dacă E = lim gpl eh), se poate nota 
100 
(8) = lim o(a) 
1— 00 


(se verifică imediat; că, a( 5) nu depinde de alegerea, șirului (4) şi, mai 
mult, că aplicaţia £—> c(8) este un automortism al extinderii K 80. 


Deoarece extinderea K;/R; are gradul de inerție 1, iar indicele 
de ramificare este 1 —1, atunci cu teorema, 4 $ 1 cap. IVY toate nume- 
rele întregi l-adice se reprezintă unie sub forma 


do-l GA p e A aa AT? (2) 
a; fiind numere întregi l-adice. 
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Subeorpul numerelor reale ale corpului X este format din acei 
a e K, care rămin invarianţi la actiunea automortismului Ga: Č = UL 
Să căutăm care numere -adice sînt invariante relativ la sı Deoarece 
WTI = —] atunci și (o{à))} t = —} şi deci aHa) = 16, unde 
9 este o rădăcină de ordinul 7 -—1 din 1. Conform problemei 4 $ 3 
cap. I rădăcina 0 este conținută în Ry de aceea 


o(a) = aloa) = 002) = Vo a) = 022, 
şi cum, pe de altă parte, 02,(1) = >, atunci 0 = +1. Dacă am avea 


9 = 1, atunci un număr arbitrar l-adic reprezentat sub forma (2) 
avind coeficienții I-adici 4, ar rămîne neschimbat la acţiunea auto- 


mortismului o, ceea ce nu este adevărat. În consecință, 0 = —1 
ŞI o-a(A) = —A. În acest mod, la acțiunea automorfismutui c ÎN 
corpul K; vor rămîne invariante numai numerele l-adice de forma, 
PoE ei l—] 
F da (» a Bi m i (3) 
i=0 2 


ă a e i —1l 
Toate aceste numere formează în Kyun subcorp de gradul m = 


peste R, Pentru comoditate le vom numi în continnare numere L-adice 
„teale”. 

Să caleulăm urma numărului ladie (2) (relativ la extinderea 
AR). Pentru oricare i =1,... 1—2 matricea transformării 
liniare E —> XE(E e Ki) în baza 1l, 1... „N? va avea diagonala 
principală compusă din zerouri (deoarece NI-I = —]), de aceea 
Spy, (3) = 0 (pentru i = 1, ...,2 — 2). Se deduce astfel că urma 
numărului (2) este ag! — 1). Toate numerele l-adice avind norma, 
nulă (relativ la R,) sint deci caracterizate, în descompunerea (2), 
prin coeficient a, nul. . 

Ne vom ocupa în continuare de multimea Ma tuturor numerelor 
„„teale” l-adice avînd norma nulă. Din cele spuse mai sus se poate 
deduce că M este dată de toate combinațiile liniare 


nie 


Eh 22 (4) 


i=l 


avind coeficienţii b; numere întregi t-adice. 

Putem introduce pe corpul K funcţiile log e şi exp « definite 
prin serii de puteri (v. pet. 2 § 5, cap. IV). Deoarece indicele de rami- 
ficare e al extinderii Kı/R, este 7 — 1, înseamnă că pentru această 


é u ê A ` îi 
extindere numărul ae + 1 este 2 și deci seria exp a converge 
1 
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pentru toţi întregii a e K; care se divid prin A”. Funcţia log = este 


FESTET yad . a . 7 
definită, eum se ştie, pentru toate unităţile principale ale corpului Kọ 


Dacă, e este o unitate principală a corpului Ky adică e =1 (mod A), 
atunci oricare ar fi automorfismul a, este îndeplinită și congruenţa 
o+(2) = 1 (mod î) si deci log ox(e) are sens. În această situație (con- 
secinţa 1 a teoremei 14 $2 Complemente) 


l-l 
Sp Ry; log E€ p alo 2) = > log (o (<)) == 


log CI sri 2))== 108 (N pyr E) 
k 


Să presupunem că s este unitate a corpului K. Bineinteles că 
z va fi unitate şi în corpul Ky, totuși log s poate să nu aibă sens 
deoarece în general s nu va fi unitate principală în Ky Congruența, 
e = a (mod À) va fi totuşi verificată pentru un anumit număr întreg 
rațional æ care nu se divide prin Z. Însă a! = 1 (mod Î) de aceea 
c-t = 1 (mod à) adică s1? va fi unitate principală în Ay. Logarit- 
mul log <’? are deci sens, și din formula (1) se deduce 


Spro (log c-1)=log (N pyr, 2-1) = log (Ngre?) =0, 
PryR, = yR, 


deci numărul întreg l-adic log e:-1 are urma nulă. Dacă s este o uni- 
tate reală a corpului K, atunci log 27 va fi, evident, tot preal”. J 
Astfel, oricare ar fi unitatea reală = a corpului K. numărul 
l-adie log 0; ! aparţine mulţimii M, adică admite o reprezentare de 
forma (4). În particular, aceasta este adevărat şi pentru unităţile 


0.[k = 9,3, „m = 


— =) definite prin formulele (10) $5. Prin 
Urmare, 

sn] 3 X 

log 0471 = E bu” (2<k< m) (5) 


i=l 


coeficienţii by; fiind numere întregi ladice. | 

Trebuie să demonstrăm că în cazul cînd factorul 4* al numărului 
claselor de divizori al corpului Æ nu se divide prin l, numerele 
l-adice log 0ft formează o bază a lui M peste inelul numerelor 
întregi l-adice în sensul că orice E e WM se reprezintă unic prin o com- 
binaţie liniară a acestora avînd coeficienţii numere întregi l-adice, 
Este suficient, în acest scop, să se arate că det (by) este unitate l-adică, 
deci că det (br) Æ 0 (mod 1). 


2, Citeva congruente auxiliare. Seria exp æ converge în corpul 
K} pumai pentru întregii x care se civid la 1?. Relativ la aceasta este 
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indicat ca în anumite cazuri în locul seriei exp æ să se considere poli- 
nomaul 


care se obține Da exp æ prin omiterea tuturor termenilor de grad 
el puţin î {în locul lui ¿ se poate lua orice număr natural, a tocmai 
această definiție ne este util). Deoarece pentru E < í — L coefi- 
DETE pe ; ; , : 
cienții —— sint numere întregi l-adice, atunci E(e) va fi unitate 
e! 

principală a corpului Ky pentru orice intreg æ = 0 (mod A). 

Deoarece produsul seriilor exp a si exp este ant de seria 
exp (z Al 1), se deduce imediat că. 


Le) Ely) = Ele -4 y) + Fla, y) (8) 


unde F(a, y) este un polinom cu coeficienti întregi l-adici ai cărui 
termeni au toţi gradul cel puţin L 
LEMA 2. În inelul numerelor întregi ladice esie verificată con- 


gruența 
(A) = 1 (mod 2-0), 
Notăn 
E(x) = 1 + ag(a), 
£ g2 


þh e.. +- este un polinom cu coeli 
2! (— 1)! 


cienți întregi l-adici. Atunci 


unde g(2) = 1 + 


Eley =1 + Or agl) -+ ... + OP Hegoy t + ai glay = 
=1 + a) + sger, 


unde h(z) este tot un polinom cu coeficienți întregi l-adici. Pe de altă 
parte, din relaţia (6) se mai deduce 


(pt = Ela) + a M(a) 


şi deci 
læ (îm) (la) 
Ia) = —— -+ ep tal ) 7 
(2) 1 3 ` Paap Rua Hv), (7) 
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ande H(w) = M(æ) — gla). Identificind în această egalitate coefi- 


cienţii acelorași puteri ale lui 4 constatăm că toţi coeficienţii lui 
H(a) sînt numere întregi l-adice care se divid la I. Simplificind rela- 
tia (7) prin 7 sîntem conduși la egalitatea, 


unde G(x) axe coeficienți întregi l-adici. Luind aici æ = à, se obţine 
eongruenții 


h(x) = à (mod X) 
şi deei 
?h(2) = la (mod 32t). (8) 
În continuare, deoarece (2) = 1 (mod à), atunci gà) = 1 (mod %) 
si deci 


RYA) = X (mod 22%). 


Din relațiile (8) si (9) se deduce (9) 


ili 


EY = 1+ (a) KOY st ALIA N = (mod a?) 


(Qeoarece IA -b 2 = 0), ceca ce trebuia demonstrat. 
LEMA A. Oriar ar Ji numărul natural k este satisfăcută congruența 


EA) = timod 22). 
În virtutea formulei (6) avem 
Elk = B( (mod 2°), 
de aceea este suficient să se demonstreze lema penmi vazul E=, 
Din definiţia Anului prim A rezultă că $ = 1 + > (mod 22). 


Pe de altă parte, BO) = 1-4 A (mod 22), de accea 


Tila) = 1 (mod a?) 


Puğm 


unde y este un întreg l-adic. Ridicind această egalitate la puterea 
a l-a și tinind seama de lema 2, obţinem congruenţa, 


y (De E mp o tytan) 2 qnoa 3, 


Expresia din paranteze se divide exact prin A7 +1, de aceea y = 0 (mod 
a172) gi deci 


—IE(A) = 1 (mod 1), 


ceea ce demonstrează lema. 
Considerăm şi polinomul 


P OE 
E ag e E E E E E (9%) 


care se obține din seria log (1 + x) prin omiterea termenilor de grad 
cel puţin i 


LEMA 4. Dacă numărul întreg l-adie a se divide prim 13, atunci 
IL + a) = log (1 + a) (mod 9), 


Într-adevăr, pentru n > 1 găsim 


`I (S) 2n + fn) > Za — (l — 1) ha 
n Inz 


>l+(n— i) + 


(— i)n ( laz nae) Si 
în l— 1 n—i 


(v. cap. IV pet. 2 § 5). 
LEMA 5. Dacă e, și ea sînt unităti principale l-adice, atunci 


Mee) = Ie) + IAe2) (mod x). 


Deoarece seria log (L + e + y + xy) este suma seriilor log (1 + a) 
și log (1 + y), atunci 


L1 +a +y -4 ay) = WL+a)+ Ul +)+G(a,y), 
unde polinomul G{x, y) conţine termeni de grad cel puţin 7 şi are coefi- 
cienţi l-adici întregi. Afirmația lemei 5 rezultă din verificarea congru- 
enței G(x, y) = 0 (mod 1) numai pentru z şi y care se divid prin à- 
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LEMA 6. În inelul numerelor ladice întregi este verificată con- 
gruenia 


LY) = à (mod 3°). 


Pentru demonstrare folosim egalitatea log exp a =z, din care 
rezultă, imediat 


LEa) = g -+ Huh 


unde H(w) este un polinom ai cărui termeni au toţi gradul cel puţin 
i, iar coeficienții sint numere întregi I-adice. Luind. æ= A și apli- 
cind lema 3 pentru k = 1 obţinem congruenţa căutată. 

OBSERVAŢIE. Fie U grupul multiplicativ al claselor de resturi 
modulo X al grupului unităților principale l-adice, iar ¥ grupul adi- 
tiv al claselor de resturi al numerelor ladice întregi care se divid 
prin A, modulo 2. Se arată imediat că aplicaţia s — TA e) (pe unităţi 
principale adice e) induce un izomoriisim al grupului U pe grupul ¥. 
Izomoxtismul reciproc ¥ —> U este indus în acest caz de aplicația 
a — Efa «u = 0 (mod 1)). 


3. Baza numerelor întregi reale adice în eazul cînd (P*, 1) = 1. 
Revenim la problema pusă la finele punctului 1. Pentru a decide 
dacă determinariul (by) se divide sau nu prin 7 ne este suficient să 
cunoaştem coeficienţii bz numai modulo 7. Bineinteles că două numere 
întregi l-adice «le forma (2) sînt congruente modulo Î, dacă şi numai 
dacă coeficientii aceloraşi puteri ale lui A sint congruenți modulo 7 
(în inelul numerelor intregi l-adice). Se deduce astfel că pentru cal- 
culul coeficienţilor by; modulo l putem înlocui pe log 0! cu orice 
număr întreg l-adlic congruent modulo | A ri modulo a) cu acesta. 

vom păstra, notaţiile introduse în $ 5 pet. 2. Unitatea principală 
i! este reală, deci este congruentă cu 1 modulo 12 și conform lemei 
4 avem 


log mt = 7(024) (mod 2). (10) 


Să ealeulăuin pe MOT. Deoarece 


k 
6, = 4 Se t 1—% 
i 
atunci | 
(UP e Part, 
Dar % = 1 (mod A) si deci 
1 Pop a El = k (mod 2), 
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de unde 
x (mod ¥) 


ill 


a++- + CESE) 
şi deoarece ki! = k (mod 2-1), atunci 


t (mod x71). 


ill 


Uta tr E) 


l = jet „Ei č—1 pei 4 x-1 
opra op't ez g pi (mod X73) 


Conform lemei 5 avem 
=i E aae a e Iti y DER. 
LA 01) = L a — | = R ) Fw {k anni 1) Ta IA Z) (mod ? ) 


ER 


Din lema 3 se deduce insă că 


e — 1 EENI imoa iy 
kh i 


gi ţinînd seama de lema 6 obținem 


E(N) „fi )-Ż- 2 — Di (mod X+). 


IO) = | A 2 kA 


Vom demonstra că | 
n ăi m— k š 4 
(22-2 Bat | g-i Rin), (11) 
3 £ 2 E (2k) !2k 


unde polinomul R(x) are coeficienți întregi l-adici, iar Ba sint numere 
Bernoulli (v. $ 8 din acest capitol). Utilizăm identitatea. 


. d . ai i 
Deoarece B, = — iar toate celelalte numere ale lui Bernoulli de 
a 
indice impar sînt nule, putem reprezenta această identitate sub forma 
e? 1 1 2 Ba 


` ien = 22k pal, 
e? — 1 2 £ kal (2k) ? 
După integrare obținem 
m s S Bee pe (12) 
a 2 £ (2k)! 2k 


(termenul liber al seriei este zero, deci pentru æ = 0 funcția din mem- 


prul sting se anulează). Din formula (12) rezultă imediat egalitatea 
(1.1). Înlocuind în (11) pe v cu kà, obtinem 
n A ml A 2 i 
T, EU) 1) EA a 5 Bak k k (mod 1-1) 
2 E (2i)! 


EA 
şi deci 
i m1 Bpl — Kk”) a” 
(6) = 3 Sp 
Zi (21) !2i 
Coeticienţii by din egalităţile (5) satisfac prin urmare congruenţele 
Bal — K”) 
(2i)! 2i 
Atanci insă det (by:)} este congruent modulo 7 cu determinantul 
Da Btala 2t 
anha a Ba Sal, 
zi  (23)!12 i 


(mod 2:71) (12%) 


bi = 


e 


(mod 1) (2 <k ii E PS tE < is m—1); 


. 


m? —1 mi — 1... mil 


Determinantul de mai sus se reduce imediat la un determinant Van- 
dermonde, fiind dat de produsul 


14 s<rsm a z s) g JI (r + s)(r — 8) 


în care nici un factor nu se divide prin l. Dacă h* Æ 0 (mod 1?) numă- 
ătorii numerelor lui Bernoulli B», ..., Bo nu se divid prin lgi 
oținem că 

| det (br) 0 (mod 2). 


Am demonstrat astfel următoarea: teoremă. 
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TEOREMA 1. Dacă h* £ 0 (mod ), atunci numerele întregi L-adice 
reale” avind urma nulă se reprezintă unie sub forma unor combinații 
liniare 


Şar log 0p (13) 


k=l 
cu coeficientii întregi l-adici Ge 


Z. Criteriul de regularitate și lema lui Kummer. Teorema 1 
obţinută mai Kus permite demonstrarea imediată a următoarei 
teoreme. 

TEOREMA 2. Dacă în cazul corpului l-cielotomie R(X) factorul h* 
al numărului claselor de divizori nu se divide prin l, atunci nici facto- 
rul ko nu se divide prin l. 

Demonstratie. În ipoteza că ho =(E : H) este divizibil prin ł (v. 
notaţiile teoremei 2 $5) putem găsi o unitate reală pozitivă e e E 


Va 


care nu este conținută in E, dar e e Eo adică 


m 


e! = JJ 62 (14) 


ha 


e tind întregi raționali, nu toti divizibili prin ? (în caz contrar unita- 
tea e ar aparţine lui e). Ridicînd egalitatea (14) la puterea l —l şi 
apoi logaritmind (în corpul Kp), obţinem 


llog si-l = Şi ex log gina (15) 
k=2 


Pe de altă parte, deoarece aloarea log e7} aparține lui M trebuie să 
admită o reprezentare de forma (13); comparind această reprezen- 


= x Ch a Ș a > 
tare cu (15) deducem ci toate rapoartele i sing numere intregi 


ladice. Aceasta este însă imposibil deoarece nu toţi e, sint divizibili 
prin |. Contradieţia obținută demonstrează teorema 2. 

CONSECINȚĂ. Numărul prim 133 este regulat, dacă şi numai, ducă 
mumărătorii numerelor bu Bernoulli Ba, Bay -~o Big WU Se divid 
prin |. 

TEOREMA 3 (lema lui Kummer). Fie l un număr rational prim 
regulat. Dacă o untiale € a corpului l-ciclotomic R(%) este congruentă 
modulo leu un număr întreg rațional, atune? ea reprezintă puierea a 
I-a a unei alte unităţi. 
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Demonstrație. Fie e = a (mod 1). Vom arăta mai întii că e este 
o unitate reală. Dacă e = Weg unde s, este o unitate reală, atunci 
e =b (mod 3), b fiind număr întreg raţional şi Ea 1 4- ka (mod 2°). 
Din congruența a = b(1 —- kà) (mod 32) deducem k = 0 (mod 7) 
şi afirmaţia făcută este demonstrată. Deoarece —1 =(—1), se 
poate presupune că <:>0, adică c e E. Din congruențele e-1= a-l = 
= 1 (mod 1) rezultă că log el = 0 (mod 2) și de aceea în virtutea 
teoremei 1 id | 


m 
N 2s e — 
log si-1 = 3 le,log gi, (16) 
| km2 f 

unde ce sint intregi L-adici. Pe de altă parte, deoarece subgrupul Eo 
are un indice finit în E, atunci < e E pentru un anumit număr natu- 
ral æ si deci 


ce = ŢI 0%, (UT) 
k=2 


d, fiind intregi rationali. Evident, putem considera că exponențţii 
t, da eses 1, sînt relativ primi în totalitate (deoarece in grupul E 
nu există elemente de ordin finit, se poate simplifica în (17) prin divi- 
zorul lor comun). Ridicind egalitatea (17) la puterea ] — 1, iar apoi 
logaritmînd (în corpul E) obţinem 


m 
alog ei = Y; dy log gt, 
k-=2 


Comparind aceasta cu egalitatea (16) sintem conduși la egalităţile 
d, = lac (k = 2, sm) 


Deoarece numerele ac, sînt întregi l-adice, se deduce că toţi d, se 

divid prin 1 și deci s* este o putere a l-a: s= ei, unde e e E, 

Datorită condiţiei (a, da ..-» dm) = 1 obţinem și că a este relativ 

p cu l, de aceea 1 = au + l0 cu u şi v numere întregi raționale, 
e = (0%) (e) = (efe); 

ceea ce trebuia demonstrat. 


PROBLEME 


1. Fic p un număr prim de forma 4n + 1, [= cos sua + isin iei Pi i | 
aikaan TRA 


p—i 
2 


. Luăm 


E = T FAT, 3 


= 


Rr a 


-1 s 
sin =) „1 SAiSgp l1, Să se arate că în corpul p-ciclotomic 


unde Üp = sin 


p p 
R(X) este verificată congruenţa 
2B ; 
L?-1) = =r I = —2Bm Vp (mod +t), 
m 


Prin L s-a notat funcția definită prin egalitatea (9%), iar Dm este numărul lui Bernoulli, 
(Se va folosi congruența (2*) şi congruenţa din problema (14) $4.) 


2, Fie s= T =- U Vp> 1 unitatea fundamentală şi h numărul claselor de divi- 


zori ai corpului pătratic RVP). unde numărul prim p = 1 (mod 4). Cu ajutorul pro- 
blemei precedente și al teoremei 2 $4 să se demonstreze congruența 


pl 
hU = TBm (mod p) m= a] 


(în inelul numerelor raţionale p-întregi)., 


$7. AL DOILEA CAZ AL TEORBMEI LUI FERMAT 
PENTRU ESPONENȚI REGULAȚI 


1. Teorema lui Fermat, 


TEOREMA 1. În cazul unui număr prim regulat | > 3 ecuatia 


az (1) 


nu este rezolubilă în numere æ, y, 2 întregi raționale nenule. 


Demonstratie. Admitem că numerele întregi x, y, s relativ prime 
(nenule) satisfac ecuația (1). Deoarece primul caz al teoremei lui 
Fermat a fost discutat în pet. 3 $ 7 cap. III vom presupune de această 
dată că un singur număr dintre acestea se divide prin l. Vom consi- 
dera că 2 se divide prin 7 (dacă, de exemplu, y se divide prin 7, egali- 
tatea (L) o transcriem sub forma a -iey = (yy. 

Fie 2 = Wa, unde (sp D = 1, k > 1. Deoarece în corpul l-cielo- 
tomic R( 7) numărul Î admite descompunerea l= (L — 0-2 2, unde 
e este o unitate a corpului R(X) (lema 1 §1 cap. II), atunci în 
corpul R(9) egalitatea (1) poate fi reprezentată sub forma 


zf a — Dima 


unde m = k(l — 1)> 0. Pentru demonstraţia teoremei este suficient 
să se arate că o egalitate de forma (2) este imposibilă. Vom demonstra, 


chiar mai mult și anume vom stabili că o egalitate de forma (2) este 


imposibilă nu numai pentru numere e intregi raționale æ, Y, 2o relativ 
prime eu ? dar si pentru cazal cînd g, Y, zo vor fi numere întregi oare- 
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a 


care din corpul R(Q relativ prime cu 1 — î. Presupunind contrariul, 
adică admiţind că d egalitate de forma (2) ar exista totuși, alegem 
pe aceea în care exponentul m > 1 să fie eel mai mic. Pentru a nu 
complica: notația, vorm considera, că această egalitate este tocmai (2). 
Numerele B, Y şi 2 sînt acum numere întregi din R(£) relativ prime 
cu 1 — Y, iar e este o unitate a corpului RE CY: 

Ca și în § 6 notăm prin I divizorul prim (1 — 0) al corpului R(t). 
Descompunem membrul sting al egalităţii (2) în factori liniari și 
trecem în această egalitate la divizori. Obţinem 


(a + gy) = ai, . (3) 


unde «dlivizorul a = (29) este relativ prim cu Î, Deoarece im>l> 0, 
din (3) se deduce că cel puţin unul dintre factorii din membrul sting 
se divide prin f. Insă 


e pet Eyy 
de aceea toate numerele 


z+ y (os hksl—1) (4) 


se divid prin Í. Dacă pentru 0 <k <4 < 7—1 ar fi verificată con- 
gruenta 


z+ ty = æ -+ Yy (mod P), 


atunci ar fi adevărat si că "y(1 — Ti-i)=0 (mod P), ceea ce nu este 
posibil, deoarce ce Ey este relativ prim cu I, iar 1 — TF este asociat 
cu 1 — 7. În acest mod, numerele (4) sînt oricare două necongruente 
modula P gi deci rapoartele 


U VE s 
TEA (ee) 


sint oricare două necongruente modulo 1. Deoarece N (I) = 7, aceste 
rapoarte formează un sistem complet de resturi modulo I gi prin 
urmare unul dinire acestea se divide prin L Se deduce că printre 
numerele (£) unul singur se divide prin [2. Deoarece în egalitatea (2) 
putem lua în locul lui y oricare dintre numerele (*y se poate consider a 


"că tocmai e +y se divide prin E și deci toate celelalte numere.” 
pla, care. se divid la Inu be divd la E, Din 'divizibilitaitea; gi pla 


í 


stijg al egalităţii (3) cel puţini prin P-P = P+1 se deduce'că m > 1. 
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30 — c. 796 


i 


Să. notăm prin m cel mai mare divizor coman al divizorilor (2) 
şi (y). Întrucît æ şi y nu se divid prin |, nici m nu se divide prin i. 
Este limpede că (x + (7) se divide prin Im, iar (w + y) se divide 
-chiar la (0*—V*im, Notăm j 


(œ ne y) = pm- +1 mea! 
(æ + ty) = Ima (k =1, ... t — 1) 


“Şi vom demonstra că divizorii cos cas -..,c-; Sint relativ primi ori- 
“care doi. Intr-adevăr, dacă c; şi l0 s i<k sit — 1) ar avea 
un divizor comun p, atunci din divizibilitatea lui æ - čty şi æ + “ëy 
prin Imp ar rezulta că Ç'y(1 — (5-0) și (1 — d) se divid de asemenea 
la Imp, de unde s-ar deduce apoi divizibilitatea lui z şi y prin mp, 
“ceea ce ar contrazice definitia lui m. 

Reprezentind pe (3) sub forma 


mE” ec anae a = a 


"deducem {intrucit c, sint oricare doi relativ primi) că 


şi deci 


(æ -+ y) = Drima, .. (5) 
(x + liy) = Imi (Ask). (6) 


Scotind pe m din (5) şi înlocuindu-l în (6), obtinem 
(æ + ëy) P-D = (x + yarar), (7) 


-de unde se obţine că divizorul (aa 1)! este principal (fiindcă | = (1 — 

— %)). Vom utiliza acum regularitatea numărului l. Deoarece numărul 
claselor de divizori al corpului R(3) nu este divizibil prin 7, potrivit 
-consecinţei teoremei 3 §7 cap. INI divizorul azag! este de asemenea 
“principal, deci 


mag? = (2) Usi, O (8) 


k 
unde 8, şi «, sint numere întregi din corpul R(¢). Divizorii a, (1 < 
< k < l — 1) şi a sînt relativ primi cu 1,,de aceea putem considera 
„că numerele a, şi B; nu se divid prin |. Egalitatea a doi divizori prin- 
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cipali este echivalentă cu egalitatea numerelor respective abstracţie 
făcînd de un factor care este unitate. In consecință, din (7) şi (8) 
obţinem 


Š Ł 
(e + Cua — G- = (x + y) (5) (imi, 


unde e, este o unitate a corpului R(î). 
Considerăm egalitatea evidentă 


(e-+ PU t E) e H ty) = Hae t yh, 


pe care inmulţind-o cu (E — 7)'m-D gi folosind egalităţile (9) în cazu- 
rile cind k = si k = 2, obţinem 


a i 
wnh] aa +o- ep (22) a= ter ra — ie, 


rI 
de unde 


£ x 
= (ae 82)! = 


(a Ba) Sm = : P 
E att a(l + €) 


Am obţinut, în acest mod, o egalitate de forma 
zè + cf! Me "(1 A Pin = yi (10) 


unde æ, 8 și y sint numere întregi din R((), care nu se divid prin |, 
iar sọ şi c' sînt unităţi ale corpului R(X). Să aducem această egali- 
tate la forma (2). 

Am constatat mai înainte că m >l și deci m — 1>0 si 4m — 1)> 
> l, deci 


ai + e 8? = 0 (mod P). 


Deoarece B este relativ prim cu Í, există un anumit întreg p’ astfel 
încît Bf” = 1 (mod F). Înmulţinid ultima congruenţă cu 8” găsim 


za = ot (mod Ù), 
unde o = —g8' este un număr întreg din corpul R((). Deoarece 
N(D = }, orice număr intreg din R(() este congruent modulo 1 cu un 


număr întreg rațional. Dacă însă o =a (mod 1), atunci o'= a! (mod F} 
gi deci unitatea s, este congruentă modulo P cu un număr întreg raţio- 
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nal. Conform lemei lui Kummer {teorema 3 $6 ; folosim din nou regu- 
laritatea lui Î) unitatea sọ este putere a l-a în R(X), adică s =, 
“unde y este tot o unitate a corpului R (0). Egalitatea (10) ia forma 


a? | (BY = c'(1 [im yi 


Am obţinut o egalitate de tipul (2) cu deosebirea, totuși, că exponen- 
tul este aici m— 1 în loc de m. Aceasta este însă imposibil, deoarece 
m a fost ales ca fiind cel mai mie. Contradicţia obţinută arată că 
ecuaţia (1) nu admite soluţii în numere întregi nenule v, y și e dintre 
care unul se divide la 7, adică în cazul unui exponent regulat este inde- 
plinit cel de al doilea caz al teoremei lui Fermat. Teorema 1 este 
astfel demonstrată. 


2. Infinitatea numerelor prime neregulate, În tabelele existente 
se găsesc mai multe numere prime regulate decit numere prime nere- 
gulate. Nu se ştie însă dacă aceasta este valabil pentru orice interval 
(1, A). Mai mult, rămîne pină azi deschisă problema infinității nume- 
relor regulate. În această privinţă prezintă interes următoarea teo- 
remă, 


TEOREMA 2. Există o infinitate de numere prime neregulate. 

Demonstrația teoremei 2 se sprijină pe citeva proprietăți ale 
numerelor lui Bernoulli, care vor fi formulatesi demonstrate în para- 
graful următor. 

Fie po ...; Pps UN Sistem finit de numere prime neregulate. Teo- 
rema 2 va fi demonstrată dacă vom găsi un număr prim neregulat 
diferit de py ..., ps Luăm 


n = (pa — 1) ... (Ps — 1} 


Deoarece în cazul numerelor Bernoulli Bp, avem 


“v. sfîrşitul $ 8) atunci pentru 7 natural suficient de mare numărul 


n 


vaţional 


va avea valoarea absolută mai mare decit 1. Fie p un 
n 


număr prim care intervine în numărătorul său (în scriere ireducti- 
bilă). Dacă (p — 1)'n atunci conform teoremei lui Staudt (teorema 
4 §8) numărul p ar interveni şi în numitorul B,, ceea ce ar contra- 
zice alegerea lui p. Prin urmare (p — 1) /n și deci p este distinct 
de Pi, -- Ps (şi diferit de 2). Să notăm prin m restul împărțirii lui n 
prin p — 1, astfel că n = m + a(p — 1). Este clar că m este par şi 
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că 2 < m <p — 3. Qdată cu n nu este divizibil la p — 1 nici numărul 
m. Folosind acum aşa-numita congruență a lui Kummer (teorema 
5 .$8) obţinem în inelul numerelor raționale p-intregi congruenţa 


Ba (mod p). 
m n 


> 
42 m 


>n u a B S e 
Însă —* = 0 (mod p), de aceea” =0 (mod p) si Ba = 
R m i 
=0 (mod p). Cum mia aici una dintre valorile 2, 4 ..., p-—3, potrivit 
consecinței teoremei 2 $6 rezultă că numărul p este neregulat. 
Teorema 2 este demonstrată. 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că ecuaţia r? -> y3= 52% nu are soluţii în numere raționale 
intregi nenule, 

5. Să se demonstreze înfinitatea numerelor prime neregulate de forma 4n + 3 
«se va folosi problemele 9 și 10 $8). 


$ 8. NUMERE BERNOULLI 


Vom expune acum acele proprietăţi ale numerelor Bernoulli 
pe care le-am utilizat în paragrafele precedente. 

Toate seriile de puteri pe care le vom întilni în cele ce urmează 
sint convergente într-o vecinătate a originii sistemului de coordonate, 
iar razele lor de convergenţă pot fi imediat determinate. Nu ne vom 
pune, totuși, problema eonvergenţei, deoarece pentru scopul urmărit 
de noi este suficient să considerăm formal aceste serii (excepţie făcînd 
numai demonstraţia teoremei 6). 


DEFINIȚIE. Numerele raionale Balm > 1) definite prin dezvoltarea 


i , S: Ba ai 
e — 1 TE p m! f o 


se numese numere Bernoulli. 

Convenim asupra următoarelor notații prescurtate. Dacă f(e) = 
= t t a æ- sc. + ax este un polinom, atunci prin f(B) vom 
înțelege numărul a; + Bi + aa Ba + ... + 0„B,. În mod analog, 


dacă f(m, t) este o serie de puteri de forma Și fale) i, unde falx) sint 


n=0 


polinoame, atunci prin f(B, t) vom înțelege seria $) fa B). În aceste 


n=0 
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notații, dezvoltarea (1), de exemplu, prin care e fe detineau numerele 
Bernoulli, ia: forma, i 


; d 
Sa a = e", 

e — i 

Se vede apoi imediat, că pentru orice număr aq 


pet eBt — giatB) 


(pentru demonstraţie trebuie înmulţite seriile din membrul sting). 
TEOREMA 1. Numerele Bernoulli satisfac relația de recurenţă 


(1 + Bye — = 0 pentru m > 2, (2) 


care, în formă dezvoltată, se scrie 


mi 


+ EO BP, —0, m>2, 


Pentru demonstrare punem egalitatea (1) sub forma 
= gll+Bt __ eBt, 


m 


li , i 
Egalind coeficienții termenilor —- (m >- 2) obținem relaţia (2). 


m! 
Pentru m = 2 formula (2) devine | + 2B, = 0, deci 
3, = — m 
i 2 


TE 2. Toate numerele Bernoulli de indice impar, cu excep- 
tia tui Bp sînt nule: 


Bom +a = 0 pentru m > 1. i (3) 


Egalitatea (3) este echivalentă, evident, cu paritatea funetiei 


ceea, ce se verifică imediat. 
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Dăm valorile primelor donăsprezece numere Bernoulli de indice 
par : 


1 | 
Bade p an n e E Ea a 
2 8 sd 3 30 bă 6 4 7 8 30 bi 10 66 ? 
691 7 3617 43867 
Bose B, Boa ZA 
aR 2730 © ° "“ 510° 8 798 ? 
174611 854513 236364091 
Bag = — Ha, Bos E) Ba = a a a E 
330 138 730 


Numerele lui Bernoulli sint în legătură cu sumele de puteri ale 
numerelor naturale, Luăm 


Sun) +24 + (a 1. 
TEOREMA 3. Sumele Kiln) verifică formula : 
(m + 1) San) = (n +4 Bt — Bi (m > 1) (4) 


sau, sub formă dezvtoltată, 


(m + 1) Sala) = Si Oa Buni" (m >1, Bo=1). (5) 


k==0 


Într-adevăr, expresia aflată în membrul drept al egalităţii. (4) 
m+ 


este egală cu coeficientul iui în seria e+ — et, Pe de 


(m + 1)! 
altă parte, 
est — 1 
e(2+8 __ eBt — pët (en: eon 1)=i —— = 
$ e: —1 
n—i 2 co n=? S p”+1 
= t e” = ni + ( r ) = 
r=0 A, A m! 
g0 ij pos E) 
22 ni -}- 3, (m ł 1) Sm (n) MEL 
m=l (m + 1) i 


ceea ce demonstrează formula (4). 
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De remarcat că dacă n = 1 formula (4) coincide cu egalitatea 


TEOREMA 4 (teorema lui Staudt}. Fie p un număr prim si m 
un număr par. Dacă (p — 1) y m, atunci Da este p-înireg (adică La 
nu conţine pe p la numitor). Dacă însă (p —1)im, atunci ph 
este număr p-ântreg și, 


pP„ = —t (mod p). 


Să facem în formula (5) ca n = pr > 1) şi să o reprezentăm 
sub forma, 


Sap) l ml 1 o l 
E - B: yk B, pre, 5 
p” C a DI mm t € mpr Er P (6) 


Este evident că dacă r este suficient de mare suma din membrul 
drept va fi un număr p-întreg. Mai departe, pentru k > 1 găsim 


E1 p1 
Saip?) = 53 $, (u + op)” = p Es u” + mp” > "ti pă v= 
u=0 v=0 t=0 


= pSulp) (mod p*+1), 


ceea ce inseamnă că diferenta 


fm ka & È 
ae ) : a ) (i > 1) (7) 
P P 


este un număr intreg. Din p-integritatea numerelor (6) s (7) se deduce 
că diferența 


Sp) 
Balp) CEI Ea 
P 
este de asemenea un număr p-intreg. 
Prin urmare am demonstrat că pB, este p-intreg gi 


Po = Sa (p) (mod p) (8) 


în inelul numerelor p-îintregi. 
Pe de altă parte, sint verificate congruentele : 


Snp) = — 1] (mod 2), tacă (p — 1) m; (9) 
S„(p) = 0 (mod p), dacă (p — I) phi (10) 
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Într-adevăr, dacă (p — 1)'m, atunci o” = 1 (mod p) pentru 1< 
as p— ilsi deci 
l p-i p- | 
Sap) = Vo” glp llIs (mod p). 


xal x=l 


Dacă insă (p — 1) Ym, atunci, considerind o rădăcină primitivă modulo 
p, fie aceasta y, găsim 


E pl r gi PSR | 
Kalp) = > p” = Yo par — $ sa i = 0 (mod p) 


deoarece pP-l = 1 (mod p) si g” # 1 (mod p- 

Din (8) şi (10) sc deduce acum că dacă {p — 1) atunci PEn= 
=0 (mod p) si deci Bp este p-intreg. Din comgrueiițele (3) si (9) se 
deduce a, doua afirmație a ieoremei 4. 


În cazul cînd m < p-- 1, nnmăut] y —- 1 hu este divizor al 
numerelor k < m, de aceea toti By pentru & < ne sint p-lutregi si 


deci toti termenii sumei aflată în membrul drept al egalității (6) so 
divid prin p°. Prin urmare, se deduce rrniătoarea afirmatie. 
CONSECINŢĂ. Dacă p + 2 şi m < p — 1 (m par), atunci 
Da = Snp) (mod p”). (11) 
TEOREMA 5 (congruența lui Kummer). Dace p este un Număr 
prim şi p— l nu divide numărul par pozitie m, ahunet numărul 
A Im A . z at fy Fi P 
=> este p-tntreg st esie satisfăcută congrue ata 
m ; 
l Drao Part an l 
r a EE (mod p) 419) 
m+p—i m 


2 


(pentru {p —- 1)4m) au perioada 


Cu alte cuvinte, rapoartele - 
m 


p — 1 modulo p. 
Demonstrație. Considerăm funetia 


A aaa aE D a iij 
et — 1 Gt d. 424 m! i 


unde y este o rădăcină primitivă modulo p, 1 < g < p. Notăm ei — 
— l =u. Atunci 


Po) = ll ; 


E E 
(Lu d (u), 


aia 


unde 


Glu) = LI A g 1 00 
(lu)? —1 u gut a us % 


= £ Crt”. 


b= 


Este clar că numerele e, sint p-intregi. 


Să demonstrăm că în dezvoltarea funcţiei G(u) după puterile 
lui î, 


Glu) = ațet — 1) = ele — D= ŞI bu, (14) 
k=0 m=0 M ! 


toți coeficienții 4, sînt p-intregi și au perioada p — 1 modulo p 
(pentru m>0). Evident că dacă ultima proprietate este satisfăcută, 
de unele serii, atunci va fi satisfăcută şi de orice combinație liniară, 
a acestora avind coeficienții p-întregi. Din această cauză este suficient 
să facem verificarea pentru funcțiile (et — 1)”. Aceste funcţii, la, 
rindul lor, sint combinaţii liniare de funcțiile e? pentru valori 
întregi 7 > 0. Însă 


œ p” 
e” = > Fd 
n=0 1b. 


i, conform micii teoreme a mi Fermat 
? ? 


pR+P+1 = 4a (mod p) pentru n> 0, 


deci funcțiile e” au proprietatea cerută, afirmația făcută asupra 
coeficienţilor An fiind astfel demonstrată. 
Egalind coeficienţii din (13) si (14) constatăm că 


Balg” — 1) — A m-a 
mi! T (m = 
de unde se deduce 
Bia 


(9”* 1) =A m-l 


m 


Deoarece g” — 1 # 0 {mod p) pentru (p — 1) ym şi şirul de 
numere g” — 1 are, conform micii teoreme a lui Fermat, perioada 
p— i modulo p, din proprietatea demonstrată pentru numerele 


m 


- cînd (p — 1)4m sint p-întregi şi au 
m 


perioada p — i modnlo p. Teorema 5 este demonstrată. 


A Se deduce că numerele 
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TEOREMA 6. Numerele Bernoulli Bom verifică formula 


Am)! : 
Bon = (— D Ulm), (15) 
AT] 


unde Y(2m) este valoarea C-functiei Riemann C(s) peniru s = 2m. 


Pentru demonstrare dezvoltăm functia ra a fracții simple : 
e — 


1 ee 1 1 1 e o 
a i 1 ——— = — — -+ y, ei IE i Fit - —— t 


et] 2 ndot — rin 2 sa È + (27n) 


(16) 


Această dezvoltare poate fi dedusă, de exemplu, din dezvoltarea 
frecvent întilnită a cotangentei : 


o "da 


t 1 4 Sa 
etg? = — i 
ii fos n 122 amas (za 


folosind faptul că 


Qiz i e—iz Dy 
cig s = aon i: a 
a pi? — e-i p I 
Din (16) se deduce că 
ti ea A 5 EEA i 
et —1 2 2 2ra) 
şi deoarece 
2 am 
a X-a) 
Ë -b (27n) msl Da 4 
se deduce că 
Hă FĂ co æ și pan 
=1 = 2 SI (ot = 
e — i 2 X Azi (27n)? 
i te 22m) om 
=1— 24E (Dra e a 
2 2 (23) 


Avind în vedere această egalitate şi dezvoltarea (1), prin egalarea 
coeficienţilor se obţine egalitatea (15). 
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i 


Din formulele (15) ne putem face o imagine despre creșterea 
numerelor |Bm! cînd creşte indicele, Deoarece [(2m)> 1 şi (2m)! > 


2m 


e 


atunci : 


; 1% 
Bonm! > 2 
Te 


În particular obținem că 


+ 
na | — oo dacă m 
i 


PROBLEME 


1. Să se demonstreze că 


— oo. 


7 
) (ceea ce se deduce din cunoscuta formulă a mi Stirling), 


(x = B)” = {x — 1i — B)”, m> 1, 


2. Să se demonstreze că 


i tiè Î 
2 2m-1 


3. Fie p un număr prim diferit de 2. Să se demonstreze că 


4. Fie p> 3 un număr prim de forma 4k -+ 3. Să se demonstreze că numărul k 
al claselor de divizori ale unui corp pătratic imaginar RYZ) verifică congruenţa 


2 


k= —2Bpua (mod p). 


Usi 
2 


5. Să se demonstreze că pentru p prim, p> 3, 


a 1 F1 1 
SR mei hi -——— 2 
Tez gE Proe g a) ROLE de 
6. Să se demonstreze formula 
k—1 s m 
(ka -+ BP = a Y f etm DB 
SQ k 


{k şi m sînt numere naturale), 
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Ta 2 
z = 2 (5 -2) B p41 (mod p). 


7. Funcţia tgr admite dezvoltarea 


Ş pan 
tg a = Ta cara 
pal (2n 1) ! 
uade 

Ta = 22n(227 —1) Bal . 


2n 


Să se demonstreze că toţi coeficienţii Tm sînt numere naturale. 
8. Să se demonstreze că pentru m> ií 


2B,m = 1 (mod 4). 


9. Fie q un mumăr prim astfel încît 2g +- 1 este număr compus (de exemplu qg = 
= 1 (mod 3)). Să se demonstreze că numărătorul numărului Bernoulli Bee conţine (în 
reprezentare ireductibilă) un număr prim de forma 4n + 3.. 

10. Fie pp- pg numere prime mai mari decit , 3, M = (p, — 1)... (pe ~ 1) 
şi g un număr natural care verifică congruența q = 1 (mod M). Să se demonstreze că 


iz Ă : ME m Ti SEA ra; Baa 
nici unul dintre numerele prime pys.. ., Pps hu intervine în numărătorul fracției IA 
q 


COMPLEMENTE ALGEBRICE 


$1. FORME PĂTRATICE PESTE UN CORP ARBITRAR 
DE CARACTERISTICĂ DIFERITĂ DE 2 


Vom expune în acest paragraf un şir de noţiuni generale despre 
tormele pătratice peste un corp arbitrar. În cazul faptelor î în general 
cunoscute ne vom mărgini la formularea rezultatelor. În cele ce ur 
mează voin nota cu K un corp arbitrar de caracteristică diferită de 2. 
Pentru orice matrice A vom nota cu A' matricea transpusă acesteia. 


1. Fehivalenţa formelor pătratice. O formă păitratică peste cor- 
pul A este un polinom omogen de gradul al doilea cu coeficienți din K. 
Orice formă pătratică f poate fi scrisă sub forma 


n 
X Aizti js 


ijel 


unde ay = ny Matricea simetrică 
A = (lig) 


se numeşte matricea formei pätratice f. O formă pătratică este com- 

plet deter minată, pînă la notarea nedeterminatelor, de către matricea 

sa. Determinantul d = det A se numeste determinant ul formei pä- 

tratice f. Dacă d= 0 forma f se numeste sineulară, în caz contrar se 

numeste nesingulară. Notind cu X coloana nedeterminatelor Dja ee 
» čm forma pătratică f se poate scrie 


f=: 


Considerăm nedeterminatelo Yy <.. Ya De care le introducem 
in locul nedeterminatelor £p .- -8a prin formulele 


n 


vi = Y ey A SiS m ege Ah 
j= 


Această transformare liniară se poate scrie sub forma matricial 
xX = CY. 


unde Y este coloana nedeterminătelor Yj; - - 3 Yas iar C este matricea- 
(cu). Înlocuind nedeterminatele i, .. -s Em în forma pătratică f prin 
nedeterminatele Yı... ya, obţinem (după efectuarea tuturor ope- 
vaţiilor necesare (o nouă formă pătratică g (tot peste corpul K} 
în nedeterminatele yy; .. > Yn. Matricea. 4, a formei pătratice g este 


A, = CAC. (1) 


Două, forme pătratice f şi g se numesc echivalente, f ~ g, dacă. 
există o transformare liniară nesingulară a nedeterminatelor cu aju- 
torul căreia una dintre a forme să se transforme în cealaltă, (pînă. 
la notarea nedeterminatelor), Din formula (1) se deduce teorema 
următoare. 


TEOREMA 1. Dacă două forme pătratice sâni echivalente, determi- 
nanţii acestora diferă printr-un factor nenul care este pătrat în K. 

Fie y un element arbitrar din K. Dacă în K există elementele 
Zis e. Xp astfel încît 


fiu, Soap ty) = Ya 


se spune că forma pătratică f reprezintă pe y. Cu alte cuvinte, elemen- 
tul v este reprezentat de forma f dacă este valoarea acestei forme 
pentru anumite valori ale nedeterminatelor. Se observă uşor că for- 
mele pătratice echivalente reprezintă acelaşi element ai corpului E. 

Vom spune, în continuare, că forma f reprezintă elementul nut 
din corpul A dacă există valorile nu toate nule s; = ae K(1 < 
< i < n) astfel ca ffas --. €n) = 0. Proprietatea unei forme de a; 
reprezenta pe zero se păstrează, evident, atunei cînd se trece la o 
formă echivalentă. 

TEOREMA 2. Dacă forma pălratică f în n nedeterminate reprezintă. 
elementul a 0, atunci este echivalentă cu o formă de tipul 


2 
agi H (a -> ah 


unde g este o formă pătratică în n — 1 nedeterminate. 
Asupra demonstrării acestei teoreme vom remarca numai urmă- 


toarele. Fie flas .. ca ap) = z, unde nu toti x; sint nuli. Este atunci 

poi 1? Ru: ARE i i iz Sua dal i 
posibilă construirea unei matrici C nesingulare, a cărei primă coloană 
este constituită din a, e ap. Dacă vom supune acum forma f 
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unei transformări liniare de matrice C, a nedeierminatelor, vorn, 


obţine o formă în :care g este coeficient al pătratului primei nedeter- 
minate. Demonstrația se continuă în mod obisnuit, 

Dacă matricea formei pătratice este diagonală (adică toţi coefi- 
cienţii produselor nedeterminatelor distincte sint nuli), atunci o 
astfel de formă o vom numi diagonală. Din teorema 2 se deduce 
imediat teorema de mai jos, 


TEOREMA 3. Orice formă pătratică peste corpul K poate fi adusă 
la forma diagonală printr-o transformare liniară nesingulară a nedeter- 
manatelor. Altfel spus, orice formă pătratică este echivalentă eu o anumită 
formă diagonală. 

n scriere maitricială teorema 3 arată că oricare ar fi matricea 
simetrică A, există o matrice nesingulară C, astfel încît mâtricea 
C'AC să fie diagonală. 


2. Suma directă a formelor pătratice. Deoarece notarea nede- 
terminatelor nu este esențială, putem considera că două forme pätra- 
tice f şi g nu au nedeterminate comune. În acest caz forma f+-g 
se numește sumă directă a formulelor f şi g şi se notează f + g (pentru 
a nu fi confundată cu adunarea uzuală a formelor pătratice care con- 
ţin aceleaşi nedeterminate). Este evident că dacă g ~h, atunei gi 
Jig~f+h. În continuare vom arăta că, afirmația reciprocă este 
de asemenea adevărată. 

TEOREMA 4 (teorema lui Witt). Vie f, g si h forme pătratice nesin- 
gulare peste corpul K. Dacă formele f+ g și f+ h sint echivalente, 
atunci şi formele g şi, h sînt echivalente. l 

„Demonstraţie. Fie fọ o formă diagonală echivalentă cu forma Ï- 
Atunci, așa cum s-a arătat mai sus, f+ g ~ fo tg ŞI f- h ~ fo+ h, 
de unde se deduce că fo +g ~ fa + h. În acest mod, forma f poate 
fi considerată ca fiind o formă diagonală. Se vede acum uşor că pentru 
demonstrarea teoremei este suficient să considerăm cazul f = aa, 
a+0. Să notăm prin A şi B matricile formelor g şi respectiv h. Deoarece 
formele az + g şi ax? -& h sînt echivalente, există matricea 


astfel încît 

t y) p 0 [ 5 -(; 0 

S Tjo AJT Q) W 28) 
(S este o matrice linie, iar 7 este o matrice coloană.) Din această 
egalitate se deduce: 


"aa + TAT = &, (2) 
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va + AQ = 0, (3) 
Vas + QAQ = B. A (4) 


dem PPE : SR tel 
Trebuie să demonstrăm că există o matrice miner dea Cu astie 
încât CAC, = B Matricea Co o vom căuta printre cele de tip 
Co = Q + ETS, 
erminăm elementul E în mod convenabil. Avind în vedere 
i (3) găsim că 
7 pd ! t Y = 
CHAC = (Q' + ES T'A + & TS) 


urmînd să, det 
relațiile {2} $ 


= QAQ + ES T'AQ + EQ'ATS + ESTATS = 


= Q'AQ + a [(1 — y?) E2 — 2v5] S'S. 


Egalitatea (4) arată că membrul drept al d e Sem _ ee 
egal cu matricea B dacă (1 — y’) 2 — gi, za L. ] a i îi i dai 
obţinută, care mai poate îi scrisă în i a [A al A a el 
5 jg în c i icare ar fi y e reami , 

are solutia £, în corpul K, oric E K (re i racteris 
tica lui K nu este 2). Prin urmare am găsit matricea C= Q T o 25, 
astfel încât CAC, = B. Deoarece matricea B a fost pr since 
i unei şi i > Desi ă. Teorema 4 este - 
gulară atunci şi matricea Ca este nesingulară. Teorem 


strată. 


3. Reprezentarea elementelor corpului. 

TEOREMA 5. Dacă o formă pătratică nesingulară Gide ps 
meniul nul din corpul K, atunci aceasta reprezintă toate elemen 
din K. | | l nl 
Demonstratie. Deoarece două forme echivalente reprezinta peria 
leaşi elemente din corp, este suficient să se pp pa di pană a 

i Î + > j e. T 
cazul formei diagonale f = ati +. d Ana ae ag le sata a 
+ ang? = 0 o reprezentare a lui zero și y un ga i S 
corpului K. Putem considera că g # 0. Atribuim nedetermi 
Deco Valorile 


z = a(l + t), 2r = a(t — (o Dac a 


i fiind o nouă nedeterminată. Înlocuind în forma f aceste valori ale 
nedeţerrninatelor se găseşte 
BA a 2 
J* = f*(t) = 2a t — Zai — a. — Daan = 4a at. 
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31 — c. 1756 


Pentru t = d 5» obţinem valoarea f* = y. 


daai 
TEOREMA 6. Forma pătratică nesingulară f reprezintă elementul 
nenul y din K, dacă şi numai dacă forma —ya? -+ f reprezintă pe zero. 


Demonstraţie. Necesitatea condiției este evidentă. Admitem că 
— yaa Hfl eee a) = 0, 


5 .. . Y > %, 
nu toţi æ; fiind nuli, Dacă ag este nenul, atunci y = f (=, T A . 
Zo Xo 
Dacă însă a, = 0 forma f reprezintă pe zero şi atunci, conform teo- 
remei 5, ea va reprezenta toate elementele corpului K. 


OBSERVATE. Din demonstrația teoremei 6 este clar că se obţin 
toate reprezentările elementului y cu ajutorul formei f, ştiindu-se 
numai toate reprezentările lui zero cu ajutorul formei — y3 + f (este 
suficient să se cunoască toate reprezentările pentru care s, este nenul), 
Astfel problema reprezentărilor nenule ale elementelor corpului K 
prin forme pătratice nesingulare se reduce complet la problema repre- 
zentărilor lui zero prin forme nesingulare într-un număr de nedeter- 
minate mai mare cu o unitate. 

TEOREMA 7. Dacă pentru forma f, care reprezintă pe zero, se 
cunoaste o reprezentare a acestuia, se poale determina o transformare 
liniară nesingulară a nedeterminatelor astfel ca forma f să se reprezinte 
sub forma 


Ya + PEEN aneis Ya): 


Demonstrație. Analog cu demonstrația teoremei 5 se găsesc mai 
întâi is.. -3 An astfel ca fla .--, Xn) == 1. Conform teoremei 2 f 
poate fi adusă la forma zi + fhläa <., Laje Deoarece pentru forma 
a + f, este cunoscută o reprezentare a lui zero, se pot determina, 
evident, Bi, -.-, Ba astfel ca filBis e. Ba) = —1. Aplicind din nou 
teorema 2 obținem pentru f, reprezentarea — 23 -+ M(Yz, - - -3 Ya) 
Notind sj — La = Y, V a = Ya ajungem la rezultatul cerut. 


OBSERVAȚIE. Considerăm o formă pătratică nesingulară peste 
corpul K care reprezintă pe zero; presupunem că putem. găsi cel 
puțin o reprezentare a acestuia. În acet caz, după o transformare, 
forma considerată devine 


Via H eo F Yzs=1 Ya t Mase ... Yn) (5) 


în care forma h nu îl mai reprezintă pe zero. În cazul unei reprezentări 
arbitrare a; lui zero prin forma (5) cel puţin una din valorile nedetermi- 
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natelor Yis Va + -3 Vas-w Yzs este nenulă,. Pentru a găsi acele reprezen- 
tări în care, de exemplu, 4, = a, # 0 trebuie să atribuim nedetermi- 
natelor Yz, ..., Ya valorile arbitrare das «+9 Æp, iar valoarea lui y 

o determinăm din ecuaţia, l i 


Yz E gta H an. H gl dessi, eeg Xa) = Q.. 


in acest fel, problema găsirii efective a tuturor reprezentărilor lui 
zero (din corpul K) printr-o formă pătratică arbitrară nesingulară 
va îi rezolvată atunci cînd se cunoaşte un criteriu care permite să, 
se stabilească dacă forma dată reprezintă sau nu pe zero şi, în afară 
de aceasta, dacă se indică un algoritm cu ajutorul căruia se “a putea 
gasi pentu orice formă ce reprezintă pe zero cel puţin o reprezentare 
a acestuia, i 


n > pi E ; 
TEOREMA 8. Admitem cd în corpul K se găsesc mai mult de cinci 
elemente. Dacă forma diagonală 
2 
awi t... H aa (ae K) 
reprezintă pe zero în corpul K, ewistă atunci o reprezentare a Lui zero 
în care valorile tuturor nedeterminatelor sânt nule. 


atunci oricare ar fi b nenul există elementele nenule a si B astfel încît 


2 baat p 9 
+ b8? = à. Pentru a demonstra acest fapt considerăm identi- 
Phe 


Demonstraţie. Demonstrăm mai întîi că dacă ač = Æ 0, 


a eat) pa 40 1 
j She a: 
+1) (+IP 
Înmulţină această identitate cu ač? = à, obţinern 
„t — 1)? 2% X% 
CE -+ ajl- = 
| ai) i |; rai) E SU 


Alegem acum în corpul K elementul nenul y astfel incit valoarea, 


i = t = să fie diferită de -+ 1. Deoarece în K fiecare dintre 


a 
ecuaţiile bg? — a = 0 şi bæ? + a = 0 nu are mai mult de două, soluții 
deducem că în corpul K se află cel mult cinci elemente dintre care nu 
poate fi ales y. Deoarece conform condițiilor teoremei corpul K 
conţine mai mult de cinci elemente, atunci există elementul cerut 
Înlocuind în identitatea (6), t = to obţinem á 


b1} 2y j? 
(rti) (2 
( htl b +1 d 
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32 = C. 196 


şi deci afirmaţia făcută este demonstrată, Încheierea demonstraţiei 
este acum imediată. Dacă reprezentarea a, €f + ee T anr =0 
are proprietatea că î 7 0, ..., č 0, Ép = oo = Ep = 0, unde 
t >2, atunci pe baza celor demonstrate mai sus pot fi găsite « și B 
nenule astfel ca a,£ = aa? + ap? şi se obţine o reprezentare în 
care numărul valorilor nenule ale nedeterminatelor este mai mare 
eu o unitate. Aplicind acest procedeu de citeva ori se obţine în final 
o reprezentare în care toate valorile nedeterminatelor sînt nenule. 


4%. Forme pătralice binare. Se numesc binare formele pătratice 
în două nedeterminate. 


TEOREMA 9. Toate formele pătratice binare nesingulare din corpul. 
K care reprezintă pe zero sînt echivalente. 

Într-adevăr, conform teoremei T toate aceste forme sînt echiva- 
lente cu forma YYa 

TEOREMA 10. Pentru ca forma pătratică binară f cu determinantul 
d 0 să admită o reprezentare a lui zero este necesar și suficient ca 
elementul —d să fie pătrat (adică —d = a?, ae K). 

Demonstraţie. Necesitatea condiţiei rezultă din teoremele 1 și 7. 
Reciproc, dacă f = ag? -+ by? şi —d = — ab = g”, atunci f(a, a) = 
= q&a? + ba? = 0. 

TROREMA Îl. Pentru ca două forme pătratice binare nesingulare 
să fie echivalente, peste corpul M, este necesar şi suficient ca: (1) deter- 
minanţii acestora să difere printr-un factor care să fie un pătrat în K ; 
(2) să existe în K cel pulin un element care este reprezentat simultan 
de formele f si g. 

Demonstrație. Necesitatea ambelor condiții este evidentă. Pentru 
a arăta suficiența acestora, alegem elementul d z 0 în K, reprezentat 
de formele f şi g. Conform teoremei 2 formele f şi g sînt echivalente res- 
pectiv cu forme de tipul fi = ag? + py? şi g, = at + By. Conform 
primei condiţii cf trebuie să difere de af' printr-un factor care să, 
fie pătrat, de aceea B’ = By?, ye K, deci f ~ g 3i f ~g. 


PROBLEME 


1, Să se Qemonstreze că o formă pătralică singulară reprezintă totdeauna pe 
zero. 
"3. Să se demonstreze că teorema 5 nu esie, în gencral, valabilă pentru forme 
pătratice singulare. , 

W Să se arate că dacă forma pătratică binară x? — gu? reprezintă clementele 
yi Și ya din K, atunci reprezintă şi produsul yY. 


4. Să se arate că teorema 8 nu este valabilä în corpuri care nu conțin mai mult 


de cinci clemente. 
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5. Considerăm descompunerea în aşa-numitele clase Witt a mulţimii tuturor 
formelor pătratice de n = 0, 1,... nedeterminate peste corpul K (zero fiind privit 
aici ca o formă nesingulară avind mulţimea nedeterminatelor vidă și carc nu reprezintă 
pe zero). Spunem că formele f) şi fe aparţin aceleiaşi clase Witt [A] = [f] dacă 
scriind aceste forme ca în (5) formele h (care nu reprezintă pe zero) conţin în ambele 
scrieri același număr de nedeterminate și sint echivalente. Adunarea claselor Witt 
fiind definită prin formula [f] + [f] = [f 4- fel să sc arate că, relativ la această 
operaţie, clasele Witt formează grup. 

6. Să se determine grupul claselor Witt pentru formele păiratice peste corpul 
numerelor reale și peste corpul numerelor complexe. 

T. Să se arate că orice formă pătratică peste un corp finit reprezintă pe zero 
dacă numărul nedeterminatelor sale nu este mai mic decit trei (caracteristica corpului 
fiind diferită de doi). 

8. Să se demonstreze că orice lormă pătratică nesingulară peste corpul finit X 
de caracteristică diferită de doi şi avind numărul nedeterminatelor mai mare ca doi 
reprezintă toate elementele nenule din X. 

9. Să se arate că orice formă pătratică de n nedelerminate peste un corp finit de 
caracteristică diferită de doi și avind d Æ 0 este echivalentă cu forma x2- e.e H H 
J- dz?, 

10. Să se demonstreze că două forme pătratice nesingulare de n nedeterminate peste 
corpul finit & de caracteristică diferită de doi, avind determinanţii d, respectiv d, 
sint cehivalenle, dacă și numai dacă d, = dË? pentru un anumit E nenul din X. Astfel, 
oricare ar Ti n > 1, există exact două clase de forme pătratice peste corpul X. 

11. Fie 5 un corp finit de caracteristică diferită de doi. Să se demonstreze că 
grupul claselor Witt peste corpul E este un grup ciclic de ordinul 4 dacă — 1 nu este 
pătrat în E şi este produsul a donă grupuri ciclice de ordinul al doilea dacă — 1 = 
= Etc X). 

13. Să se demonstreze că grupul clasetor Witt peste corpul K de caracteristică 
diferită de doi este grup abelian periodic de ordin putere a lui de doi dacă -~ 1 este 
pătrat în acest corp. 


$2. EXTINDERI ALGEBRICE 


Mai multe teoreme din acest paragraf vor fi date fără demonstra- 
ţie. Cititorul poate găsi demonstrațiile respective, de exemplu, în 
cărțile : VAN-DER-VAERDEN B.E., Algebră modernă, vol. I, cap. 5, 
(Moscova-Leningrad, 1947) sau LANG, S., Algebra, cap. T — 3 (Mos- 
cova, 1998). 


1. Extinderi finite. Dacă un corp O conţine corpul k drept sub- 
corp se spune că Q este extindere a corpului X și se serie Q/k. Dacă 
un corp K este subeorp al corpului Q și conţine, la rîndul său, corpul 
k, adică se verifică incuziunea kc K c Q, atunci K se numeşte 
corp intermediar al extinderii O/k. — 

__ Orice extindere Q/k poate îi considerată ca un spațiu liniar 
(vectorial) peste corpul k (relativ la operaţiile de adunare în O și 
de înmulțire cu elemente din hi). 


DEFINIȚIE. Extinderea E |k se numeşte finită cînd corpul E, privit 
ca spațiu liniar peste k are dimensiune finită. Această dimensiune se 
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numeşte gradul extinderii Kik şi se notează (K: k). Orice bază a 
corpului K privit ca spaţiu liniar peste k se numeşte bază a extin- 
derii Kb. 

Dacă extinderea K/k este finită, atunci oricare ar fi corpul inter- 
mediar K, extinderile K,/k şi K/K, sint, desigur, finite. Reciproca 
este şi ea adevărată. 


TEOREMA 1. Fie Kg un corp intermediar al extinderii K|k. Dacă 
extinderile K|Ky şi Kolk sînt finite, extinderea KIk este de asemenea, 
finită și gradul său este dai de produsul gradelor extinderilor KJK, şi 
Folk: 

(E: k) = (K: KXK: k) 


Demonstraţie. Fie 6, ..., On o bază a lui K/K, iar op -ag On 
o bază a lui K,/k. Deoarece orice element din K poate îi seris ca o 
combinaţie liniară de produse 60; extinderea K/k este finită. Se 
deduce uşor că; aceste produse sint liniar independente peste k, de 
accea (K : k) == mn. 

Oricare ar fi corpul k se notează cu kft] inelul polinoamelor de 
nedeterminată i avind coeficienți din K. 

Considerăm o extindere Q/k a corpului k. Elementul «e Q se 
numeşte element algebric peste k dacă este rădăcină a unui polinom 
f(t) nenul din inelul kft]. Alegem dintre toate polinoamele f(t) (care 
admit pe a ca rădăcină) polinomul q(î) z 0 de grad minim și avînd 
coeficientul dominant 1. Deoarece orice polinom f(t) este divizibil 
prin e(î) (în caz contrar restul nenul al împărțirii lui f la o ar avea 
rădăcina « şi deci gradul său ar fi mai mic decit cel al lui ọ), atunci 
aceste condiţii determină unic polinomul q(t). Acesta se numeşte 
polinom minimal al elementului algebric ze Q, peste corpul E. Poli- 
nomul minimal ee kft] este totdeauna: ireductibil, deoarece din des- 
compunerea ș = gh rezultă că «æ este fie rădăcină a lui g(t), fie a lui 
R(t). Orice element ae k este algebric peste k iar polinomul său mini- 
mal este t — a. Elementul £e Q, care nu este algebric peste k, se 
numește transcendent peste k. 

Extinderea Q/k se numeşte algebrică dacă orice element «e Q 
este algebric peste k. 


TEOREMA 2, Orice extindere finită K/k este algebrică. 


TEOREMA 3. Considerăm în extinderea Qjk elementul a algebric 
peste k, iar polinomul său minimal q(t)e kit] are gradul m. Atunci 
puterile 1, a,..., a”! sânt liniar independente peste k și toate combina- 
tiile liniare ale acestora 


to aa ek. F am- (1) 
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avind coeficienţii ae K formează un corp intermediar notat k(a). 
Extinderea k(a)|k este finită si are gradul m. 

Pentru a aduna două elemente ale corpului k(x), scrise sub forma 
(1) trebuie, evident, să adunăm coeficienții respectivi. Pentru a re- 
prezenta sub forma (1) produsul elementelor E = ga) şi n = h(a), 
glt) şi R(t) fiind polinoame din kft] de grad mai mic sau egal cu m — 1, 
este necesar să împărțim cu rest pe gh la o: 


VOR = pt) ali) + r(t), 


unde gradul lui r(t) nu depășește m -- 1; din (a) = 0 deducem că 
Zn = 7(a). În acest fel operația de înmulţire este complet definită 
în extinderea k( «)/k de către polinomul minimal o(t) al elementului g. 

Considerăm acum o mulțime finită de elemente a... 
din corpul Q, algebrice peste k gi fie mu, ..., m, gradele polinoamelor 
minimale ale acestora relativ la k. Toate combinaţiile liniare de 
elemente 


at. S (OS pr, Cm, 0 sr, <<) 

cu coeficienți din X formează un corp intermediar. Acesta se notează, 

CU (a, ee, 2s) Şi se numește corpul generat de elementele w, ..., a. 

Gradul său peste k nu depăşeşte produsul m, ... Mm, Orice extin- 

dere finită K/k inclusă în O poate fi scrisă sub forma K = k (w... 
- 3%) pentru anumiți a, ay Zs. 


„_ DEFINIȚIE. Orice extindere finită K |k se numește simplă dacă con- 
tine un element 9 astfel încît K = k(9). Orice element Oe K pentru 
care K = k(9) se numește element primitiv al corpului K relativ la k. 

__ Elementele primitive ale corpului K peste k se caracterizează 
prin aceea că gradele polinoamelor lor minimale sînt date de gradul 
extinderii K/k. 

TEOREMA 4. Fie Q/k şi O'/k două extinderi ale corpului k şi, fie 
elementele Qe O și 0'e Q' care sînt algebrice peste k și au același poli- 
nom minimal (1). Există atunci un izomorfism unic al corpului k(0) 
pe corpul k(9'), astfel încât 9 —> 9 și a —> a pentru orice ae R. 

Să notăm cu m gradul polinomului (t). Iromorfismul k(0) —> 
-> k(9), stabilit prin teorema 4 coincide cu aplicaţia 

aa H MO nn fr Anl o apt a hr eee H ang 0-1 (2) 
(Ag + - 3 Cm- fiind elemente arbitrare din corpul k). 

Am considerat pină acum extinderi finite K/k inchise într-o 
extindere iniţială Q/k. Trecem acum la problema construirii extinde- 
rilor finite peste un corp k fixat. 
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TEOREMA 5. Pie k un corp. Oricare ar fi polinomul ireductibil 
q(t) din inelul k[t], de grad n, există o extindere finită Kik de grad n, 
în care acest polinom « are o rădăcină. Batinderea Kik este unică, 
abstractie făcînd de un izomorfism care lasă elementele lui k invariante. 
Dacă (0) =0, 0e K, atunci K — k(0). 

Corpul K (în cazul n>1) se construieşte astfel. Alegem un 
nou obiect 0 şi considerăm mulţimea K a tuturor combinațiilor li- 
niare formale 

ao FH 0 e... kr apa 0 (3) 


cu coeficienți q; E k. Dacă notăm cu g(t) polinomul ag t at + ... 
ase F at", expresia (3) este tocmai g(0). Fie £ = g(0) şi y = h(0) 
două combinaţii liniare de forma (3) (g şi k sint polinoame din k[t] 
de grade ce nu depăşesc n — 1). Se notează cu s(t) suma g(t) +h(è) 
şi cu r(t) restul împărțirii produsului g(t) R(t) la e(t), atunci 


E + q = (0), En = r(89). 


Se verifică imediat că faţă de aceste operaţii multimea K este corpul 
căutat. | l : 

CONSECINȚĂ. Pentru orice polinom f(t)e k[t] există o extindere 
finită K|k în care f(t) se descompune în factori liniari. 

Un corp k peste care nu există extinderi finite diferite de k se 
numeşte algebric închis. Un corp k algebric închis este caracterizat 
prin aceea că în inelul biż] toate polinoamele se descompun în factori 
liniari. 

2. Norma și urma. Fie K/k o extindere finită de gradul n. Pentru 
un «e K oarecare, aplicaţia E —> at(te K) este o transformare li- 
niară a lui K (privit ca spaţiu liniar peste k). Polinomul caracteristic 
felt) al acestei transformări liniare se mai numeşte şi polinomul carac- 


teristic al elementului e e K relativ la extinderea K/k. Dacă oy.. -s On 
este o bază a extinderii K/k şi 


t 
ao = X ijj Agë k, Í (4) 
Fr) 


atunci, aşa cum se ştie, 
falt) = det (tE — (@u)) 
unde E este matricea unitate de ordinul n. 
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TEOREMA 6. Polinomul caracteristic falt) al elementului ae K rela- 
tiv la extinderea K/k este o putere a polinomului situ minimal ọ(t) 
relativ la k. 


DEMONSTRAȚIE. Fie l 
Oat) = P p oti n A Cm 


Conform teoremei 3 puterile 1, a, ..., ai formează o bază a extin- 
derii k({a)/k. Dacă 6, ..., 0, este o bază a lui K/h(a) atunci se poate 
alege o bază a lui K/k formată din produsele 

Orat eraa + IN s O a e ORE ARON a ia 


IF 


Matricea transformării liniare # -> ač în această bază va fi o 
matrice diagonală, celulară, ale cărei celule vor avea forma 


pA i Ostia, „SORĂ 
| 0 o 1-0 o0) 


| A 
[n sa cai dpi caca So NE a ae i E aa: E 
ga 00 10: cms, 10 E 


> i 
\ Em m Em- m Cm- te Ca 4 y 


Polinomul caracteristic al acesteia este a(t) = 1 — Gtt... F Cm 
şi se calculează imediat. In consecință j, = ọ} şi astfel am demonstrat 
teorema 6. 

Deoarece atunci cind se schimbă baza unui spatiu. liniar printr-o 
transformare liniară această matrice se înlocuieşte cu o matrice ase- 
menea, se deduce că atit determinantul, cit şi urma matricii (a) 
definită de egalitatea (4) nu depinde de alegerea bazei oj, ..., On- 


DEFINIȚIE. Determinantul det (ay) al matricii (a) din descompu- 
n 


nerea (t) se numește normă, iar urma acestei matrici Sp (du) = di 
i5 


se numeşte urmă a elementului ae K, relativ la extinderea Kik. Norma 
şi urma se notează cu Ngala), respectiv. Sp gala), sau, pe scurt, 
N(«) şi Sp (a). 

Fiind dat un element ae k, matricea transformării liniare & —> 
— az(£e K) este matricea diagonală aE. Din această cauză clementul 
a din corpul subiacent k satisface relaţiile 


Nana) = a", Sp gela) = na. 


Deoarece la adunarea şi înmulţirea iransformărilor liniare matricile 
lor (într-o bază fixată) se inmultesc și, respectiv, se adună, deducem 
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că pentru oricare « şi 8 din K sint valabile formulele : 
Nunta 6) = Nre Neb, (5) 
+ 
Sp gala + 5) = Sp zala) + Sp xB). (6) 


Matricea, transformării liniare č —> aat(ac k, ae K) se obţine 
din matricea transformării & -> «E prin înmulţirea tuturor elementelor 
sale cu a. De aceea este valabilă formula 


Sp zla a) = a Sp gala) (ae hi, ae K). (T) 

Dacă g este nenul, avînd în vedere nesingularitatea tranor- 
mării & > ať norma Nr (e) este de asemenea, nenulă. Formula (5) 
arată deci că aplicaţia « > Nga) este un homomorfism al grupului 
multiplieativ K* al corpului K în grupul imultiplicativ 7* al 
corpului X. În ce priveşte aplicaţia « > Sp Kida) relațiile (6) si (7) 
arată că aceasta este o funcţie liniară pe K, avind valori în 
corpul subiacent k. 


TEOREMA 7. Fie Ojk o extindere în care polinomul caracteristic 
f(t) al elementului a e K, relativ la extinderea finită Kik, se descompune 
complet în factori liniari : 


ft) Sa (t a x) zeA (t J TON 
În acest caz i 


Ngula) = Atg... ta SD rala) = h t aat... a 
Demonstraţie. Dacă 
ft) = det (tE — (au) = tE + at +... a 


i 


atunci 
a, == Sp (a), a, = (—1)” det (aj). 
Pe de altă parte, din formulele Jui Viéte se deduce 
Mp F Za T e.e F ap SQ Oaie la = (Pa, 


ceea, ce demonstrează teorema. 


TEOREMA 8, Utilizînd notaţiile teoremei 7, polinomul caracteristic 


fult) al elementului y = ga)e Kig(t)e K[1]) se descompune în corpul 
Q ca mai jos: 


(2 — glo) (E — aa) -e (i — gta). (8) 


+ 
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mamii 


Demonstraţie. Observăm mai întii că în polinomul (8) coeficienţii 
aparțin corpului k, fiind funcţii simetrice de a, ... «p. Considerăm. 
polinomul minimal ọ,(t) al elementului y peste k. Supunind egalita- 
tea e(9(a)) =0 acţiunii izomorfismului (a) — (a) (prin care 
a -> a și a —> a, dacă ae k) obţinem oy(g(%:)) = 0. Toate rădăcinile 
polinomului (8) sînt, în acest mod, rădăcini și ale polinomului e,(t), 
ireduetibil peste k, ceea ce este posibil numai dacă acesta este o pute- 
re a lui o). Pentru a încheia demonstraţia mai trebuie aplicată şi 
teorema 6. 

Fie kce M c Lun lanţ de extinderi finite. Pentru extinderile 
K/k şi L/K alegem bazele o, ..., us respectiv 0... 9. Pentru 
un element arbitrar ye L vom scrie 


m 


y d, Ta. X tjs Des Lig E K, 
sal 
n 
Xis (O = A QisirOr, Cistir € k. 


ral 
Deoarece 


700; = X jsir O, Oss 
Sr 


atunci Sp riy) = X, G Pe de altă parte, vom avea 
P i8; m jiti F 3 
23 


s 


Sp (Sp zirh) = Sp ral 5 ka) = >23 Visu 
îi 
În consecinţă, oricare ar fi ye E, 


Sp zaly) = Sp xn(SP rzfy)). (9) 


O formulă analoagă este valabilă şi în ceea ce priveste norma (pro- 
blema 2). 


3. Extinderi separabile. DEFINIȚIE. Eatinderea finită K|k se 
numește separabilă, dacă functia liniară E — Sp gal), Ee K, nu 
este identic nulă. 

În cazul cînd caracteristica corpului k este zero, Sp gll) = n = 
= (K: k). În consecinţă, toate extinderile finite ale unui corp de 
caracteristică zero sint separabile. Aceasta se menţine, bineînțeles, 
şi pentru acele extinderi finite ale unui corp de caracteristică p, al 
căror grad nu se divide prin p. 
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În extinderea finită separabilă SI să alegem o bază Oy <a., Oa 
şi să considerăm matricea i 


(Sp (0 Dhsijan. (10) 
Dacă deter minantul acestei matrici este nul, atunci există în cor pul È 


slementele 6, ...,€, nu toate nule, astfel ineft 


Lu 


X GSD loro )=0 (=l; h): 


j= 


Luind y =o H... H On putem transcrie ultimele cgalități 
sub forma - 


Sp (o) =0 (i=l; gm (11) 
Considerăm an element arbitrar 5 din K. Deoarece y este nenul, 
& poate fi reprezentat sub forma £ = q oy H... + an nY nE k. 
Tinind seama de relaţiile (6), (7) si (11), se deduce că SpE &=0, ceea 
ce este în contradicţie cu separabilitatea extinderii K/k. În "cazul 
extinderilor separabile matricea (10) este deci totdeauna nesingulară. 


DEFINIȚIE. Determinantul det (Sp (0;0;)) se numește discriminani 
al bazei ©... Op & extinderii finite, separabile Kfk și se notează 
cu Dio -e3 On). 

Cele demonstrate arată că diseriminantul oricărei baze a unei 
extinderi finite separabile este un element nenul al corpului subiacent. 

Fie o altă bază oj, ..., o, a extinderii K/k și fie 


n 
o: = 5 co; {i = 1, seni n). 


j= 


Matricea (Sp (o,o;)) este dată de produsul (ca) (Sp (aro) 
{unde am al cu accent matricea transpusă), de aceea 


Dlo, -aa On) = (det (6,5)? D(o, aag Oa)- (12) 


Diseriminanţii a două baze diferite se deosebesc astfel printr-un fac- 
tor care este pătrat în corpul subiacent. 

Să fixăm o bază oarecare ©j, ...;, © a extinderii K/k, Fiind 
date în acest caz elementele arbitrare Ci, ..., €, există (şi este unic) 
un element ae K, astfel încât ' 


Sp (0,0) = & (i= l; nh (13) 
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: mat IP iei tie 


Într-adevăr, reprezentind pe a sub formă « = Bo fr e F Pun 
(a; e k) şi înlocuind această expresie a. lui a în egalitatea (3) obţinem 
un sistem de n ecuaţii liniare în cele n necunoscute vj, avind determi- 
nantul nenul. În particular se pot determina elementele o7, ..., OŠ 
din corpul K astfel încît 


1 dacăi = j, 


3 (14) 
0 dacăi Æj. 


Sp(o;0j) = | 


Aceste n elemente o7 sint liniar independente peste k, deoarece dacă 
am avea Gar tH... +H or = = O(c; e k), atunci, inmulţind această, 
egalitate cu o, si trecând la urmă, am găsi că & = 0 pentru orice 
== n. 
Le: 


DEFINIŢIE, Baza op, ..., 0% aq unei extinderi separabile Kfk. 
unie determinată de e galitățile (14), se numește bază reciprocă a bazei 
Op ey Op- ae N 

Baza reciprocă face posibilă serierea explicită a coeficienţilor 
a; E k în descompunerea unui element arbitrar a din K: 


aia i PN 
A = Q P a E Uan 


Într-adevăr, luiud urma produsului a œ, obținem formulele 
a; == Sp (xor) (i == 1, ..., 2) 


Să admitem că polinomul minimal p(î) al unui clement oarecare a 
al extinderii separabile H/k se descompune total în factori liniari în 
extinderea Q/k: 

ot) ==: (t iii a.) smg (4 — Amh 
Din formula (9) se deduce imediat că dacă extinderea K/k este sepa- 
rahilă, atunci este separabilă şi extinderea k(«)/k. Deoarece polino- 
mul minimal e este şi polinom caracteristice pentru « relativ la extin- 


p 


derea k(a)/k, atunci conform teoremelor T şi 3 avem 


m 


Sp mor = 5, &s 
s=1 


şi de aceea discriminantul D(1, a, ..., 4-1) = Dal bazei 1, œ... 
..., X71 a extinderii l(a)/k se exprimă în modul următor : 


= det (ai) det (0) = 


Ogi jam- 


2 
i — y). 
tiziziemi * 1) 


D = det (> a!) 
s=i 
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Deoarece D este nenul, atunci a; + «; și astfel am demonstrat urmă- 
torul fapt. 


TEOREMA 9. Polinomul minimal al oricărui, element dintr-o eatin- 
dere separabilă nu are rădăcini multiple (în corpul în care se descom- 
pune în factori liniari). 

Un element g al unei extinderi algebrice a unui corp k se numeşte 
separabil peste k dacă polinomul său minimal qa(t) e k[t] nu are rădă- 
cini multiple, iar în caz contrar — neseparabil. Conform teoremei 
9 toate elementele unei extinderi finite separabile K/k sînt separabile 
peste k. Reciproc, dacă elementul o este separabil peste k, atunci 
extinderea k(a)/k este separabilă, 


TEOREMA 10 (asupra elementului primitiv). Orice extindere fi- 


nită separabilă Kik este simplă, adică există un element 8 al acesteia 
astfel încât K = k(0). 


TEOREMA 11. Fiind dată extinderea finită separabilă Kik avind 
gradul n, există n (şi numai n) izomorfisme în extinderea convenabilă 
Qk, care lasă invariante toate elementele lui k. Dacă aceste izomorfisme 
Sint cu ..., Gn, atunci oricare ar fi elementul «e K, polinomul său 
caracteristic falt) se va descompune în corpul Q astfel 


falt) = @ — cula) — oa(a)) a.. (€ — aa(a)). 


Elementele c (x), ..., c„(a) (din corpul Q) se numese elemente 
conjugate cu elementul ge K. Imaginile o(K), ..., o„(K) ale cor- 
pului K prin izomorfismele c; se numesc corpuri conjugate cu corpul 
K. Bineînțeles că în cazul cînd 0 este un element primitiv al corpului 
K peste k, s,(K) = k(o,(9)). 


CONSECINTA 1, Se deduce, utilizând aceleași notații, că 
Ngala) zT afa) ... Gala) 


Sp gala) = ca)... + ola). 


CONSECINTA 2, O extindere finită arbitrară, de gradul n, a corpului 
numerelor raţionale admite exact n izomorfisme în corpul numerelor 
compleze. 


Alegem o bază o, ..., o, æ extinderii K/k. Deoarece Sp (0,0) = 


” 
= $ cs(0;)0s(3), se deduce că matricea Sp (o;o; are forma unui 


s=l 
produs (oo) (c,(0,)) (accentul notează transpusa matricii) gi de 
aceea discriminantul bazei œ; satisface următoarea formulă : 
Dios aaay On) = (det (ofw). (15) 
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4. Extinderi normale, Extinderea algebrică Q/k se numeşte nor- 
mală dacă, oricare ar fi elementul « e O, polinomul său minimal (t) e 
e kft] se descompune total în factori liniari în inelul Qft]. 


TROREMA 12. Orice extindere finită K/k poate fi scufundată într-o 
extindere finită, normală, Djk (k e K a L). 

În cazul cînd K = (a... as) iar g(t), .. -, p(t) sint polinoa- 
mele minimale ale elementelor a, ..., & relative la k, atunci L 
se poate alege ca fiind acea extindere peste K în care polinomul 
J = g(t) -.. (t) se descompune în factori liniari (potrivit conse- 
cinței teoremei 5) şi care este generată de mulțimea tuturor rădăci- 
niloe lui fè). i 

Fie p caracteristica corpului &. Un element a al unei extinderi 
algebrice a corpului X se numește pur inseparabil, dacă există un 
întreg m > Oasttel încît a” aparţine lui k. O extindere algebrici 
Qjk se numeşte pur inseparabilă dacă toate elementele corpului 
Q sînt pur inseparabile peste $. O extindere pur inseparabilă este 
normală. 

Un automorfism c al corpului K (adică un izomorfism al lui K 
pe el însusi) se numeste automorfism al extinderii K [k, dacă o(a) = 
= 4, oricare ar fi ae k, Mulțimea tuturor automorfismelor extinderii 
Kik formează un grup relativ la înmulțire (produsul automorfismelor 
c și q se defineşte ca fiind compunerea de funcții : (ata) = o(7(%)), 
ze K). Dacă extinderea K/k este finită, atunci grupul G al automor- 
fismelor sale este de asemenea finit şi ordinul său este cel mult egal 
cu gradul extinderii (K : k). 

DEFINIȚIE. O extindere finită Kfk se numește extindere Galois 
dacă ordinul grupului G al automorfismelor sale este egal cu gradul 
(E : k) al extinderii. Grupul G se numeşte în acesi caz grupul Galois 
al extinderii Kfk. 


TEOREMA 13. Condiţia necesară şi suficientă peniru ca o extindere 
finită Kk să fie o extindere Galois este ca aceasta să fie normală și 
separabilă. l 

Dacă G este un grup arbitrar finit de automorfisme ale corpului 
K, să notăm cu KC subcorpul elementelor invariate, adică al acelor 
elemente ae K, pentru care o(a) = a, oricare ar fi ce G. Dacă G 
este un grup de automorfisme ale unei extinderi finite Kik, atunci 
această extindere va fi o extindere Galois dacă şi numai dacă = kŃ. 

În cazul în care caracteristica corpului k este zero, noţiunea de 
extindere finită Galois peste k coincide cu noţiunea de extindere 
finită normală. 


TEOREMA 14. Fie k un corp de caracteristică p, Kfk o extindere 
normală finită a acestuia, G grupul automorfismelor sale și Ko = K 


495 


suboorpul elementelor invariante. Atunci EjK, este o extindere Galois, 
avînd pe G grup Galois, iar Ko/k este o extindere pur inseparabilă. í 


PROBLEME 


1. Fie Q = k(x) corpul funcţiilor raționale de o variabilă x cu coeficienți în corpul 
k. Să se demonstreze că orice element din Q care nu aparține lui k este transcen- 
dent peste k. 

2. Fie k CE C L, un lant de extinderi finite. Să se demonstreze că pentru orice 
element 9e L este valabilă formula 


Nape(Nia(0)) = Nr (0), 


(Mai întii vom presupune că L = K(0) și apoi vom considera că extinderea Lik are 
baza 0407, unde œ; este o bază a spaţiului Kik.) i 

3. Să se determine un clement primitiv al extinderii ROZ, y3 ) a corpului nume- 
relor raționale R şi să se exprime prin acesta numerele v2 și y3 3 

4, Să se demonstreze că o extindere finită K/k este simplă, dacă și numai dacă 
pentru această extindere există doar un număr finit de corpuri intermediare. 

5. Să se demonstreze că în cazul cind k este un corp de caracteristică p tienulă, 
polinomul f(/) = 1? —t —a (a€ k) se descompunc în corpul / în factori liniari, sau este 
ireductibil. Să se arate apoi că în cel de al doilea caz extinderea k(0)/k, unde f(0) = 0 
este separabilă. 

6. Fie kọ un corp de caracteristică p ncnulă și k = k(x) corpul funcțiilor raţio- 
nale de variabilă x cu coeficienți din kg. Să se arate că polinomul fa) == 12 — a este 
ireductibil în inelul RFJ. Să sc arate apoi că extinderea k(0)/k, unde [(9) = U, este 
inseparabilă. i 

7. Să sc demonstreze că dacă extinderea finită K/k, avind gradul n, admite n 
izomortisme distincte într-o extindere 2/4, lăsind elementele lui k invariante, atunci 
extinderea Kik ceste separabilă, 

8. Fie k un corp de caracteristică diferită de p, conţinind o rădăcină primitivă 
de ordin p din 1. Să se demonstreze că dacă clementul xe k nu este rădăcină de ordin 

£ 
p a unui clement din k, atunci (kVa): K= p. 

9. Fie Kik o extindere finită separabilă şi o o funcție liniară pe spaţiul vectorial 
î (peste corpul A), cu valori în k. Să se demonstreze că în corpul K (există un clement 
a astfel încît 

z E z E 
(5) = Sp xalat) Fe K 


si că acest element este unje. 


$ 3. CORPURI FINITE 


Un corp È se spune că este finit dacă are un număr finit de ele- 
mente. Un exemplu tipic de corp finit este corpul Z, al claselor de 
resturi modulo p, din inelul Z ai numerelor întregi raționale. Toate 
corpurile finite au caracteristica un număr prim, iar dacă un corp 
finit & are caracteristica p, atunci conţine un subeorp simplu (care 
nu are subcorputi proprii) izomorf en corpul Z,. Din această cauză se 
poate admite că Z, e &. Extinderea 5/Z, este desigur finită, Dacă 
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gradul său este m, iar o, ..., ©, este o bază a spaţiului » peste Z, 
atunci orice element e X se reprezintă unic sub forma § = eo, + 
Ha.. FH Gpom, unde e parcurg independent cele p elemente din 
Z,. Deoarece toate aceste combinaţii sînt în număr de p”, am demon- 
strat astfel că numărul elementelor oricărui corp finit este egal cu o 
putere a caracteristicii sale. 

Grupul multiplicațiv X* al unui corp finit È este, se înţelege, 
grup abelian finit. Să clarificăm structura acestuia. 


TEMĂ. Un subgrup finit G al grupului multiplicatio M* al unui 
corp arbitrar K este totdeauna ciclic. 

Demonstraţie. Vom arăta mai întii că dacă în grupul abelian. G 
există elemente de ordin m şi n, atunci în G va exista şi un element 
avînd ordinul egal cu cel mai mie multiplu comun k al numerelor m. 
și n. Considerăm elementele v şi y din G avind ordinul m, respectiv 
n. Dacă (m, n) = 1, atunci se observă imediat că produsul sy are 
ordinul k = mn. În general, utilizînd descompunerile canonice ale 
numerelor m şi n în produs de puteri ale unor factori primi, le putem 
scrie pe acestea ea produsele 


m = MoM, B = ngt, 


astfel ca (Mo no) = L Și k == Mono Elementele g™ gi y” au ord i 
NUl Mo, respectiv Ro iar produsul lor gmp are ordinul k = Mono. 

Fie acum un subgrup finit G de ordinul g al grupului multiplica- 
tiv al corpului K. Dacă m este cel mai mare ordin al elementelor 
grupului G, atunci evident că ms g. Pe de altă parte, din cele demon- 
strate mai sus se deduce imediat că ordinul oricărui element al lui G 
este divizor al lui m, adică toate elementele grupului G sînt rădăcini 
ale polinomului * — 4. Un polinom de gradul m nu poate însă avea 
într-un corp mai mult de m rădăcini, de aceea g < m. Astfel, g = m, 
ceea ce arată că grupul G este ciclic. 

Aplicînd lema demonstrată la cazul corpului finit, pe care îl 
avem în vedere, se obţine următoarea situaţie. 

TEOREMA 1, Grupul multiplicaliv al unui corp finit compus din 


pn elemente este un grup ciclice de ordin p”— 1. | 
CONSECINTA. Orice extindere finită a unui corp finit este simplă. 
Într-adevăr, dacă 0 este elementul generator al grupului 5%, 
atunci, evident, Z(0) = 5. Cu atît mai mult, corpul intermediar 
X, verifică relatia (9) = È. 
Din teorema 1 mai rezultă gi că toate elementele lui E sînt rădă- 
cini ale polinomului tz” — t, și deoarece gradul acestui polinom este 
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egal cu numărul elementelor din £, înseamnă că în inelul Eft] este 
valabilă: descompunerea , 
e” —t =MG — ¿) 
gex 
{č parcurge toate elementele corpului 5). 


TEOREMA 2. Pentru numărul prim p și numărul natural m există 
un corp finit avind p” elemente unic pînă la un izomorfism. 

Demonstrație. Conform consecinței teoremei 5 §2 există peste 
corpul Z,, o extindere Q/Z, în care polinomul i” — t se descompune 
în factori liniari. Să notăm prin E mulțimea tuturor rădăcinilor sale 
(care sînt conţinute în Q). Deoarece în orice corp de caracteristică. p 
este verificată formula 


LL LR yni m 
CETE 


atunci suma si diferența oricăror două clemente din © aparțin: de 
asemenea lui X. Mulțimea X este închisă, desigur, gi relativ la opera- 
piile de înmulțire şi împărțire (pentru împărţitor nenul). Prin urmare, 
£ este subeorp al corpului O. Polinomul P” — i nu are rădăcini mul- 
tiple (deoarece derivata sa p” ("1 — 1 = — 1 nu se anulează pentru 
nici o valoare a variabilei t), de aceea: % este compus din p” elemente. 
Existența unui corp finit avind p” elemente este demonstrată. 

Fie acum X şi X' două extinderi finite de gradul m peste £,. 
Să alegem în > un element primitiv 0 (pe baza consecinței teoremei 1) 
şi să notăm prin q(i) polinomul său minimal. Deoarece e(t) este divi- 
zor al polinomului {” — t, iar acesta din urmă se descompune în 
factori liniari şi în X’, atunci e() admite o rădăcină 9 e X’. Extin- 
derea Z,(0');Z, are gradul egal cu gradul polinomului o(î), adică m, 
şi de aceea Z,(0') = X’. Existența unui izomorfism al corpului 7 pe 
> se deduce imediat din teorema 4 $ 2. 

Un corp finit avînd p” elemente se notează de obicei prin GP(pn) 
(şi se numeşte corp Galois — Galois field). 

CONSECINȚĂ. Peste un corpul finit Eo = GP(p”) există polinoame 
ireductibile de orice grad n. 

Într-adevăr, p'—1 este divizor al lui p'*—1, de aceea toate rădă. 
cinile polinomului 4% —t, din corpul 5==GF(p'”) formează un sub- 
corp izomorf cu corpul ZX. Putem deci considera că Xc X. Poli- 
nomul minimal al unui element primitiv 0e X relativ la £) va fi 
un polinom ireductibil din inelul X [t], avînd gradul n, astfel că, 


2:2 rn 
(2o : 5o) = ale EBA, E 
O (o: 2%) r 
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Să observăm, în încheiere, că pentru a stabili dacă un inel finit 
eomutativ dat este corp este suficient doar să se verifice că acesta 
nu are divizori ai lui zero. Într-adevăr, fie O un inel finit fără divizori 
ai lui zero şi a un element nenul din D., Dacă ax, = az, atunci a(s — 
— a) == 0, de unde se deduce că m, = a Prin urmare, pentru a, și 
æ, distincte, produsele az, şi az, sînt distincte, deci împreună cu w 
și produsul az parcurge toate elementele inelului D. În acest caz însă 
oricare ar fi b nenul, ecuaţia aw = b este rezolubilă în D, prin urmare 
toate elementele nenule ale inelului O formează un grup relativ la 
înmulţire. 


PROBLEME 


1. Să se arate că numărul r(m) al polinoamelor ireductibile distincte din incivl Zplt] 
avind gradul m şi coeficientul dominant 1, este dat de formula 


1 m 
rm) = — J, e (=) på 
m åm d 
(d parcurge toți divizorii lui m, iar p(k) este funcția lui Möbius}. 

2. Să se determine toate polinoamele de gradul al doilea, ireductibile peste corpul 
Zg = GF(). 

3. Să se arate că corpul GFp™) este conţinut în corpul GF(p”) (în sensul unei 
scufundări izomorte), dacă şi numai dacă min. 

4. Ce grad peste Zp are corpul de descompunere al polinomului t” — 1? 

5. Considerăm corpul E = GF(p). Să se arate că aplicaţiile o;: E —> Epi, be 
€ Îţi = 0, 1,...,m —1) sînt automorfisme, oricare două distincte, ale corpului $, 
și că fiecare automortism al lui X coincide cu unul dintre cz. 

6. Fic pf = q, Xp = GF(q), iar E o extindere finită de gradul n a corpului Zig. 
Să se demonstreze că aplicaţiile 


E> ET, feg 0000 1... n —1) 


formează un sistem complet de automorfisme ale corpului E, oricare două distincte, 


care invariază elementele lui ©. Să se arate apoi că polinomul caracteristic fe® al 
elementului če Ņ relativ la ăi, admite ia corpul & descompunerea : 


RO= UE EY E ER, 


(se va folosi teorema 8 $2). Să se deducă de aici că 


- p n 
SP gn S EH E H ETI, Npp (© > EI e 


7. Să sé demonstreze că orice extindere finită a unui corp finit este separăbilă, 

8. Folosind notaţiile problemei 6, să se arate că orice. element a! corpului Sọ 
este normă a unui: anumit element al corpului X. a - 

9. Fie E = GF(p""), ph = q, «€E N. Să se demonstreze că ecuația &€— E =a 
este rezolubilă în corpul È dacă şi numai dacă a + «f+ ... + adi o, l 
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10. Fie e o rădăcină primitivă de ordinul p prim din 1. Deoarece elementele 
subcorpului simple X= GF(p) al corpului X = GF(p%) sint clasele de resturi modulo 


p cin melu] numerelor întregi raționale, rezultă că puterea eY arc sens pentra orice 


E D rma este luată relativ la extinderea S/o). Să se demonstreze că 


$ esptz = 


|, ,„ dacă «x #0, 
EEr 


p”, dacă g = 0. 
1E Considerăm un caracter y al grupului multiplicativ al corpului E = GF(p™); 


p” = q (în ce privește acfiniția caracterelor v. $5). Prelungim caracterul y pe tot corpul 
È, luind y(0) = 0. Expresia 


Tal) = Y xE (xe E), 
EEE 


care este an număr complex, se numeşte sumă gaussiană în corpul finit 5. Presupuninå 
caracterul y diferit de caracterul unitate y , să se demonstreze formulele: 


Tal) = pie), x £0; 
ita)! = Va, a #0; 
bA Tal) = 0. 


ato 


12. Considerăm p Æ 2. Deoarece toate pătratele din grupul multipiicaliy D* a 
corpului & = GF(p") formează un subgrup de indice 2, atunci, luind W (a) == $- 1, dacă 
a £ 0 este un pătrat şi b(o) = —1, in caz contrar, obținem un caracter } al grupului 
Et. Să se demonstreze că dacă z 810, 


Toiw)ep(b) = p — 3p”. 


13, Să se demonstreze că dacă z este nenul, atunci 


Y E as a. 


EEIE 
14. Fie f[(x,,..-» Ty) o formă pătratică nesingulară avînd determinaniul § şi 


coeficienții din E = GF(pP), pt = q. pÆ 2, și fie x un element Qin B. Să se demon- 
streze că numărul N al soluțiilor din corpul X, ale ecuației 


Kap eco En) = a, 

este dat de formulele: 
N = PTA gh 108), dacă n=2r + 1, 
N = LA og be — 1è), dacă n = 2r. 


unde e = — 1 pentru « # şi © =q — 1 pentru a = Q., 
15. Fie p 4 q două numere prime raționale impare, Pentru un intreg xv vom 
nota cu aceeași literă æ clasele de resturi corespunzătoare din corpurile GF(p} ṣì GF(q). 


Pentru corpul GF(q) alegem » extindere A în care polinomul î? —1 se descompune în 
factori liniari şi notăm cu g o rădăcină primitivă de ordinul p din 1, conținută în 


E 
A. Simbolul Iui Legendre =) coincide, desigur, cu caracterul f(x) pentru corpul G7'(p) 
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indicat în problema 12, Deoarece valorile sale sînt +1, se poate considera că ( 


7 RRT 
Să se demonstreze că suma gaussiana 


z£ 
Tr = =) se A 
seGF | P 
verifică egalitățile 
s-a 
= (1)? p d) 


Aa B z 2) 
p 


16. Folosind pentru simbolul lui Legendre din corpul GF(q) reprezentarea 
g1 > Ed 
(>) p 2 să se deducă din formulele (1) și (2) legea de reciprocitate a lui Gauss. 
q 


cd p 4 
E [E let 
a (2) (o) 


$4. NOȚIUNI ASUPRA INELELOR COMUTATIVE 


În acest paragraf prin inel se va înțelege un inei comutativ cu 
elementul unitate 1 şi fără divizori ai lui zero. 


1. Divizibilitate în inele. Fie O un inel. Dacă pentru plementele 
nenule æ şi B din O există un anumit element E e D, astfel incit p E= 
= a, se spune că g se divide prin p(ẹ divide pe a) şi se serie Bla. 
Deoarece O nu are divizori ai lui zero, înseamnă Ca elementul & este 
unic determinat prin egalitatea BE = a. Noţiunea de divizibilitate în 
inele are toate proprietățile divizibilității pentru numere întregi ra- 
tionale. De exemplu, dacă y|B şi Bla atunci yix. iai 

Un element ee D, care este divizor al elementului unitate 1, 
se numeşte unitate a inelului D (sau element inversabil). 


TEOREMA 1. Toate unităţile inelului D formează un grup relativ 
la înmulțire. l | i 
Demonstraţie. Fie E mulţimea tuturor unităţilor inelului D. Dacă 
se E şi pe E, atunci se' = 1 şi ny = 1 pentru anumiți 7 şi m! din 
D. Atunci însă enfe’) = 1 şi deci eye E. Deoarece le E și pentru 
fiecare unitate c elementul « definit de egalitatea ee = 1 este de 
asemenea unitate, rezultă că E este un grup, aṣa cum afirmă teorema, 
Elementele nenule a şi B din inelul O se numesc asociate, dacă 
se divid unul prin celălalt. Din egalităţile « = BE şi 6 = an(be D, 
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ne D), se deduce că e = «ën, de unde obţinem 1 = Em (deoarece 
a este nenul şi inelul nu are divizori ai lui zero). Prin urmare, asocie- 
rea a două elemente nenule din O înseamnă, că acestea, diferă unul 
de celălalt printr-un factor care este unitate în D. 


Considerăm un element nenul y al inelului D, care nu este uni- 


tate. Se spune că elementele « și B din O sînt congruente modulo u ` 


și se scrie « = p (mod y) dacă diferența acestora « — B, se divide 
prin u. Congruențele modulo y are proprietăţile obişnuite ale congru- 
ențelor din inelul numerelor întregi. Pentru orice «e D notăm prin 
Z mulțimea tuturor elementelor lui O, congruente cu a module p. 
Mulțimea x se numeşte clasă de resturi modulo u. Egalitatea a = B 
are loc, desigur, dacă, şi numai dacă « = R (mod u). În mulţimea cla- 
selor de resturi modulo u se poate defini suma și produsul claselor, 
luînd - 
a+B=aFĝ, ap=ap. 


Întracit în inelul O congruențele modulo u pot fi adunate şi înmulţite 
membru cu membru, înseamnă că suma și produsul elaselor astfel 
definite nu depind de alegerea reprezentanților (resturilor) « și B. 
O verificare imediată arată că toate clasele de resturi modulo u for- 
mează relativ la operațiile introduse un inel comutativ cu elementul 
unitate 1 (eventual cu divizori ai hui zero). Acesta, se numește inelul 
claselor de resturi modulo u. 

Dacă în fiecare clasă de resturi modulo u se alege cite un reprezen- 
tant, atunci mulțimea § a tuturor acestor reprezentanți se numeşte 
un sistem complet de resturi modulo u. Un sistem complet de resturi 
S se caracterizează prin urmare, prin aceca că orice element al ine- 
lului © este congruent modulo u cu un singur element din $. 


2, Ideale. O submulțime A a inelului O se numește ideal, dacă 
aceasta este subgrup al grupului aditiv al inelului O şi dacă pentru 
orice «e A și orice Ec O produsul Ea aparţine lui A. Submulţimea, 
formată numai din zero, ca şi tot inelul O sînt; exemple banale de ideale. 
Primul dintre aceste ideale se numeşte ideal nul iar cel de al doilea 
ideal unitate. 


Considerăm elementele a, ..., & din inelul O. Evident că mul- 
țimea A a tuturor combinațiilor liniare Erat- - tEmm ale acestor 
elemente, cu coeficienţii £, din O, este un ideal al inelului D. Acesta 
se numeşte idealul generat de elementele a,,..., €m şi se notează prin 
A = (ap, .. -3 m). Elementele ais.. ., a se numesc în acest caz gene- 
ratori ai idealului A. În general nu orice ideal are sisteme finite de 
generatori. Idealul A se numește principal, dacă are un sistem de 
generatori compus dintr-un singur element, deci de forma A = (a). 
Un ideal nenul (x) este compus, desigur, din acele elemente ale ine- 
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lului O; care sînt:divizibile prin x. Idealul nul și idealul unitate 
sint ideale principale : idealul nul este generat de zero, iar ta prin- 
cipal, de către o unitate oarecare = a inelului O. Două iei e pala 
cipale (a) şi (B) coincid, dacă şi numai dacă a şi B sint elemente 
asociate. | EA i 

dă Fie A si B două ideale ale inelului O. Mulțimea tuturor elemen 
telor ğe D, care se reprezintă sub forma 


E = abi | ... i as Bas 


unde o; E A şi B€ B (s>1), este tot un ideal în O. Acest Eee se 
3 ; i Ey 5 Că $: A a `] 
numeşte produsul idealelor A şi B şi se notează cu AB. et 
înmulţirea idealelor este comutativă şi asociativă, toate ideale e inel u 
lui (comutativ) O formează relativ la operaţia de înmulţire un semigrup 
comutativ. | . l Ga, 
Două elemente « și p din O se numesc congr uente EEN Esta 
A și se notează a = p (mod A) dacă diferența i il meri d 
A, adică dacă « şi 6 aparţin uneia şi aceleiași clase a : pa 
subgrupul aditiv A. Este clar că congrnenfa a = | (mo est 
îndeplinită dacă şi numai dacă « = f, ande prin vse silit i el 
factorizării prin subgrupul A, care are reprezentant pe y € D. Rela i . 
de congruenţă modulo un ideal, în cazul unui ideal principal (u), coinci î 
cu congruența modulo elementul y (v. pet. 1). Să Adi acei grupul 
factor D/A al grupului aditiv al inelului D prin subgrupul AA si 
subgrupul A este un ideal, atunci se poate defini jumniţirea în grupu 
5 Timea r Aa 1 Xy 
factor O/A. Anume, pentru æ şi p din O/A luäm 


Dacă a = a, şi B = B pe baza egalităţilor af — 2B = (Ba 


— 8) + Bla, — a) si deoarece a — a ṣi Bı — B aparţin lui 4, se PEN 
că oB = af (mod A) (aici este esenţial faptul că A este un ideal), 
ceea ce înseamnă că produsul «3 nu depinde de alegerea BEAR 
tilor a şi 8. Se verifică imediat că relativ la această operație de înmul 
tire ca şi fată de operaţia de adunare a- P = a T P, me a 
o] A este un inel. Inelul O/A se numeşte inelul factor al ine Lu 
prin idealul A. În cazul unui ideal principal (u) inelul factor D/(u) 
coincide cu inelul claselor de resturi modulo p. 


3. Elemente întregi. Orice inel o (comutaătiv şi E icon, 
lui zero) poate fi scufundat într-un corp. Pentru a arăta aceasta, 


sa a ui 
considerăm mulţimea tuturor fracţiilor formale FP unde a şi b sînt; 


PS AR. RI 
l i o, iar ste ne uă fracţii — şi —— se numesc 
elemente ale lui o, iar b este nenul. Do A F 
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egale, dacă şi numai dacă ad = be. Adunarea şi înmulțirea le definim 
prin formulele 


c _ ad-+be 


Se verifică imediat că aceste operaţii sînt compatibile cu definiția 


egalităţii și, mai mult, relativ la acestea toate fracțiile — formează, 
b 


un corp. Să notăm acest corp cu kg. Dacă fracțiile de 


e 

(e 4 0) le identificăm cu elementele ae o, atunci o va fi un subinel 

al corpului ko Fiecare element al lui k, este, bineînțeles, o fractie 
formată cu elemente din v. 

Considerăm acum un corp care conţine pe » ca subinel. Mul- 


ţimea k a tuturor fracţiilor z unde a şi b aparţin lui o (b z 0) este 


un subeorp al corpului Q. Acest subcorp se numeşte corpul de fracții 
al inelului o. Se constată imediat izomorfismul corpului & cu corpul 
ko anterior construit, ceea ce înseamnă că inelul o îl determină pe 
acesta în mod unic (pînă, la un izomortism), 


DEFINIȚIE. Fie inelul o conținut în corpul Q., Elementul ae Q se 
numește întreg relativ la o, dacă este rădăcină a unui polinom cu coefi- 
cienţii din o al cărui coeficient dominant este 1. 

Deoarece orice element ae o este rădăcină a polinomului i — a, 
rezultă că toate elementele lui o sînt întregi relativ la v. 


Fie w,, ..., Om elemente arbitrare din Q. Multimea M a tuturor 
combinațiilor liniare a, + :** + Quo Cu coeficienţii a; o o vom 
numi o-modul în O cu un număr finit de generatori, iar elementele 
Cp -3 Om Se Vor numi generatori ai o-modulului M. Deoarece lep 
atunci toţi e, aparțin lui M. 

Lema 1. Dacă p-modulul M cu un număr finit de generatori este 
inel, atunci toate elementele sale sînt întregi relativ la o. 

Demonstraţie. Putem, desigur, considera că nu toate elementele 
«, sint nule. Fie æ un. element al lui M. Deoarece pentru orice i pro- 
dusul «o, aparţine lui M, atunci 


m 


ao = Îi top yeo (i= 1, ..., m). 
ji 
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Se deduce din aceasta că det; («aE — (a4)) = 0 (E este matricea uni- 
tate de ordinul m). În acest mod, elementul « este rădăcină a polino- 
mului f(t) = det (tE — (a,)) cu coeficienţii din o şi avînd coeficientul 
dominant 1, ceea ce demonstrează lema. 


TEOREMA 2. Mulțimea D a tuturor elementelor din Q care sînt 
întregi relativ la o, este un inel. 
Demonstraţie. Trebuie să verificăm că suma, diferenţa şi produsul 


a două elemente intregi, a şi p din Q sint tot elemente întregi ale cor- 
pului O. Dacă « şi B sînt rădăcini respectiv ale polinoamelor 


2 — apt — E n Dat — e. T 
unde a; și b; sint elemente din o, atunci 
a” = a, tr apa H eee H mai, B” = b kb. Pr bal. 


De aici se deduce imediat că o-modulul format din toate combina- 
tiile liniare ale produselor 


aid: (0 <i<m, 0 <j <n) | (1) 


cu coeficienţi din o este un inel (devurece produsul a pă pentru orice 
k>0 şi i > > 0 poate fi reprezentat sub forme unei ec auhinaţ tii liniare 
de elemente de tipul (1) cu coeficienţii din o). Conform lemei 1 toate 
elementele acestui inel sînt întregi relativ la o; în particular, vor fi 
întregi a + B şi af. Teorema 2 este demonstrată. 

DEFINITIE. Fie o un subinel al corpului O. Mulțimea O a tuturor 
elementelor din Q care sint întregi relativ la o, se numește închiderea 
întreagă a inelului o în corpul Q. 

DEFINIȚIE. Subinelul O, al corpului K se numește întreg închis în 
K, dacă închiderea sa întreagă în K coincide cu De. 

Inelul o se numeşte pe scurt întreg închis, dacă este întreg închis 
în corpul său de fracții k. 


TEOREMA 3. Fie o un subinel al corpului Q. Închiderea întreagă 
O a inelului o în corpl Q este întreg închis în Q. 

Demonstratie, Fie 0 un element din Q, întreg relativ la D, astfel 
încât 


0” — a, F tað o. -H ap, (2) 
unde toţi «; aparţin lui O. Trebuie să demonstrăm că 9e O. Pentru 
fiecare i = 1,...,% există un anumit m, şi are loc egalitatea 

mi m A : 
ai = $ ai, ay ED (3) 


( ece é este . ei E- 
i) t | 


A i 
Qi e. m O (0< k< mp0 sk an). i (4) 


Din (2) şi (3) se deduce imediat că orice produs af, ..., o” 0 cu expo- 
nenţi nenegativi, poate îi exprimat ca o combinăţie liniară de orei 
de torma(4) cu coeficienţii din v, și deci “modulul M este un inel 
Cu lema i toate elementele lui M sînt întregi relativ la o. Elementul 
0 va fi astfel întreg, ceea ce trebuia demonstrat. i 


LEMA 2. Se consideră inelul o întreg închis 4 

E ai Apă Su NA FI ING, treg închis în corpul săi 
racții k, iar coeficientul dominant al polinomului fie oft] Ae i 4 EA de 
coeficientul dominant al divizoruluki (t)e klij al polinomulai aoa 
esie 1, atunci q(î)e oft]. i  Ponnomului fii) 


G 


Demonstraţie. Considerăm o extindere 0/4 peste corpul X, î 

care polinomul fii) se descompune în factori liniari (esec dee 
remei 5 $2). Toate rădăcinile lui f(t) aparțin, evident emde 
întregi Da inelului o în corpul Q. Astfel, inclului O îi a arțin it a 
rădăcinile lui ọ(ł). Însă din descompunerea o(t) = (t T y) E 
— Ys) se deduce atunci că toți coeficienţii lui o(î) apartin Ini S P 
deoarece Dn k =p (datorită faptului că o este între închis) ac sti 
coeficienţi aparţin lui o, ceea ce trebuia demonstrat. ” E 

Din lema 2 se deduce imediat următoarea afirmatie. 

TEOREMA 4. Se consideră un inel o întreg închis în corpul să 
de fracții, dar 9/k o extindere algebrică a corpului k. Pentru iek A it 
tul ae Q să fie întreg relativ la o, este necesar si suficient ca i fi toef- 
cienju polinomului său minimal să aparțină lui o AN 


4 Ideale îraeţionare. DEFINIȚIE. Se consideră un inel D, iar K 
este corpul său de fracţii. O submulțime A c K » Care conține și elemente 


3 


nenule, se numește ideal al corpului K (relati inel 
. ` A 4 1 i 
ol tie p (relativ la inelul D), dacă are 
1) A este grup relatw la operația de adunare ; 
) peniru orice «e A și orice Ee D produsul Ea aparţine lui A: 
E; ? 


3) în corpul K există i 
iz i p pistă un anumit element nenul y, astfel inct 


7 A w - A 
zi LMES t g dacă este inclus LN D în CAZ cont (42 
Id ea ul A SE NU este nir e [i zi i 7 3 


N oţiunea de ideal întreg în K coincide, în acest mod, cu notiu- 
nea a ideal nenul al inelului 5. i l 
Dacă A și B sînt două ideale ale corpului i pri 
ÎN eco za gi i ă ideale a le corpului K, atunci prin produ- 
lor AB s elego mulțimea tuturor elementelor ve X. repr 
zentabile sub forma thai 


y = Ba -+ Rey T mR DER m>l, &, E A, 8, e B (1 < 3 < m). 
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Evident că produsul a două ideale ale corpului K este de asemenea 
un ideal al corpului K. (Aplicată la idealele întregi, înmulţirea astfel 
definită coincide cu înmulţirea obişnuită a idealelor din inele). 

Dacă A şi B sînt donă ideale ale corpului K (relativ la O), atunci 
prin A : B se notează acel ideal al corpului K, compus din toate acele 
elemente £e K, pentru care EB c A. Se constată imediat că, 


A:B= fM AB, 


BEB, B0 


unde B parcurge toate elementele nenule ale idealului B. 
Idealul yo(y e K*) compus din produsele 76, unde & parcurge 
toate elementele lui O, se numeşte ideal principal al corpului K. 


PROBLEME 


1. Un ideal A al inclului O se numește maximal, dacă Ag D ṣi dacă orice ideal 
intermediar B (pentru care AcB e D) coincide sau cu A, sau cu O. Să se demon- 
streze că idealul A este maximal, dacă şi numai dacă inelul factor O/A este un corp, 

2. Considerăm în corpul Q subinclul oc Oy e O. Să se demonstreze că dacă 
fiecare clement al lui O este întreg peste o şi fiecare element at lui O este întreg 
peste Dy, atunci toate elementele lui D sint intregi peste a. 

3. Să se demonstreze că dacă inelui o este intreg închis, atenci inciul polinoa- 
melor of}, cu coeficienţii din o este tot întreg închis. 

4. Fie O ua subinel al corpului K., avind proprietatea că dacă un element nenuk 
Ee K nu aparţine lui O, atunci £-1e O. Să se demonstreze că în acest caz inelul O; 
este întreg închis. 

5. Considerăm că în inelul O, avind corpul de fracţii K, este îndeplinită condiția : 
dacă pentru un element nenul E€ K toate puterile sale E2 (n> 0) aparțin unui anumit 
ideal principal (iracţionar) yO (ye K*), atunci ED. Să se demonstreze că în acest 
caz inelul O este întreg închis. Un inel D, care satisface condiția de mai sus se numește 
total întreg închis, 

6. Să sc demonstreze că dacă un inel întreg închis este noetherian (orice ideal al 
unui astfel de inel este generat de un sistem finit de elemente), atunci este și total 
întreg închis. 

7. Fic K = R(x) corpul funcțiilor raţionale de o variabilă x peste corpul nuntere- 
lor raţionale R. Fiecare element nenul uE K se reprezintă unic sub forma 


u = g a, (5) 


unde polinoamele f şi g din R[x] verifică condiţiile g(0) = 1 şi f(0) = a # 0. Fisăm 
un număr prim rațional p şi notăm cu D acea submulțime a lui K, constituită din 
zero şi din acele elemente ue K pentru care, în reprezentarea (5). sau m> 0, sau m = 0 
și numărul rațional a = f(0) nn îl conține pe p la numitor (în scrierea ireductibilă). 
Să verifică imediat că D este un subinel al corpului K. Să se demonstreze că inelul O 
La 
este întrec închis, însă nu este total întreg închis (toate puterile --) „n >0 aparţin 
à p 

idealului principal 21 0). 

8. Se consideră un inel D, avind corpul de fracţii K. Un ideal ul corpului A 
(relativ la O) se numeşte d-ideal dacă este intersecția unei anumite familii de ideale 
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principale ale corpului K (în general, fracționare). Să se demonstreze următoarele 
afirmaţii : 


1) intersecția nenulă a unui sistem de d-ideale este un d-ideal; 

2) odată cu A și idealul yA(y€ K*) este un d-ideal; 

3) pentru d-idealul A și orice ideal B al corpului K, idealul A : B este un d-ideal; 
4) dacă idealele A şi B sint astfel încît AB = O, atunci A și B sint d-ideale. 


$ 5. CARACTERE 


În acest paragraf expunem citeva noțiuni asupra caracterelor 
grupurilor abeliene finite şi asupra caracterelor numerice. 


1. Structura grupurilor abeliene finite. Structura grupurilor abe- 
liene finite este definită de următoarea teoremă (v., de exemplu, 
HoLL, M., Teoria grupurilor, Moscova, 1962). 


TEOREMA 1. Orice grup abelian finit poate fi reprezentat sub 
forma unui produs direct de grupuri ciclice. 

Conform problemelor 1 și 2 un grup ciclic finit nu se poate des- 
compune în produs direct de două subgrupuri proprii, dacă şi numai 
dacă, ordinul său este putere a unui număr prim. Din această cauză 
dacă într-o anumită descompunere a unui grup abelian finit G în 
produsul direct @ = A, X ... XA, factorii ciclici A, nu admit 
descompuneri în continuare, ordinele lor sint puteri ale unor numere 
prime. Descompunerea unui grup G în produs direct de factori nede- 
compozabili nu este deci unică. Totuşi mulţimea ordinelor factorilor 
nedecompozabili A este unic definită pentru un anumit grup G. 
Aceste ordine (care sînt puteri de numere prime) se numesc invarianță 
ai grupului abelian finit. Produsul tuturor invarianţilor unui grup 
dat este evident egal cu ordinul acestuia. 


2. Caracterele grupurilor abeliene finite. DEPINIŢIR. Se numeşte 
caracter al grupului abelian fini G un homomorfism al grupului G 
în grupul  multiplicativ al corpului tuturor numerelor compleze. 


Altfel spus, un carater al grupului G este o funcţie y definită 
pe G, cu valori complexe nenule, astfel încât 


X(29) = z(e) xy) (1) 


pentru orice w şi y din G. 


Deoarece prin orice homomorfism de grupuri imaginea unități 
este tot unitatea, atunci (1) = 1, adică valoarea pentru unitatea 
oricărui caracter y este totdeauna numărul complex 1. Dacă un ele- 
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ment ve G are ordinul k, atunci 


(xia) = ala) = x1) = 1, (2) 


adică, (æ) este rădăcină de ordinul k din 1. Dacă m este cel mai mare 
dintre ordinele elementelor grupului G, atunci potrivit problemei 3 
ordinul oricărui element din G va fi divizor al lui m. Prin. urmare 
orice valoare (2) este rădăcină de ordinul m din 1 gi, în consecinţă, 
caracterele pot fi definite şi ca homorfismele grupului G în grupul 
rădăcinilor de ordinul m din 1. | 
Să reprezentăm grupul G ea un produs direct de subgrupuri ciclice : 


G= {0} RX aid 


Cum orice element we G poate fi scris sub forma 


E; 
E = a” o.. Q, (3) 


iar în virtutea relației (1) 


xla) = Xa)... Xa)", 


deducem astfel că un caracter y este complet definit de valorile x(4,), 
.. -3 X(&s). Dacă a, are ordinul m, atunci datorită relației (2) x(a) 
este o rădăcină de ordinul m, din 1. Invers, să considerăm pentru 
orice i = 1, ...,3 o rădăcină e, de ordinul m, din 1 şi pentru orice 
element xe G, reprezentabil sub forma (3), să definim : 


(0) = eh. e, (4) 


Se observă imediat că valoarea (4) nu depinde de alegerea exponen- 
ţilor &, în reprezentarea (3) (fiecare exponent k, este definit modulo m,) 
şi, de asemenea, că funcţia y unic definită pe G satisface condiţia (1) 
şi este, prin urmare, un caracter al grupului G. O rădăcină e, poate fi 
aleasă în m; moduri, de aceea se găsesc în total m, .-., M, funcţii 
distincte y de forma (4). Am obținut astfel următoarea teoremă. 


TEOREMA 2. Numărul tuturor caracterelor unui grup abelian finit 
este egal cu ordinul său. 


Să definim înmulţirea caracterelor. Pentru caracterele y şi x 
ale grupului G definim 
(xx a) = al) x(a) (ze). 


Evident că funcția yy este tot un caracter al grupului G. Caracterul 
Xo pentru care Xo() = 1 pentru orice ve G se numeşte unitate. 
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Este clar că xx = x, oricare ar fi caracterul y. Dacă pentru un carac- 
ter y al grupului G notăm 


x(x) = xæ), gE G, 


unde y(x) este numărul complex conjugat cu y(x), functia. y va fi 
tot un caracter al grupului G, iar yy = yo Deoarece înmulţirea carac- 
terclor este, evident, asociativă, deducem că toate caracterele unui 
grup abelian finit formează un grup relativ la operația de înmulțire 
pe care am introdus-o. 

Considerăm, 4 = ja} un grup ciclic de ordinul m și fie e o rădă- 
cină primitivă de ordinul m din 1, fixată. Să notăm cu y acel carac- 
ter al grupului G, pentru care x(a) = e (si, deci, y(a") = 2%). Deoarece 
x(a) =”, caracterele yy =", 3, ..., "1 sint oricare două dis- 
tinete și, în consecinţă, epuizează tot grupul caracterelor grupului G. 
Constatăm, în acest mod, că grupul caracterelor unui grup finit ciclic 
este tot un grup ciclic. Se poate deduce imediat teorema generală, : 
orice grup abelian finit este izomori cu grupul caracterelor sale. 

Într-un grup abeliun G de ordinul n considerăm un subgrup H 
de ordinul m. Dacă un caracter y al grupului G este considerat numai 
pentru clementele subgropului H, atunci se obține, evident, o funcție 
care este un caracter al grupului H. Să notăm acest caracter cu 3. 
Este limpede că aplicaţia y — 2 este un homomòrfism al grupului 
A al caracterelor grupului G, în grupul Y al caracterelor subgerupului H. 
Să notăm prin A nucleul acestei homomorfism. Caracterele y, din A 
sint caracterizate prin (2) =:1 pentru orice ze H. Dacă y e A, iar 
x şi a aparțin aceleiaşi clase factor din G/B, atunci, evident, x(2) = 
= y(x’). Luind z(2) = (2), unde ye A, iar æ este clasa din G/H 
care are pe < ca reprezentant, obținem o funcţie 3 unic definită pe 
grupul factor G/H, care este un caracter al grupului G/H. Reciproc, 
dacă y este un caracter al grupului factor G/H, atunci luînd 


| | (2) = W(2), eg, 

obţinem un caracter y e A, pentru care y% = y.. Deoarece prin apli- 
cația y > y(x e A) caracterelor distincte din A le- corespund carac- 
tere distincte din grupul factor G/H, am. demonstrat că. numărul 


caracterelor y care aparţin lui A este egal cu numărul caracterelor 
R 


grupului G/H, adică este (teorema 2). În acest caz însă imaginea 
m y : : : 
grupului X prin homomorfismul y — 3 (al grupului X în grupul Y} 
; n . ME: 
are ordinul n: — =m şi cum potrivit teoremei 2 grupul Y are tot 
m . : DARA 
ordinul m, atunci această imagine coincide cu Y. Rezultă deci că 
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orice caracter al grupului H are forma 3 pentru un anumit caracter y 
al grupului &. Este clar că numărul caracterelor y e X care induc 


n 
acelaşi caracter pe H, este — =(G: H). 
m 


Am, demonstrat, următoarea teoremă. 

TEOREMA 3. Dacă G este un grup abelian finit, iar H un subgrup 
al său, atunci orice caracter al grupului H poate fi prelungit până la 
un caracter al grupului G, iar numărul acestor prelungiri este egal cu 
indicele (G: H). PREA i 

CONSECINTA 1. Dacă œ este un element din G, diferit de unitate, 
atunci există un anumit caracter y al grupului G, astfel încât y(£) # i. 

Să, considerăm grupul ciclie la) = H. Deoarece ordinul său 
este mai mare decit 1, înseamnă că pe H există un caracter neuni- 
tate y’, pentru care, în consecinţă, y(x) # 1. Prelungind pe 7 pină la 
un caracter al grupului G, obţinem caracterul căutat y. 

CONSECINȚA 2. Dacă un element x din G nu aparține subgrupului H, 
atunci există un caracter y al grupului G, astfel încât y(x) # 1 și 3(2) = 
= 1, pentru orice z€ H. 

Într-adevăr, caracterul unitate al grupului H poate fi prelungit 
pînă la un caracter neunitate al subgrupului i, H}, eare, la rindul 
său, poate fi prelungit pînă la un caracter al grupului G. l 

Vom stabili acum citeva relații între valorile caracterelor. Dacă 
Xp este caracterul unitate, atunci y(x) =1 pentru orice ze şi 
deci $}, y(x) = n, unde n este ordinul grupului 4. Să presupunem 

xEeG 
caracterul y ca fiind distinct de yo, deci x(0)z 1 pentru un anumit 
ze G. Dacă a pareurge toate elementele grupului G, atunci și 2% va 


parcurge toate elementele lui G. Notind J= D y(x) obținem prin, 
xE 


urmare, l i 
S = 2 yez) = y(2)5. 


Datorită conditiei y(2) # 1, egalitatea obținută este posibilă numai 
dacă S —0. Astfel este verificată formula : -1 
n, dacă X = Xo À 
>, (o) = : 5) 
xEG ȘI 0, dacă z 4 io o să 


r 


„ Valoarea, oricărui caracter y pentru elementul unitate al grupului 
este unitatea, de aceea X (1) = n (aici, ea și în continuare, y parcurge 


PE INI A CEI E : 
toate caracterele gripului G). Notăm T == $ y(x). Conform consecin- 
% 


tei 1 a teoremei 3 există un caracter y’ pentru care x(a) # 1 (dacă. 
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<Æ 1). Odată cu x şi produsul y 


pg pe parcurge toate caracterele grupului 


pai 
T = F(x Wx) = 2 x(a) x(a) = x(a) T 


pă 


şi deoarece "(a 1. rezultă că T = 
Ela x(x) 4 1, rezultă că T —0. În acest mod s-a demonstrat, 


n, dacă gs = 1, 
yE) = > 
$, o) (6) 
0, dacă s Æl. 


s ` kaiini a Tai: 
a 7 iii pia Ee dat un număr natural m vom nota 
m £ » relativ la înmulţire, al claselor uri 

grupul, Tela i , selor de resturi modulo 

mM, ai numere intregi raționale, relativ prime cu m. Clasa numerelor 

mo m gal ConiAue pe a drept reprezentant, o vom nota cu a. 

aa a rater X, al grupului Gm putem să-i atasăm în mod 

onic o funcție y* definită pentru toate numerele întregi rațional 
a, relativ prime cu m, luînd clic 


x*(a) = (a). 


SF] EE PA anahi. fi i 4: 
si Sia er funcție X* asupra tuturor numerelor întregi 
an Er consi erind că y*(a) =0, dacă şi numai dacă a şi:m nu 
a r D Aa z* astfel obținută (definită pe toate nume- 
regi rationale) se numeste caracter numeri 3 
0 ste e di erte modulo In con- 

ç apă qu P ii Ad 
MnS y* va fi notat cu litera y cu care a fost notat si ca acter] 
Aa pe E Gm. Caracterele distincte ale grupului Gu generează 

nt, caractere numerice distinct el că ă a 

ur se distincte, astfel c: ărul caracter 
numerice modulo m este ofm). ? A iai ii 

Din definiţie se d ijloei 

tie $ educ nemijlocit următoarele proprietăţi 
caracterelor numerice : i TRE RAE 
RAI E Fo ti că fi numărul întreg raţional a, valourea, yla) este 
un :omplex, iar (a acă, și i dacă : relati 
erT ; x(a) # 0, dacă şi numai dacă a este relativ 

2, Dacă a = a (mod m), atunci y(a) = yla’). 

i. Oricare ar fi numerele întregi raţionale a şi b, ylab) = x(a)u(b) 
cale a pari Si aceste trei condiţii caracterizează complet carac- 
o F ntr pe are ru o funcție y care satisface condiţiile 
1, 2, Si 3. Pentru o clasă de (a, m) =1 tă Ää E 
: EO 0 îm (> „=l, notăm y(ã) = (a). Pe 
5 a le 7 y aloarea y(ã) nu depinde de alegerea aid 
feri E în sa condiţiei 1 trebuie să fie nenulă. Mai mult, “dacă 

m) =1 și (b, m) =t, atunci conform condiției 3 avem i 


Xab) = (ab) =qlab) = v(a) (0) = y (ë) xl). 
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În acest mod, y este un caracter al grupului Gm, iar caracterul 
numeric y* care îi corespunde coincide cu functia n 

Considerăm. un număr natural m’, care se divide prin m. Fiecărui 
caracter y modulo m îi putem ataşa în mod canonic un anumit carac- 
ter y’ modulo m’. Anume, dacă a este relativ prim cu m’ (şi deci 
şi cu m), atunci convenim că x(a) = (a); dacă însă (am) >l, 
atunci x'(a) =0. Funcţia, numerică 7, satisface toate cele trei condiţii 
1, 2 și 3, de aceea este un caracter numeric modulo m’. Vom spune 
că x" este indusă de caracterul y. 


DEFINIȚIE. Dacă pentru un caracier y modulo m există un anumit 
divizor propriu dal numărului m şi un anumit caracier y, modulo d, 
astfel încât yı să inducă pe y, atunci acest caracter y, se numeşte nepri- 
mitin; în caz contrar acestu se numeste primitiv. 


Teorema 4. Pentru ca un caracter y modulo m să fie primitiv, 
este necesar şi suficient ca pentru orice divizor propriu dal numărului m, 
printre numerele x congruente modulo d cu unitatea și relativ prime 
cu m să se găsească unele pentru care ya) £ 1. 

Demonstraţie. În cazul cînd caracterul y este neprimiiiv, acesta 
este indus de către un anumit caracter yı modulo d, unde d este un 
divizor propriu al lui m. Aceasta înseamnă că oricare ar fi x, relativ 
prim cu m, are loc egalitatea gx) = dul). Dacă a =1 (mod d), 
atunci y(æ) =1 = pal). Reciproc, să presupunem că pentru un 
anumit divizor propriu d al numărului m este verificată relația 
y(x) =1 numai dacă (xm) =i şṣig=l1 (mod d). Oricare ar fi a 
relativ prim cu d putem găsi un anumit e, încât (a m= i si a = 
= a (mod d). Convenim că ya) = yle). Valoarea g(a) nu depinde 
de alegerea lui a’. Într-adevăr, dacă a! = a” (mod d), unde a” este 
tot relativ prim cu m, atunci a” = za' (mod m) pentru un anumit s, 
relativ prim cu m. Întrucit «= 1 (mod d), atunci conform enunțului 
teoremei (2) =1 și deci (a) = z(0z(a) = zi). Detinind, în 
continuare; y(a) =0 dacă (a, d) # 1, obţinem o funcție numerică 
yuy Care, după cum se constată imediat, este un caracter numeric 
modulo d. Deoarece yla) = yha) pentru (a, m) ==, atunci y este 
indus de către caracterul x. Astfel, demonstraţia teoremei 4 este 
încheiată. | 

_ PROBLEME 

1. Să se arate că un grup ciclic finit, al cărui ordin este o putere a unui număr 
prim nu se descompunc în produs direct de subgrupuri proprii. 

2. Considerăm că ordinul unui grup ciclic finit G este produsul numerelor k şi î, 
relativ prime. Să se demonstreze că G se poate reprezenta ca produs direct a două 
subgrupuri avind ordinele k, respectiv l. | 

3. Fie a un element de ordin maxim dintr-un grup abelian finit, Să se demon- 
streze că subgrupul ciclic {a} definește în G un factor direct. 

4. Fie k un număr natural. Să se demonstreze că un element æ dintr-un grup 
abelian finit G este o putere a k-a în G, dacă și numai dacă y(x) = 1 pentru toate 
acele caractere y ale grupului G, pentru care XE = X (Xp este caracterul unitate). 
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33. c. 796 


3. Fie G un grup finit abelian de ordinul n. Seriem elementele, respectiv, carac- 
terele sale într-o anumită ordine : Tao -+s as FESPECLIV Yy -..s Xn. Să se demonstreze 
că matricea id, 


1 
Yr xal 
n i,j 
esie unitară. 


6. Fie m... mg numere naturale oricare două relativ prime, și m = Mh, ... Mg. 
Să se demonstreze că pentru orice caracter y modulo m există și sint unic definite 
caracterele y; modulo m;(i = 1, ..., k), astfel încît pentru orice număr întreg raţional 
a este valabilă egalitatea 


X6) = pata) --- Xr) 


pentru fiecare i caracterul y; cste definit prin cgalitatea y;(a) = y(a), unde a“ ceste 
m 
dat de congruențele a° = a (mod m), a = 1 (mod— 
i 

7. Să se demonstreze că dacă, în condițiile problemei 6, caracterul y modulo 
m este primitiv, atunci pentru orice i= ł,...,k, caracterul y; modulo m 
este tot primitiv. 

8. Fie d, şi d, divizori ai numărului natural m, iar d = (d, d). Să se demon- 
sireze că dacă caracterul x modulo m este indus de un anumit caracter y modulo d}, 
cît şi de un anumit caracter modulo d;, atunci este indus și de un anumit caracter 
modulo d. 


i 


9. Să se demonstreze că ficcare caracter y modulo m este indus de un caracter 
primitiv modulo un anumit, unic definit, f (care este divizor al lui m), Numărul f 
se numeşte modal director al caracterului y. 


10. Să se demonstreze că numărul caracterelor primitive nodulo m este 


m 
u(d)e (=) 
2 z 


(d parcurge toți divizorii numărului m; u este funcția lui Möbius iar ọ funcția lui 
Euler). . : 

11. Să se demonstreze că există caractere primitive modulo m, dacă, şi numai 
dacă m este sau impar, sau divizibil prin 4. 


12. Fie Ẹ spațiul liniar peste corpul numerelor complexe, compus din naii 
f definite pe elementele unui grup abelian finit G și avind valorile complexe f(0), ce G. 
Pentru fiecare element wE G notăm cu Te operatorul translație, care Acpioneazy po- 
trivit formulei 


- (Taf Xo) = flo). 


Să se demonstreze că toate caracterele” y ale grupului G sînt vectori proprii ai pede 
rilor To- Care sînt valorile proprii corespunzătoare ? 

` 13. Păstrăm notaţiile de la punctul precedent și considerăm penteu a funcţie 
[e ă fixată, matricea i 


t 


N k pa i AS fo)e 


5l4 


unde o și 7 parcurg toate elementele grupului G, puse într-o anumită ordine, Să se de- 
monstreze că determinantul acestei matrici este 


nf > roxo) 


z 


lui G). 
o parcurge toate clementele, iar x toate caracterele grupu : 
dili Indicaţie. Matricea A este matricea operatorului Ti Do) în baza 


constituită din funcţiile lg, pentru care 


1 pentru c= T, 
l7) = | 


0 pentru o Æ 7T. 


Să se găsească valorile proprii ale operatorului 7. tii 
14. Să se rezolve problema 13, considerind determinantui produsului matricii 


(X(6))uo cu matricea A, 


= 1 (mod 4) şi o = Vd pentru d 


TABELE i 
| TABELUL 1 
Numărul A al claselor de divizori şi unitatea fundamentală e>1 pentru corpuril 
i be! e 
pătratice reale RVD, 2 <d < 101, d liber de pătrate, w = Laak pentru d = 
p = 
= 2,3 (mod 4). 
d 7 
|a] e NO] a | a | e | vo 
2 1-a [se F 
i | —1 | 53 3- 
3 . 2 T o F i e s94 120 a 
G 131+4 
s ee) -4-1 58 92190 A 
i0 A +1 59 5304+ 690 +1 
11 1030 ril e ian a | 
i Art + 62 63+ 8% +1 


1 
> a 
1 
1 1 
i i 
2 
i i 
1 
—1 | 65 2 
14 e i 
14 1 18-40 +1 | 66 2 ga is: 
1 A i T A A 48 842-5 967% +i 
2 i £ 11-+-3 
19 1 1704 390 +1 | 70 2 2511300 a i 
21 1 te ua 1 3480+413% 4+1 
A i s © +1 73 1 943 -4-2500 —1 
25 i 24450 41| 74 2 4383+50 —t 
26 2 Sto -ii 77 1 4o +1 
30 |. 2 AEN E ÎN r RE Tr 
31 1 1 5204+273% 41| 82 ă prg G 
aa 198o +1 | sa 1 82+ 90 E 
34 2 35460 +1| 85 2 das —1 
35 : +o +1 | 86 1 | 104054-112 | și 
z 1 paria i 87 2 28 +30% +1 
38 i 37-60 +1 | 89 1 4474-1060 4 
39 : 25440 +1 | o 2 157441650 1 
n 1 27+ 100 —1 | 93 1 13+ 30 H 
2 o +x +1 | 94 1 |2 143 295-4221 064o] -+ł P 
43 1 8245310 +1] 95 2 39+ 4 
46 1 | 24 33543 5880 +a | 97 1 5035411380 | i 
47 1 48+ 7a + 101 i 94-20 —1 
wap ee Pa e ! 
, 
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corpurile 


TABELUL 2 


Numărul h al claselor de divizori și norma N(e 


) a unităţii fundamentale e din 


pătratice reale R(/d), d liber de pătrate, 101 < d < 500. 

II TITI 
d | h INte) d | h | NÆ | d | h | N(e) | a |n | Næ) | a | h | NÆ) 
1 al 182 |2 | +141 259|2 +a | 341 l1 a] 422|1] +1 
2| ua 183]2| „al 262ļ|1} +1ļ 345[2| +1 426 |2| +1 
4i pa] 185 |2| —1] 263 |1| +1 | 346 |6| —1i 42716| +i 
2] +a] 186 |2] +1] 265 j2 a] 3471| +1 49|2| + 
2| al 1872| +1] 266|2| +1} 349|1j —1į 430 2| +1 
1| al 190/2] +a 267|2| +1] 353ļ1 —1 | 431 |1| +1 
4 | al 101 |1| +1} 269|1 —1 || 35412 | +1] 433 ]1]| —i 
2 | ja 193 |1] —1 | 2721 |1]| +| 355 ]2 „1 44 |4| +1 
2| 1l 1ga|2| +1] 273 |2| +11 357121 +1 435] 4] +1 
1 | -ti 195 |4 +1 || 274j4 —1 | 358 |1 +1] 437 |1 +1 
2| +1} 197 ]1| —1 | 277|1| — | 359 |3| +1ļ 438141 +i 
2| al 19911] +1 278 |1| +1 362[2| ~i 439 |5| +1 
1 | +1} 201 j1 +1! 28 |1 —1 | 365 |2| —1| 44 |8 — 
24 al 202 |2| —1| 28212] +1 366 |2] +1| 443 13| +1 
3| a po3 2 | +1 233|1]| +i 3671 +1) 445 |4 —1 
2l al 20 |2] +1] 285 |2) +1} 37%0j4j ~ 446 |1| +i 
il +1} 206 |1| +14} 286|2]| +1ļ 37|2] +1 447 |2| +1 
1| al 209 |1] +4} 28712] +1 373 jij —A 449 |1| — 
al a oola4l +1] 200]4]| —1|| 3742] +1] 453 |2| +1 
ial 21 |i] +1 291 [4] +1 ' 3772 | +11 453|1] +i 
if ai 21311] +1 293 |1| —1} 379|1| +1 454 |1| +i 
ilaa 241] xi | 295]2| +1| 383 ]1] +1] 455]4j| +1 
1 —] 215 j2) x] 298 |2| —1| 382|1} +1} 45711] — 
2 | 1l oa7 12| a] 299|2| +1] 383 |1] +1, 458 |2 | — 
lua 218]2] -1l ao ]a! +1} 385 j2] +1į 461 [1 — 
1] +1! 219]4| +1] 302 |1| +1 386 2| +1 a al + 
3| al 221 12| +1} 303 |2| +1 339 |1| —1| 463 |1] +i 
2 | a] 22212] val 30512! +1] 390|4| +1] 46512| +1 
14| oa 223|3| +1] 307ļ|1| +1} 39 |2| +1 | 466[2| +1 
2 | val 226 |8| —1} 30911] +1 | 39311] +1 467]1| +1 
qf ak 0271] +1 30|2] +1 394|2] —1 469/3] +1 
ilij 22913] —1|| aa 1! +1} 39%5ļ2] +1 470 |2 | +1 
2 | +1 230 |2| +1! 313 |1 —1 | 397 |1| —1| 471 j2] +1 
af al 2314] +1 | 314 [12| —1| 398 |1| +1 473 |3| +1 
1] —1] 233 |1| —1] 317]|ł} — | 39918] +1] 474|2] +1 
1| ra] 235 |6| +1į 318|2] +1 401 5] 1} 4733|11] +1 
2| pa] 237|1] +1 39ļ]2j] +1 402/2] +1 479 |1 f +1 
1l 1j 2382| +1 321 f3] „a || 408 [2] +1 481 |2| — 
41| al 2393} +10 322 |4| +1 | 406 [2| +1 482 |2 | +i 
2| a 21 |1 a! 30314! +11 40712 | +1 48314] +1 
1| al 246 ]2| al] 326]3| +1ļ 409 |1| ~1 485 |2| —1 
1l +i 247 12| +1} 3272| + sto [4 | +11 487|1jļ| +1 
alal 2491] +11 329j1f rai 41 |2] +1 489121 -+14 
al al o la a | 330!4] ra] 4143|11] +1] 411 +1 
2| pal 253 |1| +1 33 11| aj 415[2| +1 49 |2| — 
ilal 254]3| val 334j1j „a 417]1j| +i 494 |2| +1 
a| ral 255 14| +1] 335|2} +1 418|2] +1} 497 |1| +t 
1| al 257]3| — | 33711] r} 419 ]1| +1) 49 |2| +1 
[4 22| 411 392| aa aa la] al 4915] +1 


TABELUL 3 
Numărul f% al claselor de divizori 


numerele prime p < 2000 
ma i UNCE, E. La 
British association for the ady: 


TABELUL 5 


Numărul î al claselor de divizori ai corpurilor pătratice imaginare RYa), 


dir ile pătratice r D) 
1 corpurile pătratice reale R(Vp) pentru unde a este liber de pătrate, 1 < a < 500. 


Cycles of reduced ideals in quadratic fields 


1934). ancement of science, Mathematical tables, vol. IV, London 
a h a h a h a h a h a h a R 
Există 303 de numere pri FR ENN EE id i 
pentru următoarele doit sa coca ae dectt 2000 (exceptind p = 2). Dintre acestea | | | 
= Dă umere prime: i i | 1] 71| 2] 143 ]a10| 21514 287 |141 365 [20| 434 j 24 
p = 79, 223, 229, 257, 359, 443, 659, 733, 761, 839 2 1 73! 4| 145] 8| 217| 8| 290 |20| 366 [12| 435] 4 
1091, 1171 $ aa SE 3 1 74 |10! 146116 218110] 291| 4| 367} 95 437} 20 
> 1111, 1223, 1229, 1367, 1373, 1489, 1523, 1567 5 2 77| 8j 149 14| 219| 4| 293 |18) 370112 | 438| 8$ 
16: = i | 2 78| 4] 151| 7| 221116] 295| 8l 371| 8i 439|15 
21, 1787, 1811, 1847, 1901, 1907, 1987 7 | ail 9] 51 154| 38| 22|12] 2988| 6} 3783|10] 442| 8 
numărul h pe SE n ea . 10 2 82 4 155 4 | 223 7 299 8! 374 | 28 443 5 
pcâtru corpul RVP) este 3. Pentru şapte valori: 11 1 83| 3] 157| 6} 226| 8| 301 838| 377|16| 445] $8 
‘ 13 2 85| 4 158| 8] 227| 5l 8302|12] 379| 3} 446 |32 
P = 401, 439, 499, 727, 1093, 1327, 1429 14 4 86 |10! 159| 10! 229110] 303 110| 381 [20| 447 |14 
| 15 | 20 875| iag t] alaa) sol al ses lazi 451] e 
numărul A este 5, iar Aa E 1 12 63 | 1| 23 3 13 
este 5, iar pentru patru valori : io | 12| s| 21 165| si 233|121 309 12] 385| ||] 45312 
=5 ina 21 4i 93| 4l 166110] 235| 21| 310| 81 386 20l 454114 
p = 577, 1009, 1087, 1601 22 | 2] ol sl 1867|31] 237|12] 31119] 389 [22| 45520 
š ' i 23 3 95| 8] 170|12| 238| 8| 313| 8 390 |16 457| 8 
numara h este 7, Corpul corespunzător lui p = 1129 are h= oo 26 8 97| 4 173 | 14 239 | 15 314 | 26 391 | 14 | 458 | 26 
e divizori ciclic), iar corpul corespunzător lui p = 1297 pă h = 9 (cu grupul claselor 29 6l 101 |34| 174]12| 241 [12| 317 |10ł 393 ļ12 461 |30 
lalte 264 de numere prime p < 2000 numărul e h= 11. Pentru toate celc- 30 | 4l 102| 4] 177| 4] 246|12| 318]12| 394]10]| 462| 8 
este 1, zi hărul claselor de divizori ai corpului R(Vp) 31 | 31 103] 51 178! a | 247| 6] 3191101. 395| 8| 463| 7 
33 4| 105| 8| 179| 5ļ 249|12| 321 |20 397 6| 465 | 16 
ta 34 | 4} 106| 6| 181 [10| 251| 7] 322| 8| 398 [20| 466| 8 
35 | 21| 107| 3] 1821121 253| 4| 3231 4ļ 3991161 467| 7 
TABELUL 4 37 2 || 109| 6} 183| 8| 254| 16| 326 [221| 401 |20 4691 16 
E 38 6| 1410|12; 185 116| 255 |12] 3271121 402|16| 470 |20 
Nuümärul h al i DEARI ara 39 4 111| 8f 186 |12! 257 {16| 329 |24 403] 2 471| 16 
? al claselor de divizori peniru anumite corpuri pur cubice RV) A } 113 s se A rio > 330 că căi e ja 
: | . 42 4l 1314) 8| 190} 4i 259| 4| 331| 31| 407[16| 474 |20 
m: ò 3 | 5 è : z 43 | i| 115| 2f 19 |13} 262| 6] 334 [12] 400|16| 478| 8 
k i | SA 10 H 12 13 14 46 4l a18 | elf 193| 4] 263 [13| 335 [18| 410]16| 479125 
1 1} 1 3 1 5 E ~j 47 5) 1419|10) 194|20| 265| 8] 337| 8) 411] 65| -481 |16 
m j 15 | 17 | 19 | 3i 3 51 | 2| 122110] 195| 4l 266j20] 339} 6] 41320] 482 |20 
A | 20 |! 21 22 1 23 |! 2 28| 29 53 6| 123| 2} 197]10| 267| 2f 341 |28| 41510] 483| 4 
0 a At 3 33| 3 DANI aa — 55 4l 127| 5|| 199] 8! 2691221] 345| 8ļj 417| 121| 485 j20 
A pu 11| 3 3 1 57 | al 129 ]12| 201 [12| 271 |11] 34610] 418| 8| 487| 7 
30_| 31 | 33 | 34 ! 35 | 37 | 38 | 39 58 | 2] 130| 4] 202| 6]'273| s 347| 5] sol 9| 489|20 
h 3 ae | a, = | 41 | 42 59 | 3| 31} 5] 203] 4] 274]12] 349ļ14} 421 [10| 491] 9 
: i 3 3 3! 6 1 3 6i 6l 133| 4] 205| 8| 277| 6| 353|16| 4221101 498| 12 
w 43 44 45 46 47 6 as 62 8| 134| 14 206 |20 278 |14| 354116| 426 124| 494 | 28 
h 12 | 1 |- i i ERS 65 E 91 111941 126 65 3| 137| 8| 209120 281 ]|20į 355| 4| 427| 2| 497 |24 
i o 1; 2 6 18 | 9 E 66 | 8l! 138| 8| 210] s| 282| 8i 357| 8 429136] 498| 8 
m |182 | 215 12147 1 342 2 în g 67 il 139| 3] 211| 3] 283! 3j 358} 61 430|12ļ 499| 3 
i |2 342 | 422 69 83| 141| 8| 2133| 8] 285 |16| 359 |19: 431 ļ]21 
aL BR E NE II O 70 | 4|| 142| 4|| 214| 6] 286 |121 362181 433 [124 


Obser vaţie. Tabela conține toate cor purile pur cubice RO m) pentru ĝ < m < 50. 
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pentru p primi, 


Numărul h al claselor de divizori ai cor 
500 < p < 2000. 


TABELUL 6 


purilor pătratice imaginare RVZ p) 


ho p A | p h P 
il 
| i 
21 997 | 14 119491 32 11514 
15 | 1009! 20 111259] 15 {1523 l 
10 | 1013 | 26 || 1277| 34 || 1531 
40 || 1019| 13 1279 | 23 |] 1543 
20 | 1021} 22 f 1283 f 11 | 1549 
26 | 10311 35 1289| 36 || 1553 
5 į 1033| 12 || 1291 9 4 1559 
30 || 1039 | 23 J 1297| 12 11567 
32 |1049 | 44 i 13011 50 11574 
7 1051] 5 [1303| 11 [157% 
30 || 1061| 26 | 1307| 11 || 1583 
9 # 1063| 19 1319] 45 | 1597 
7 | 1069| 30 1301 | 24 i1601 
22 || 1087 9 j 1327| 15 i| 1607 
33 l 1091| 17 | 1361, 60 | 1609 
10 f 1093] 10 {13671 25 | 1613 
32 || 1097| 36 į 1373| 18 || 1619 
7 11031 23 j 1381| 26 l 1621) 
21 1109 | 50 11399 | 27 ; 1627 
„10 {1117| 14 11409] 36 j 16371 
40 f 1123 5 | 1423 9 | 1657 
3 | 1129] 16 l 1427| 15 | 1663 
29 || 1151 | 41 f 1429| 22 il 1667 
3 } 1453| 16 | 1433| 36 || 1669 
3i 4163 7 11439 | 39 | 1693 
19 |117 7 i| 1447 | 23 i 1697! 
36 |1is1| 46 l 145t] 13 | 1699 
20 || 1187 9 į 1453| 14 11709 
46 || 1193| 36 1 i459 | 1t l 1721 
5 j 1201] 16 |} 1471] 23 [| 1723 
32 | 4213| 10 11481 | 52 11733 
11 | 1217| 32 || 1483 7 I| 1741 
15 i| 1223| 35 | 1487| 37 | 1747 
20 i| 1229| 38 ĵ 1489} 20 | 1753 
27 | 1231| 27 | 1493| 22 | 1759 
17 || 1237| 14 | 1499| 13 | 1777 
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TABELUL 7 


Grupurile „mebanale” de clase de divizori ale corpurile pătratice imaginare 
RV —m) pentru 0 < m < 24000 (WADA, H, A table of ideal class groups of imagi- 
nary quadratic fields, Proc. Japan Acad. 46, N2 5, 1970, 401 —403). 

Grupul G al claselor de divizori ai corpului RV —m) se numește „banal” dacă 
invariantii săi (fiecare dintre aceştia fiind divizor al precedentului) au forma a, De n ss 2: 
în caz contrar, G se numește „„nebana”. Un grup „banal este unic detinit de ordinul 


său şi de numărul divizorilor primi ai discriminantului corpului RV Zm). În tabel 
sînt indicaţi, în coloana din dreapta, invarianţii grupului G pentru corpul RY —m) 
avind grupul „nebanal” G. Toate corpurile RV —m), 0 < m < 24 000, care nu figurează 
in tabel au grupuri banale” de divizori. 


m G m | G | m i G m | G 
974 2, 3 5614 | 3, 4 ! 3 366 28, 4 10 295 32, 4 
1513 4,4 3 703 18, 3 | S 446 12, 4 10 366 16, 4 
1 582 4, 4 5795 8,4 H 8 522 30, 3 10 414 20, 4 
1590 4, 4.2 5857 123 8 555 | 8, 4 10 549 8, 4,2 
1 598 8, 4 5 910 4, 4,2 8 633 16, 4 10 605 4,4,2,2 
1 886 16, 4 5 986 3, 4 8 638 5, 4 10 718 16, 4 
1 918 4, 4 5001 8,4 3 671 15, 4 10 739 19, 4 
2 329 8, 4 GOL 24, 4 8 701 | 5, 4,2 10 790 12, 4,2 
2 379 4, 4 6 085 6,5 8710 | 4,4,2 10798 | 12, 3 
2 437 6, 3 6123 4,4 | 8 738 16, 4 10 803 4,4 
2 542 4, 4 6221 42, 3 § 751 24, 3 10 961 32, 4 
2 702 12, 4 6 226 12, 5 8 790 8, 4, 2 11 00i 6, 6,2 
2 993 12, 4 6 286 12, 4 H 8 878 8, 4 11199 | 20,5 
3 026 12, 4 5 355 4, 4 8 942 24, 4 11 326 24, 4 
3 262 8, 4 6 398 16, 4 i 8 974 16, 4 11 534 44, 4 
3 299 9,3 6 402 4,4,2 | 9 069 12, 6 11'651 ! 18, 3 
3 358 8, 4 6 494 24, 4 9118 3, 4 11 713 | 4,4,2 
3 502 4, 4 6 497 8, 8 921414 16, 4 11 822 20, 4 
3 886 6, 6 6 583 12, 3 | -9266 36, 4 11 966 32, 4 
3 934 8, 4 6 690 6,6,2 9 385 12, 6 12 002 20, 4 
4 027 3, 3 6 789 ü, 6,2 ! 9 422 24, 4 12 013 6, 6 
4 318 8, 4 6 919 ©, 6 9 497 24, 3 12 067 6,3 
4 369 12, 4 6 914 36, 3 9503 20, 4 12 095 32, 4 
A 486 10, 5 6 933 16, 4 : 9516 8, 4, 2 12 118 6, 6 
4 633 8, 4 7006 | 20, 4 9 554 40, 4 12 143i 12, 3 
4 658 16, 4 7 059 8,4 9 574 18, 3 12 206 48, 4 
4 718 16, 4 7 081 16, 4 9 595 4,4 12 207 20, 4 
4777 8, 4 7 361 28,4 9 673 12, 4 12 282 6, 6,2 
4 810 4,4,2 7 082 8, 4 9 809 32, 4 12 394 18, 3 
4 895 16, 4 7 585 4,4,2 9 881 28, 4 12 451 5,5 
5037 | 4,4,2 7769 | 24, 4 9934 | 12,3 12 453 | 6,6,2 
5069 | 12, 6 7966 | 8, 8 9955 | 4, 4 12 481 12, 6 
5134 | 16, 4 7977 | 6,6 10 001 40, 4 12 505 | 8,4,2 
5142 16,6 8103 | 12, 4 10 015 | 18, 3 12 595 | 4, 4 
5190 ] 8,4,2 8 126 40, 4 10074 | 8, 4,2 12 638 32, 4 
5 306 12, 6 8 242 6, 6 10 081 12, 4 12 710 16, 4,2 
5417 | 24, 3 8322 | 8,4,2 10173 | 6, 6 12 837 | 6,6,2 
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TABELUL 7 (continuare) 


m G | m e | m | sf m G 


12 937 | 555 | 6 
12987 |8, 4 15 929 |32, 4 18555 |66 | 21418 [18,3 
12994 | 13,4 | 15934 |16, 4 18649 | 16, 4 21 449 | 24, 6 

13022 | 10,4 | 16049 [30,6 18721 | 32,4 | 21454 |244 
13143 | 16 4 16 e t i 18 A A i AEON 
314: ; | 12 0. 4 21 605 | 24,4 
13317 | 3,4,2. | 16301 | 78 3 18922 | 10. 5 Ae ea 
1331 z ' „5 21755 | 16. 4 
13 312 12, 4 16441 |28, 4 19187 | 12 3 21895 |244 
13359 |244 | 10440 | 10,10 | 19286 |42, 3 21922 | 20,4. 
13398 |4422) 10 582 10, 5 19346 | 44,4 | 21930 6,6,2,2 
13077 |8,4,2 | 16609 j24,4 | 19427 [0,3 j 21998 {20,4 
DOETE, f ERa 19545 | 6, 6,2 || 22055 | 404 
13727 |28, 4 16710 |8, 4,2 | 19500 |12,4,2 | 22127 |16 8 
13817 | 28,4 | 16769 |28, 4 19618 | 12 4 | 22222 |12 4 
13829 |543 | i6782 | 10,10 | 19651 [6,5 22321 | 8,8,2 
13 906 18, 4 16814 | 48,4 | 19677 |6 62 | 22398168 
14033 |363 | 16870 |6, 6,2 | 19679 |543 | 22443 |63 
14062 |12, 4 16887 |24, 4 19726 | 20,4 | 22481 | 60,3 
uie laa {oie ea | i. me Iei IRI ocol Ic 

i; 3 ą 5, gig 3 P n 

14162 | 20, 4 17146 | 42,3 l 19 949 Ta 5 SL ja 
14334 | 18, 6 17266 | 1654 | ; KRA 
14334 |186 | 1728 i 9981 |12,4,2 ! 22763 |8, 4 
14446 [20,4 | 17282 [30,8 | 19982 |28, 4 22 862 | 12,4, 2 

| i | 17399 |54, 3 20002 |12 4 22 878 | 124 
14473 | 12,4 || 17402 | 124,2 | 20091 |84 22965 | 126,1 

14547 | 4,4 17422 | 12, 4 20129 [60,3 | 208 Da 
14606 | 10,10 | 17427 |4 4 20155 | 4, 4 23 137 | 16 
14637 |4,4,2,2] 17561 [12,12 | 20182 | 36,4 | 2aaza hian 
lan |g 4 17574 | 124,2 | 20310 ad 4 a | Bis l gar? 
14730 66,2 17723 | 18,3 | 20366 |44 4 23165 |12 % 
14795 |84 17751 | 28,4 | 20398 |8, piede 

7 4 8, 4,2 | 23178 |12 6 
15 049 | 12, 6 17753 | 24, 4 20 445 : i 
4 5 | 8,4,2,2| 23190 | 164,2 
15 326 | 48 4 18021 |10, 10 | 20654 | 44 : dr. 

5 3 „4 23 329 | 24, 4 
15389 |20, 10 | 18046 | 24.4 20658 | 8,42 | 2337 4 
15538 |16, 4 18158 | 40,4 | 207 4 i a 

i ; 4 34 |24, 4 23 439 | 36. 4 

15549 |12,4,2 | 18278 | 124,2 | 20737 |16 4 23585 | 16,4, 
15655 |244 | 18285 | 44,2321 21018 |66,2 | 2360 [1262 
15658 | 105 18286 |16, 4 21098 | 16,42 I 23683 |6 A 
15742 | 16,4 || 18362 |303 | 21190 [8,4,2 | 23862 |662: 
15805 | 8,4,2. | 18409 |28, 4 21233 | 28,4 | 23871 | 24,4 
15806 | 44, 4 18 458 | 18, ô 21243 |8, 4 23910 | 8,8,2 


15 910 | 8,4,2 | 18542 |28, 4 21 395 | 16, 4 23 953 | 24,4 


Observaţie. În tabele toate grupurile G au invarianţii de formaa, b, 2a, E ; 20 
y Observa i A i. 20, 
Există totuşi exemple de corpuri RỌ =m) pentru care grupurile. G au invarianţi de 


un alt tip (Shanks D.): i A 


me. G ; m : m. G 
63199139 348, 3, 3 78789999 162, 6, 6 3i 5524687 l 4 
72972579 102, 6,3 | 80067263 270, 9, 3 (simplu) E 
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TABELUL 8 


Discriminanţii ordinelor cunoscute ale corpurilor pătratice imaginare, pentru care 


fiecare gen al modulelor care le aparţin este compus din o singură clasă (DICKSON, L.E., 


Introduction to the theory of numbers, 1929). 


I. Discriminanții ordinelor maximale (65 valori): 


O a 


—3 —43 —148 —340 —595 —1320 

—4 —51 —163 —372 —627 —1380 

—7 —52 —168 —403 —660 —1428 

—8 —57 —187 —408 —108 —1435 
—11 —84 —195 —A420 —71i5 —1540 
—15 —88 —228 —427 —'760 —1848 
—19 —91 —232 —435 —795 —1995 
—20 —1t5 —235 —483 —846) —3003 
—24 —120 —-267 —520 —1042 —3315 
—35 —123 —280 .  —ā32 —1092 —5460 
—40 —132 —312 < —555 —1155 


II. Diseriminanţii ordinelor nemaximale (36 valori) : 


—3.25 —4.2° —7.8? —15.4? —88.22 —408 +22 
3.37. —4-3 —8-22 ——15.82 .  —120-2° — 520 2% 
—3.4? --4 -47 —8. 3 —20. 3% —168-22 —760 -27 
—3. 5? —4.-5? —8- 6? —24.2* —232. 22 —840 -2° 
—3.7? 7.2? —11.3? —35 3% —280 2? —1320-2? 
—3.8? —7.4? —15.2? —40 -2 —312.22 —-1848 +22 


Numerele comode ale lui Euler: 


1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,9, 10. 12, 13, 15, 15, 18, 21, 22, 24, 25. 28, 30, 33, 37, 
40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 165, 
168, 177, 190, 210, 232. 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 408, 462, 520, 


760, 840, 1320, 1365, 1845, 


TABELUL 9 


Numărul h al claselor de divizori.ale corpurilor cubice complet reale de discri- 
minant mai mic decit 20 000 (GopwIn. ti. J., SAMET P. A., J. London Math. Soc. 
34, 1959, 108-110; Gopwrx, H.J., Proc. Cambridge Philos. Soc. 57, 1961, 728-730). 

: 

Un corp cubice R(0) se numește complet real dacă pentru acesta s = 3, i=0, 
adică dacă toate izomorfismele sale în corput numerelor complexe sint reale. Mai mult, 
dacă polinomul minimal al numărului 0 se descompune în R(0) în factori liniari, atunci 
R(0) se numeşte ciclic. Un corp cubic ciclic se caracterizează prin faptul că discrimi- 
nantul său este pătratul unui număr rațional. 

Există în total un număr de 830 corpuri cubice complet reale avind discrimi- 
nantul mai mic decit 20 000. Printre acestea se găsesc 24 de corpuri ciclice. Pentru 
16 corpuri cubice ciclice numărul h este 1. Aceste corpuri au diseriminanţii : 72, 9, 
135, 19, 312, 372, 432, 612, 672,.732, 793, 97°, 103°, 1092, 127%, 1392, 
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Pentru fiecare dintre discriminanţii 


ELUL 10 
632, 912, 1172, 1332 pita 


există exact cite două corpuri cubice ciclice, iar pentru toate 


Factorii h* = h(D ai numărului de divizori ai unui corp I-ciclotomic pentru l< 
avem h=3. 


i f f: i elotomic fields, 
imi (NEW M., A table of the firsi factor for prime cye i 
act vită lg Na 1970, 215 —219; pentru f* este dată descompunerea în 
factori primi). 


acestea opt corpuri 


Corpurile cubice complet reale neciclice avind discriminant mai mic decit 20 000 
sînt astfel distribuite (pentru fiecare discriminant există cite un corp) : 


| 7 
A e a a e l h* ! | h* 
Marginile Numărul Marginile Numărul 
discriminantului de corpuri diseriminantului | de corpuri 
Pi i d iii iii i ii 3 1 41 11-11 
1 — 1 000 22 11 001 —12 000 52 5 1 43 211 
1 001 — 2 000 32 12 001 —13 000 37 iz 5.139 
2 001 — 3 000 35 | 13 001 —14 000 43 7 i 
3 001 — 4 000 39 14 001 —15 000 42 11 1 53 4389 
4 001 — 5 000 34 | 15 001 —16 000 46 59 3-59-2383 
5 001 — 6 000 41 16 001 —17 000 52 13 1 9 
6 001 — 7 000 37 17 001 —18 000 39 17 1 61 41 -1861 
7 001 — 8 000 47 18 001 —19 000 39 67 67 -12739 
8 001 — 9 000 40 ‘19 001 --20 000 48 19 1 
9 00i —10 000 39 23 3 71 T -7 -79241 
10 001 —11 000 42 Total... 806 50 2:3:2 73 89 -134353 
éj 3.3 79 5-53 -377914 
Dintre acestea 748 corpuri au h = 1. Numărul corpurilor cu h = 2 este 29, Dis- 3 3 -279405653 
crtininanții acestora sînt: 37 37 83 3 27940565: 
1957, 2777, 3981, 6809, 7 053, 7537, zu j 
8468, 8789, 9301, 10273, 10889, 11197, 1 h* 
11 324, 11348, 12197, 13676, 13768, 14013, 
14197, 15188, 15529, 16609, 16997, 17 417, i ia fă 
89 3- € 
17 428, 17609, 17989, 18 097, 19 429. 97 577.3457 -206209 
104 5.5.5.5-5:101-601-18701 
Corpurile cu k = 3 (în total 26) au diseriminanţii : 103 5+103+1021-17247631 
107 3-743 -9859 -2886593 
2597, 4212, 4312, 5685, 6885, 7220, 109 17+1009. 9431866153 a 
8 829, 9653, 9800, 9996, 10309, 11417 113 | 2-2-2-17-11853470598257 
CR: d > > S 127 5-13-43. 547-883-3079 -626599 
13 916, 13932, 14661, 14945, 15141, 15884, 131 3.3:3-5:5-53:131 -1301 -4673708701 
16 660, 19905, 18228, 18252, 18792, 19220, 137 17-17-47737 -46890540621121 
19 604, 19764 139 33-47-47 -277-277-967 -1188961909 
i l 149 | 3-3-149-512966338320040805461 -ono 
i i socială + 151 7-11-11-281 -25951 1207501 - 312885; 
Pentru cele trei corpuri care au discriminanții : it 5.13.13.157.157.1093-1873. 418861 -3148601 
163 2-2.181-23167 -365473 441845817162679 
8069, 16 357, 19821 167 14+499-5123189985484220035047410 
173 R o ia oda OMA 
numărul h este 4. Corpuri cu h > 5 nu există (printre corpurile cubice complet reale | a e pe bere pt ara ee că în IRI 
de discriminant mai mic decit 20 000). ia Di.. 51263 612771094 -38733950669733713761 $ 
OpseRvAȚIE. Pentru fiecare discriminant mai mic decit 20 000 există în tabele 193 Do BOL 20701 aa rosa 000 a a 
numai un corp cubic complet real neciclic. Această afirmaţie nu este însă în general 197 2.2-2.5-1877-7841 -93983026848 SR 2468190412539 
valabilă. Astfel, de exemplu, pentru diseriminantul 22 356 găsim cel puţin trei corpuri 199 3-3:-3-3-19- 727-25645093 -20729354 è 
(v. problema 21 $2 cap. TI). 
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OBSERVAȚIE. În tabele v. 
= 19. Însuși Kummer a 
prin formula 


TABELUL il (continuare) 


alorile lui h*(?) din tabele crese monoton începind cu 
emis ipoteza că h*(1) pentru l-> 00 se exprimă asimptotic 


: 2a 
1+3 1—3 I1 l 2a d 2a | i | 
(Dali pîr2, — À 
PN 358 : 2087 376, 1298 
Totuși pînă acum problema valabilităţii acestei ipoteze rămîne deschisă, A fost demon- 683 32 Aire | E SI 396 2099 1230 
strată numai următoare formulă mult mai slabă: 691 12, 200 a 574 2411 1038 
i 727 378 : 3 2 3137 1624 
log A*(1) 1 751 290 1483 224 ușii 1916 
lin Ed 757 544 1499 94 st 
mE ilog 7 ' 4 | e 32 
761| 260 [11323 | 1310 | 2153 i 
(care se obține din formula lui Kummer prin logaritmare), de unde, între altele, se 773 732 | 1559 862 jl a 1826 
deduce existenţa unui număr finit de numere / pentru care h*(() = 1 (v. Srregu, CL., 797 220 | 1597 842 e 9234 
Zu zwei Bemerkungen Kummers, Nachr. Akad. Wiss. Göttingen 1I, Math. Phys. KI, 809 330, 628 i 1609 1358 IS 876. 2166 
1964, N° 6, 51 —57). În ultimul timp s-a demonstrat (Ucmpa K.) că primele şapte Bil 544 t 1613 172 2273 ; 
valori ale lui Z epuizează toate numerele / pentru care H* (D = 1. li . 
p i 5 o a21] 744 1619 | 560 PRI cca, aa 
TABELUL 11 827 | 102 | 1621 | 980 | 2008 a0 
i 839 66 1637 | ii DA A ara 
377 865 | 1663 270, 1508 2371 242, 
Numerele neregulate prime mai mici detit 5500 p 162 1669 338, 1086 2377 1226 
În dreptul unui număr neregulat Z, în coloana din dreapta sint date numerele ; l 4724 30 | 2381 2060 
lui Bernoulli Boa (2 < 2a <l = 3), ai căror nara ărâțori se divid prin 1 (numerele lvi a ţi 820 | 1733 810, 942 Zis Er, 2278 
z í 75: í | 238% 
Bernoulli au indici pari: B, = --, B = E ş.a.m.d.). În total sint 285 numere 953 nE AEk a f Z 2126 
: 971 1 ae a 249: 290, 884 
prime neregulate mai mici decit 5500. Numerele prime impare mai mici decit 5500 1081 474 i 1777 + 1192 | 2423 90, 
care nu sint date în tabelă sînt toate regulate (numărul lor este 439) (Lenmer, D. ti, 9443 368, 1750 
LENMER, EMMEA, VANDIVER, H. $., SELFRIDEGE, J, L., Nicor, G. A, Proc. Nut. 1081 883 1787 1606 | peta 1044, 
Acad. Sei U.S.A. 40 Ne 1, 1954, 25—33: N° 8, 1954, 750 705: 41, N° 11, 1995, 1117 | 794 1789 | 848, 1442 5 A 2374 
870 —973; Kobelev V. Va Doki. A.N. SSSR. 190, N° 4, 767 —768). 1129 348 1811 550, 698, 152 2543 464 
1151 | 534, 784, 968 | 1831 | 1274 o [2557 i 
i 7 j | 1153 802 | 1847 954, 1016, 1358 | 2579 1730 
2a | l 2a | a 2a i | ta 24- 0 
| | i | 1193 | 262 1871 | 1794 2591 a te 
l 1201. 676 | 1877 | 1026 a A 
37 32 i osit | 292 547 | 270, 486 1217 | 784, 866, 1118 |1879 | 1260 te i17 
59 44 | 347| 280 557 | 222 1229 | - 784 pl RR ae 2657 710 
67| 58 | 353 | 186, 300 | ș77 | “52 1237 | 874 | ALEE sia 
sut 68 i 379 100, 174 | 587 90, 92 i 5 268: 44 
i i 128: | ran ; 3 926 
131 22 i 401] 382 | 607| 582 1291 | 206, 824 Ro n ini 482 
149} 130 i 409| 128 i 63| 522 1297 | 202, 220 a T | 23767 | 2528 
157 62, 110 * 421 | 240 617 20, 174, 338 1301 176 | 199: 2 
233 84 l 433 366 619 428 f 2777 1500 
257 | : : 3822, 85 | 1997 | 772, 1888 ai aaa 
257 | 164 | 461 | 196 i 63i 80, 226 oe li 2003 60, 600 2789 1984, 2154 
263 | 100 i 463| 130 ! 647| 236, 242, 554 1327 | 466 2017 |, 120 e E 
271 84 467 94, 194 658 48 1367 | 234 pa T039 2857 98 
283 20 491 292, 336, 338 || 659 224 1381 266 2099 i E 
293 | J56 | 523 | 400 i 673| 408, 502 : i 
307 se | 541 86 | 677 628 
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TABELUL 11 (continuare) 


5479 


528 


I 2a L 2a l 2a 
| | 
2861 | 252 3671 | 1580 4663 | 2 
; 216, 
2909 | 400, 950 3677 | 2238 4679 3592 a 
2927 | 249 3697 | 1884 4691 3450 
2939 | 332, 1102, 2748 || 3779 | 2362 4751 3768 
2957 | 138, 788 3797 | 1256 4783 252 
2999 | 776 3821 | 3296 4793 
: : 2636 
3011 | 1496 | 3833 | 1840, 1998, 3286 | 4813 | 2620 
3023 | 2020 | 3851 | 216 404 4861 4678 
3049 | 700 3853 | 748 4889 | 2994 
3061 | 2522 3881 | 1686, 2138 4903 3106 
3083 | 1450 i 3917 | 1490 4909 
34 | 4906 146% 
3089 1706 3957 | 106 4943 o 
: 1704 3989 | 1936 4951 1914, 24 
3181 | 3142 | 4001 | 534 4957 pda dac 
3203 | 2368 4003 82, 142, 2610 || 4969 1940 
3221 98 | 4021 | s228 4973 
; 24 | 222 4208 
3229 | 1634 | 4027 | 2332 5009 1544, 4956 
3257 | 922 | 4049 | 1854 5039 594 
3313 | 2222 4051 | 3548 | 5077 | 3092 
3323 | 3292 4073 | 3620 5081 3016 
3329 | 1378 4129 | 1784 | 5099 7 
78 1378 
3391 | 2292, 2534 4157 | 658, 2322 5101 190 
3407 | 2076, 2558 4219 | 4190 i5107 | 4872 
3433 | 1300 4243 | 2712, 4146 i 519 | 4086 
3469 | 1174 | 4259 | 3580, 3726 | 5167 | 4112 
3491 | 2544 4261 | 2068 | 5179 473; 
- a m, i 9 3 
3511 | 1416, 1724 4339 | 214 | 5189 pie 
3517 | 1836, 2586 4349 | 2052 5209 644, 2928 
3529 | 3490 4409 | 636, 672 5297 308 
3533 | 2314, 3136 | 4421 | 3768 | 5231 3466 
3539 | 2082, 2130 4451 | 2896, 2978 5297 | 481 
3559 | 344, 1592 4457 | 444 5303 iisi 
3581 | 1466 4493 | 746 | 5309 158 
3583 | 1922 | 4519 | 848 | 5351 1948 
3593 | 360, 642 4523 | 456 | 5399 | 1482 
1 

3607 | 1976 ' 4561 | 436 | 5413 1702 
3613 | 2082 4591 | 2292, 3596 5441 4726 
3617 16, 2856 4637 | 3618 5443 | 1710 
3631 | 1104 4639 | 3226 5477 | 1150 
3637 |} 2526, 3202 4657 | 1578, 2416, 4110 1826, 4802 


INDEX 


al doilea caz al teoremei lui Fermat 111 


bază a unei extinderi a unui corp 486 

reţele 131 

a unui modul 111 

— fundamentală a închiderii întregi 
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